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EXAMEN DU BACCALAURÉAT 

  

  

  

                  
  

RÉPUBLIQUE TUNISIENNE SESSION 2021 Session principale 

, L Épreuve : Mathématiques || Section : Mathématiques 
MINISTÈRE DE L'ÉDUCATION 

Durée : Ah Coefficient de l'épreuve : 4 

XX EX X 

cames TITI 
Le sujet comporte quatre pages. La page 4/4 est à rendre avec la copie. 

Exercice 1 (5.5 points) 

Le plan est orienté dans le sens direct. 

Dans la figure de l’annexe jointe, OABC est un rectangle de centre I tel que 

OC =1,(OÀ,0B)= à [2xlet D le point du segment [OA] tel que OD = OC. 

1) a/ Montrer qu'il existe un unique déplacement f qui envoie O sur I et D sur B. 

  

7 
b/ Montrer que f est une rotation d’angle & 

c/ On note Q le centre de f. Construire Q. 

2) Soit g l’antidéplacement qui envoie O sur I et D sur B. 

a/ Montrer que g est une symétrie glissante. 

b/ Soit J le milieu du segment [O]] et K le milieu du segment [BD]. 

Les droites (JX) et (OA) se coupent au point E. 

Montrer que g(E) =. 

c/ En déduire que £g = Sux) 0 tas. 

3) a/ Montrer que f-l0 g=S(04. En déduire que f(E)= J. 

b/ Comparer OE et OJ. En déduire que les droites (0Q) et (JK) sont 

perpendiculaires. 

Dans la suite, on munit le plan du repère orthonormé direct (0,0D,0C). 

On note 21 , zJ et zk les affixes respectives des points Z , J et K. 
PEL 

4) a/ Justifier que z7=e"6. 

b/ Montrer que zx —2J = cos(Æ Je' 5. 

c/ Déterminer une mesure de l’angle orienté ( OD,JK ). 

5) Soit M un point de la droite (JX) . On désigne par N le symétrique de M par 

rapport à (OA) et par P l’image de M par g. 

a/ Soit r la rotation de centre E et d’angle = 

Montrer que r(M)=N. 

b/ En déduire que f(N)=P. 
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Exercice 2 (4 points) 

1) a/ Montrer par récurrence que pour tout n € N , 21" = 1+20n (mod 100). 

b/ En déduire les deux derniers chiffres de l’entier 20212021. 
On note E l’ensemble des entiers x € Z tels que pour tout n EN, 

x*=1+n(x-1) (mod 100). 

2) Vérifier que 21 est un élément de E. 

3) Soit x un élément de E. 

a/ Montrer que (x-— 1)? = 0 (mod 100). 

b/ En déduire que x = 1 (mod 10). 

4) Soit q € Z. Montrer que pour tout ne N, (1+10 qg)"=1+10 nq (mod 100). 

5) Déterminer l'ensemble E. 

Exercice 3 (6 points) 

1) Soit y la fonction définie sur ] 0, +00 [ par g{x) = 

sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O,i,j) du plan. 

a/ Calculer lim (x) et Jim p(x). Interpréter graphiquement les résultats. 

1+1nx 
  . On désigne par (&) 

—Inx 
b/ Montrer que pour tout x > 0 , p'(x)= E-   

c/ Dresser le tableau de variation de . 

d/ Tracer la courbe (@), en précisant l'intersection avec l’axe des abscisses. 

Dans la suite de l’exercice, r est un entier supérieur ou égal à 1. 

1+In(x+n) 

ER 
On désigne par (€,) sa courbe représentative dans le repère (O,i,7). 

a/ En remarquant que ,(x) = g(x+n), montrer que (@,) est l’image de (&) 

par une translation que l’on précisera. 

b/ Tracer (4) dans le repère (O, i, j). 

3) Soit h, la fonction définie sur ] 0,+œ [ par À, (x) = p,(x) — (x). 

a/ Montrer que pour tout x>1,h,(x)< 0. 

b/ Montrer que pour tout x de 10,11], h!(x) < 0. 

c/ En déduire que l'équation h,(x) = 0 admet dans l'intervalle ]0,+00 [ une 

2) Soit y, la fonction définie sur ] -n,+00 [ par p,(x)= 

unique solution a, et vérifier que : <a <d 

4) a/ Montrer que n+1+ @n+1 > n+an. 

b/ Comparer q(ah:1) et pan). 

c/ Montrer que la suite (a,),>1 est convergente. On note £ sa limite. 

d/ Justifier que lim (an) = 0. En déduire la valeur de £. 
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Exercice 4 (4.5 points) 

1) Soit F et H les fonctions définies sur [0,+oo[ par 

2 4 
FG@= J eVdt et H&==-2(1+ VE) ee. 

a/ Montrer que F est dérivable sur [0,+oof et donner F'(x). 

b/ Montrer que pour tout x >0 , F(x) = H(x). 

c/ En déduire que F(0) = H(0). 

2) Soit G la fonction définie sur [0,+ool par G(x) = [ “ Vie Vidt. 

t 
a/ En remarquant que pour tout 4>0, ÿ#= 7 montrer à l’aide d’une 

2 
intégration par parties que G{(x) = + 2xe7*+92F(x), pour tout x > 0. 

b/ Justifier que G(0) = É +2F(0). 

3) Ci-dessous on a tracé , dans un repère orthonormé, les courbes (&;) et (&,) des 

fonctions f et g définies sur [0,+00 [ par f(x) = e-* et gx) = Vre”". 

«| 

  

  

  —1 

Pour tout À > 1, on désigne par , l’aire en (u.a) de la partie du plan limitée 

par (6) ,(6,) et les droites d'équations respectives x=0 et x=1. 

6 
a/ Montrer que «4 = —--2. 

e 
b/ Montrer que pour tout À > 1, 4 = #1 + G(ÀA) - FU). 

c/ Calculer lim . 
A—+00 
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EXAMEN DU BACCALAURÉAT 

RÉPUBLIQUE TUNISIENNE SESSION 2021 SRnUleeontTals 
  

  

J Épreuve : Mathématiques Section : Mathématiques 
MINISTÈRE DE L'ÉDUCATION               Durée : 4h Coefficient de l'épreuve : 4     

  

EKREKE EX 

Le sujet comporte cinq pages. Les pages 4/5 et 5/5 sont à rendre avec la copie. 

Exercice 1 (3 points) 

Soit aeZ. 

1) Déterminer les restes possibles modulo 6 de l’entier a. 

2) Vérifier que aÿ = a (mod 6). 

3) a/ Montrer par récurrence que pour toutne N, a?*!= a (mod 6). 

b/ En déduire que pour tout entier n>1, a?" =a? (mod 6). 

x7-y8=0 (mod 6), 
4) Résoudre dans Z? le système à 3 

x3y? = 1 (mod 6). 

Exercice 2 (5 points) 

Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure 1 de l’annexe jointe, ABC est 

un triangle rectangle et isocèle en À de sens direct, le point O est le milieu du 

segment [BC1 et les triangles AEB et ACF sont équilatéraux directs. 

1) Soit r1 la rotation de centre À et d’angle æ. Montrer que r(B)=F et r1(E)=C. 

2) Soit S la symétrie orthogonale d’axe (OA). 

a/ Montrer que S([BE1) =[CF1. 

b/ Les droites (BE) et (CF) se coupent en un point Q. 

Montrer que les points À, O et Q sont alignés. 

3) Soit f un déplacement qui envoie le segment [BE] sur le segment [CFI. 

a/ Montrer que f = r; ou f est la rotation r2 d’angle _. et de centre (2. 

b/ Construire le point A’ = r2(A) et montrer que ACA'F est un losange. 

4) Soit g l’antidéplacement qui envoie B sur F'et E sur C. 

a/ Montrer que g est une symétrie glissante. 

b/ Montrer que g(A)= À. 

c/ Soit I le milieu du segment [BE] et J = g(1). Montrer que g=Sunot;:. 

-1/5- 
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Exercice 3 (4.5 points) 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (O,ü ,ü). 

1 
1) æ/ Résoudre dans l’ensemble C l'équation : 22+z+-—=0. 

On note 2 et 22 les solutions avec Im(z1) > 0. 

b/ Écrire z; sous forme exponentielle. 

Dans la figure 2 de annexe jointe , À et B sont les points d’affixes 
1 

respectives 1 et ei $ . A est la droite d’équation x = on 

2) La droite A coupe la droite (OB) au point C. 

Montrer que l’affixe du point C est égale à 21. 

. — 1 . 
3) Soit D le point d’affixe zp = Se 

a/ Vérifier que zn = 2. 
zp-1 2 

A-1 3 

c/ Construire le point D. 

4) Soit zeC. ‘ 

Montrer que (2?+2€R) équivaut à (2ER ou Re(z)= 5) ; 

5) Pour z € C \{ 1 }, on désigne par M et N les points d’affixes respectives z et z°. 

  b/ Montrer que 

a/ Déterminer l’ensemble des points M du plan tels que les vecteurs 

AM et AN sont colinéaires. 

b/ Dans la figure 2 de l'annexe, on a placé un point P de la droite A d’affixe «a. 

Construire, en justifiant, le point Q d'’affixe a. 

Exercice 4 (7.5 points) 

Partie A 

Dans la figure 3 de l’annexe jointe, on a tracé dans un repère orthonormé (O,i,), 

la courbe représentative (&,) de la fonction g définie sur R par g(x)=xe*. 

a et B sont les réels tels que g(«) = 1 et g(B) = ; 

1) En utilisant le graphique, 

a/ donner le tableau de signe de la fonction dérivée g’ de g, 

b/ résoudre dans R chacune des inéquations ci-dessous. 

ga<z et g(x)<1. 

À 
2) Montrer que a > 3: 

- 2/5 - 
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3) Soit f la fonction définie sur R par f(x) = g(x)— (ge). 

On désigne par (&;) sa courbe représentative dans le repère (O,i,j). 

a/ Calculer f(a) et f(B). 

b/ Calculer lim f(x). Interpréter le résultat. 
x—-00 

c/ Montrer que lim f(x) = -co . Déterminer la branche infinie de (@;) au 
HU x— +00 

voisinage de +oo. 

1 
4) a/ Montrer que pour tout xER, f(x) = 2g/(x) E at). 

b/ Dresser le tableau de variation de f. 

c/ Tracer (&};) dans le repère (O,i,j). 

5) Soit # l’aire en (u.a) de la partie du plan limitée par (&7), (6,) et les droites 

d'équations respectives x=0 et x=a. 
a 

a/ Montrer que # = 5 -[ xe “dx. 
o 

1 1 
D'Endédune qe =. 

4 2a 40? 

Partie B k 

Pour tout entier n >2,on pose J, =[ (ew)"ax. 

o 

1) a/ Montrer que 0< J, < Le 
n+l 

b/ En déduire lim J,. 
n—+00 

a 

2) a/ Montrer que jh (e))" dx <d,. 
a 

sh
e 

n 
<dh<1. 

L 1 
b/ Montrer que — Le [a _ +) 

n n 

  

Inn 
c/ Justifier que Ÿn=e» puis montrerque lim ŸJ,=1. 

n—+00 
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Le sujet comporte 5 pages numérotées de 1/5 à 5/5. 

La page 5/5 est à rendre avec la copie. 

   
     
    

    

     

Exercice 1 : (5 points) 

Le plan est orienté. G 

Dans la figure ci-contre, ABC est un triangle 

direct, non rectangle et non isocèle. 

GAC et EBA sont des triangles directs, rectangles A 

et isocèles respectivement en GetenE. ie 

L, K, l'et J sont les milieux respectifs des côtés 

[BC], [GE], [EL] et[GL]. F et H sontles E Pa c 

  
Se ——— 

symétriques respectifs de G et J par rapport à L. B 

On note r, et r, les rotations de même angle : 

et de centres respectifs GetE. S, désigne la ?H 

symétrie centrale de centre L. 

1) a) Déterminer r, Sr, (A). {F 

Caractériser r,°S,or,. 

b) En déduire que le triangle EFG est rectangle, isocèle. 

c) Justifier que le quadrilatère LJKI est un carré. 

2) Soit pla symétrie glissante de vecteur LK et d'axe À passant par |. 

On pose g=v9p° She où S ) est la symétrie orthogonale d’axe (LE). (LE 

a) Montrer que À = (IH). 

b) Montrer que g(J) =1 et g(L)=E. 

c) Prouver que g est la rotation de centre K et d'angle de 

3) Soit f l'antidéplacement qui envoie J en I et Len E. 

a) Justifier que f est une symétrie glissante. 

b) Donner les éléments caractéristiques de f. 

4) Soit M un point du plan. Soient M'et M" les images de M respectivement par f et g. 

Montrer que M'et M"sont symétriques par rapport à une droite fixe que l'on précisera. 

Page 1sur5 
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Exercice 2 : (4 points) 

On munit le plan complexe d'un repère orthonormé direct (ou,v). 

Dans la figure 1 de l'annexe, (T) est le cercle de centre O et de rayon 2, A,B et C sont les 

points d'affixes respectives 1, iV2 et V2. 

Soit Q un point du cercle (F) d'affixe un nombre complexe a, distinct de i 2 et-i/2. 

1) On désigne par R le point d'affixe a+a. 

a) Vérifier que Re(o, ü). Construire R. 

b) Déterminer les nombres complexes a pour lesquels O, R et Q sont alignés. 

2) Soit P le point du plan d'affixe ia et M un point d’affixe z non nul. 

a) Justifier que P est l’image de Q par une rotation que l’on précisera. Construire P. 

b) Montrer que À, P et M sont alignés (ia l 1)z +(ia-1)z= i(a +a). 

c) Montrer que (AP) L (OM) (ia+1)z-(ia-1)z=0. 

d) Soit H le projeté orthogonal de O sur (AP). On désigne par Z, l'affixe du point H. 

i(a+a) 

2(ia+1) 

(a+ a) 

(ia+1) 

a) Vérifier que N est l'image de H par une similitude que l'on déterminera. 

b) Construire le point N. 

c) Déterminer l'ensemble sur lequel varie le point N lorsque Q varie sur le cercle (T°) 

privé des points B et C. 

Justifier que Z,, =   

3) Soit N le point d'affixe Z, = 

Exercice 3 : (4 points) 

On considère la suite (a,) définie sur N par a, =2x5" +7. 

1) a) Justifier que pour tout entier naturel n, à, est impair. 

b) Déterminer suivant les valeurs de n, le reste modulo 8 de 5°. 

c) En déduire que pour tout neN, a, =1(mod 8). 

x= 1(mod 8) 

x=7(mod 125) 

b) Montrer que pour tout n>3, a, =257 (mod 1000). 

2) a) Montrer que si alors x= 257 (mod 1000). 

c) Quels sont les trois derniers chiffres de (2x 5220 +7)(2 XD +1) ? 

3) a) Vérifier que pour toutneN, 5a,,-à,,,, = 28. 

b) Soit d le PGCD de a,, et a,,,,. Montrer que d est différent de 7. 

c) Trouver alors d. 

Page 2sur5 
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Exercice 4 : (7 points) 

1 

On désigne par (6) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (oi.i du plan P. 

1. Soit f la fonction définie surR par f(x) =   

À ex 

(i+e2)Vitex 
2) a) Déterminer lim f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement les résultats obtenus. 

x-+00 pc 

1) Montrer que f est dérivable sur R et que pour tout réel x, f'(x) = 

b) Vérifier que pour tout réel x, 0 < f(x) <1. 

3) a) Dresser le tableau de variation de f. 

b) Montrer que f réalise une bijection f-'de R sur un intervalle J que l'on précisera. 

c) Montrer que l'équation f(x)=x admet une unique solution «telle que 0,5 <a <0,6. 

d) Déterminer le signe de f(x)-x pour tout réel x. Interpréter graphiquement le résultat. 

4) Dans la figure 2 de l'annexe, on a construit la droite d'équation y =x et on a placé le réel 

a sur l’axe des abscisses et le réel . sur l'axe des ordonnées. 

a) Tracer la courbe (C). 

b) Tracer la courbe (£ }se fai 

5) a) Montrer que la fonction h définie surR par h(x)=x- In(1+V1+e2*) est 

une primitive de f. 

b) On désigne par A l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (6). l'axe des 

abscisses et les droites d'équations respectives x=0 et x=«. 

Montrer que A carnet 2, 
a+i 

Il. Pour tout ke N°, on considère la fonction F, définie sur [0,+v[, par F, (x) = Feat 
0 

1) a) Montrer que la fonction F, est croissante sur [0, +, 

b) Montrer que pour tout réel te[0,+«[, O<(f{t))* <e-"t. 

c) En déduire que pour tout xe[0,+{, O<F, (x) «2 

d) Montrer alors que la fonction F, possède une limite finie 1, quand x tend vers +. 

e) Montrer que lim |, =0. 
Kk+e 

2) a) En utilisant la question 1.5.a) montrer que 1, =- h(0). 

b) Montrer que pour tout réel te[0,+c[, (f(t))° —f(t) =f'(t). 

Page 3sur5 

Page 13



c) En déduire que pour tout x>0, F,(x)=F,(x) +f(x)-#(0). 

d) Montrer que 1, = inc 2. 

3) a) Montrer que PES tout x >0et pourtout k>2, 

2k-1 2k-1 F00-F 109 = 305 ((r60) "(10)" 
—1 

b) En déduire quel, -1,., =, k>2 2k#1 7 2k-1 RODIEE 

c) Montrer que Le 
k 

k>2 

Mo D (2y27 

d) En déduire Jim ee 
K-3+e om 1 

Page 4 sur5 
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RÉPUBLIQUE TUNISIENNE Session de contrôle 

MINISTÈRE DE L'ÉDUCATION 

SAME Où ÉACCAL AURA Épreuve : Mathématiques || Section : Mathématiques 

SESSION 2020 
Durée : 4h Coefficient de l'épreuve : 4 

aañaaA 
Le sujet comporte 5 pages numérotées de 1/5 à 5/5 

La page 5/5 est à rendre avec la copie. 

Exercice 1 : (5 points) 

Le plan est orienté. 

Dans la figure de l'annexe jointe, ABC est un triangle équilatéral direct de centre O. 

1, J et K sont les milieux respectifs des cotés [BC], [AC] et [AB] 

Soit S la similitude directe de centre B et telle que S(J)=C. 

2V3 1) Déterminer l'angle de S et montrer que son rapport est égal à 2e 

2) Soit (T) le cercle de diamètre [AB] et (T°) le cercle circonscrit au triangle ABC 
2) Montrer que S (K) = O 
b) En déduire que S(F)-T" 
c) Déterminer et construire le point A'=S(A) 

3) La droite (OC) recoupe (F ‘) en P et la droite (BP) recoupe (") en Q. 

On note S°' l'application réciproque de S. 

a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de S°* 
b) Montrer que S-'(A)=Q. 
c) Quelle est la nature du triangle BJQ ? 
d) Prouver que K est le milieu du segment [QI] 

4) Soit 6 =SeS où est la symétrie orthogonale d'axe (AB). 
(as) (A8) 

a) Justifier que o est une similitude indirecte et déterminer ses éléments caractéristiques. 
b) Déterminer o(Q) et o() 
€) La droite (1J) coupe la droite (QB) en un point M 

Déterminer et construire le point M'=G (M). 

Page 1 sur 5 

Page 16 

 



Exercice 2 : (4 points) 

Soit ke N° et r le reste modulo 7 de k. 

1) Montrer chacun des résultats suivants : 
Kk°=1 (mod 7), si et seulement si, r e {1, 2, 4} 

k° = 6 (mod 7), si et seulement si, r € {3, 5, 6} 

K° = 0 (mod 7), si et seulement si, r = 0. 
2) Soit (x.y) « N°xN*. Déterminer les restes possibles modulo 7 de x° +y°. 

  

3) Pour tout a € N',on désigne par E, -| (RY)E N'xN", + y = a 

Montrer que les équations x +y® = 3(mod 7) et x +y° =4{mod 7) n'admettent 

pas de solutions dans N*xN*. 

4) On considère l'ensemble Egçog. Supposons qu'il existe (x.y) € N°xN "tel que (x.y) € Egogo: 
a) Montrer alors que x =0 (mod 7) où y=0 (mod 7). 

b) Déterminer Eccgo 

Exercice 3 : (5 points) 

On dispose d'une urne U, contenant deux boules noires et deux boules blanches et d'une ume U, 

contenant une boule noire et trois boules blanches. Toutes les boules sont indiscernables au 

toucher. On procède à l'expérience aléatoire suivante : 

On tire au hasard une boule de U,. 

- Si elle est blanche, on la remet dans U, et on tire simultanément deux boules de U,, 

- Si elle est noire, on la met dans U, et on tire simultanément deux boules de U,. 

On considère les évènements suivants 

A « La boule tirée de U, est blanche. » 

B « On tire deux boules blanches de l'urne U,. » 

C « On tire deux boules noires de l'une U, . » 

D « On tire deux boules de couleurs différentes de l'urne U,. ». 

Page 2sur5 
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1) a) Recopier et compléter l'arbre de choix suivant : 

> AnB 

LE 
——— 

AND 

AnB 
TT _ 

x TT nc 
— 
0.6 AnD 

b) Déterminer p(B) et p(D) 

c) Montrer que la probabilité qu'il ne reste aucune boule noire dans U,est égale à & 

2) Soit X la variable aléatoire ayant pour valeur le nombre de boules noires restantes dans U, 

a) Déterminer la loi de probabilité de X. 

b) Quelle est la probabilité qu'il reste au moins une boule noire dans U, ? 

3) On répète n fois de suite (n>1) et de manière indépendante l'expérience aléatoire précédente. 

On désigne par F,, l'évènement : « II ne reste dans U, aucune boule noire pour les (n-1) 

premières épreuves et il reste au moins une boule noire à la n°"° épreuve » 
Quelle est la probabilité p, de F, ? 

Exercice 4 : (6 points) 

x In(1#x) 
4x 

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormé {O\i,i) 

A) 
1) a) Montrer que lim f(x)=+ «. interpréter graphiquement le résultat. 

Soit f la fonction définie sur ]-1.+ «[ par f(x) = 

at 

b) Montrer que lim f{x)=+ « et lim 0 Interpréter graphiquement les résultats. 

2) a) Montrer que f est dérivable sur ]-1.+ «[. 

XHNTO y > 4, 
(+x) 

c) Montrer que x + In(1+ x) > 0, si et seulement si, x > 0. 

b) Montrer que f'(x) = 

d) En déduire le tableau de variation de f. 
€) Tracer (C). 
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B) Soit G la fonction définie sur [1, + «[ par G(x)= 

  

Pour tout entier n 21, on pose V, = [ "_#(t°) dt et on considère la fonction F, définie sur[1, + «[ 

x f(t 
parF, @-f 10 VE at. 

ï 

4) Montrer que G(x) = ane 4x) ane x>1 

2) Montrer que pour tout x>1 G(x")<F,(x)<xG(x°) 

3) Montrer que F, est dérivable sur [1, + æ[ et que F',(x)=nf(x"), x21. 

4) En déduire que pour tout entier n >1, n V, = F,(1*!) 
n 

lens (af) n21 
’ ; 

5) a) Montrer que e[("") 
(Un)   n n 

\n  nnfn!) 41" 
b) Vérifier que (=) -e'” \""/.En déduire que im(rit) 

c) Déterminer lim nV, puis lim V, 
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Exercice 1 : (5 points) 

Le plan est muni d'un repère orthonormé direct. Dans la figure ci-dessous, 

£ est le cercle de centre O et de diamètre[BC], M est le point de [BC] tel que cM=18C 

et £’ est le cercle de diamètre [CM].l et l’ sont les milieux respectifs des segments[BM]et [CM]. 

A et À’ sont deux points du cercle & tels que AMA'B est un losange et (ACAë) = Sarl. 

La droite (AC) recoupe le cercle £’ en H. 

A! 

1) a) Montrer que les droites (AB) et (HM) sont ë 

parallèles. 

b) En déduire que les points H, M et A’ sont alignés. 

c) Montrer que HM= TAB et que HA? = AB? -HM°. B ki Ne 

2) On désigne par S la similitude directe de centre H qui 7] 

envoie À en M. 

a) Préciser l'angle de S et montrer que son rapport 

A 
est égal à & 

b) Déterminer les images par S des droites (AI) et (MH). En déduire S(A'). 

æ Montrer que S(l)=l' et en déduire que (HI) est tangente en H au cercle £”. 

4) On pose S'=S,,0S0S,. 

a) Vérifier que S’ est une similitude directe dont on précisera le centre et le rapport. 

b) La droite (A'M) recoupe le cercle £ en N. Montrer que le triangle MCN est isocèle de 

sommet principal C. 

c) Déterminer S'(A). En déduire alors l’angle de S'. 

1/4 
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Exercice 2 : (4 points) 

L'espace est rapporté à un repère orthonormé direct (Oïjk). 

On considère les points A(2,0,1), B(-2,0,1), C(1,1,1) et D(-4,0,-1). 

1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés. 

b) On désigne par P le plan (ABC). Montrer que P est d’équation z = 1. 

2) Soit S l'ensemble des points M(x, y, z) de l'espace tels que x? +y°+z?-4z-1=0. 

a) Montrer que S est une sphère dont on précisera le rayon et les coordonnées du centre 0. 

b) Soit le point 1(0, 0, 1), montrer que $ et P se coupent suivant le cercle # de centre l et de 

rayon 2. 

3) Soit À € R\ {2}, 0,(0, 0, À) et R; = YA — 1)? +4. 

a) Montrer que la sphère S; de centre Q, et de rayon R; coupe P suivant le cercle & 

b) Déterminer À, pour que D € S;,. 

c) Déterminer les homothéties de l'espace transformant S en S;,. 

Exercice 3 : (5 points) 

1) On considère dans Z? l'équation (E) : 29 x - 13y = 6. 

a) Vérifier que (2,4) est une solution de (E). 

b) Résoudre dans Z xZ l'équation (E). 

Soit dans Z l'équation (E’) : x'° =- 2 [29]. 

2) Justifier que 2* =1 [29] et en déduire que — 8 est solution de (E”). 

3) Soit x,une solution de (E’). 

a) Montrer que x,n'est pas un multiple de 29 et en déduire alors que x,* =1 [29]. 

b) Montrer que x,” =-—8 [29] puis que x, =-8 |29)]. 

c) En déduire l'ensemble des solutions dans Z de l'équation (E”). 

d) Résoudre dans Z l'équation (x- 3)° = -2 [29/. 

| (e-3)°= -2 [29), 
4) Résoudre dans Z le système 

6c-3)$ = -2 [13]. 
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Exercice 4 : (6 points) 

Le plan est muni d’un repère orthonormé (oij). 

On considère la fonction f définie sur [0,+o| par f(x) = V1-e*. 

1) 

2) 

4) 

a) Montrer que f possède une fonction réciproque g définie sur [0, 1[. 

b) Montrer que pour tout x €[0,1[: g(x)=—In(1— x?). 

c) Montrer que l'équation g(x) = x admet une solution & sur [0,7 : 0,8]. 

d) On donne en annexe la représentation graphique # de la fonction f dans le repère(oi, 5) 

la première bissectrice A et le point A(«, a). 

On désigne par #” la courbe de g. Tracer #” dans le même repère. 
x 

Soit la fonction définie sur [0, 1[ par e09= f* f(t) dt. 

  

2 

a) Montrer que est dérivable sur [0, 1[ et que +'(x) 2. 

, . x 4 2x _ b .c b) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x appartenant à [0, 1[, 1° a te 
+ -X 

c) En déduire que (x) = 2x +In cn, xe|0, 1. 

d) On désigne par .# l'aire de la région du plan située entre les courbes # et #” et les droites 

d'équations respectives x = 0 etx= a. 

2 

Montrer que #7 =Ao(0)-). 

1 
Soit (u,) la suite définie sur N'par u, = 9 ——. 

ki K3 

Soit n > 1.On pose pour tout te [0, 1[, S,(t) = 23 t*". 
k=1 

# 
a) Montrer que J° S,(t) dt=u,. 

b) Montrer que pour tout te [0, 1[, S,(t)=(1-t7) g'{t), où g' est la dérivée de la fonction g 

sur [0, 1[. 

V3 Da: | c) Montrer que pour tout DT (= 35) 90 < S,(t) < g'(t). 

V3 V3 d) En déduire que (2 ge) £Ù, < se) 

Montrer alors que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite. 
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CORRECTION : EPREUVE MATHEMATIQUES / Session de JUIN 2019 / BAC MATHS 

Exercice N°1 : 

1°) a) (AB) L(AC), £' de diamètre [CM] et He£"' donc (HC) L(MH) or HE(HC) 

donc (AC) L (MH) ainsi (AB)||(MH) 

b) AMA'B est un losange donc (AB)||(A'M) et { 

que H, M et A' sont alignés 

c) « dans le triangle ABC on a (AB 

AB)|(MH) d’où (A'M)]II(MH) ce qui prouve 

}II(MH) , HeÏAC] et M e[BC] donc d’après te théorème 

CM HM CH CM I H 
de Thales : MON ton a M LL Gone M LL bar suite HM - LAB 

AB AC CB 3 AB 3 3 

e Le triangle AMH est rectangle en H donc d’après le théorème du Pythagore : 

Et puisque AB= AM on aura AB° = AH° + HM° = AH° = AB° -HM” 

2°) a) + Angle de S: HA HN)» -F fx] 

° Rapport de S: EEE On a: HM = = AB et AH° = AB° - HM° 

—=— > 
AH 8 AH 242 

V2 
4 

2 

Donc AH-AB°-<AB AB = 9 AB 3 

HM AB 1 

HA 3HA 292 

b) « Angle de S est - 3 d'où S((AI))L (AI) et S(A)=MES({(AI)) d'où S((AI))=(BC) 

+ De même S((MH)) L(MH) et S(H)=HES((MH)) d'où S((MH)}=(AC) 

+ A'E(MH)N(AI) d'où S(A'}eS((MH))NS((AI)) = S(A')e(AC)N(BC) =S(A')=C 

3°) e une similitude conserve les milieux 

° I est le milieu de [AA'] donc S(I) est le milieu de S([AA'])=[CM] d'où S(1)=T 

il en résulte : «4 =   

. S()=1= {Hi HF = -Ff2x] , He£'' de rayon [l'H] donc (HI) est tangente à £'enH 

4°) a) Sa) : antidéplacement > San) est une similitude indirecte de rapport 1 

+ S' est la composée de trois similitudes dont deux indirectes de rapport 1 et une directe de 

rapport 4 ce qui prouve que S' est une similitude directe de rapport V2 

e S'(H)=Sçun 8° Seau (H) = Seam °S(H) = Su (H)=H = H est le centre de S' 

D) + (A. A'A x) (x AM AN |[2x] ([A'A) bissectrice de l’angle AG. AW ) 

( B AA)-(65-6x 4 
(Deux angles qui interceptent le même arc dans le cercle) 

x Añi)- [CR CN |[2x] 

= 

    

> 

    

> 
"
o
f
 

CB. «CA ] : (CA. CN [2x] ainsi dans le triangle MNC [oM:cH : (CH. CN 2x 
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Donc [CH) est la bissectrice de l'angle NÛM et (CH) L (MN) d’où (CH) est la 

médiatrice de [MN] 

= CM=CN ce qui prouve que MNC est isocèle en C 

0) e S'(A)=S, 4 2884 (A) = Seau 2 S(A)= Say (M) = N 

°S'(A)=N = angle de S': [HA EN) = ;Lrl 

Exercice N°2: 

_4 _] 
1°) a) AB| 0 | , AC| 1 et T2 A,BetC ne sont pas alignés 

0 0 _ 

b) z,=1 = AeP, z,=1 = BeP, z =1 = CeP 

et A, BetC déterminent un seul plan P doncil a pour équation = =1 

_4 _] 0 
Ou bien : AB| 0 |A AC| 1 |=#| 0 | vecteur normale de P 

0 0 —4 

= -4:+d=-0,AEP = -4+d=0 = d=4 d'où P:-4:+4=0 =P:z=I 

2°) a) x+p+z 45-12 x +p+(5-2) -4-1= x +y+(5-2) _5-/5 

= S est une sphère de rayon R= VS et de centre Q(0,0,2) 

__ Jo 12 à b) d(Q PE VS —$S et P sont sécants suivant le cercle & de rayon 

0 

Comme QI] 0 |=-ñ —(QI)1P et1eP donc I est le projeté orthogonale de Q sur P 

—] 

Ce qui prouve que I est le centre de 

“| WA 3°) a) d(Q,,P}= Fa = =|1-1 
(@,:P) Vo2+07+172 Vo02+07+7 1 

On sait que pour tout 4ER\{2} ona:(2-1) <(4-1) +4 d'où JA-1) <JA-1) +4 

C'est-à-dire [2-1[<,/(2-1) +4 —|2-I<R, —S, et P sont sécants suivant un cercle ÿ 

+ de rayon r=/R2-[2-1f = (2-1) +4-(2-1) = V4=2 
0 

° de centre le projeté orthogonale de Q, sur P ; QI] 0 |=(1-1)# —(Q,I)1P etleP 

1-2 

= I est le centre de #. Finalement $ = £ et par suite S,\P=£ 

b) DeS, =Q,D=R, = (4) +0°+(-1-2,) = (4-1) +4 
5 +24 +17=- 4 -24,+5 = 44 =-12 = À, =-3 

c)S, à pour centre Q, (0,0,-3) et de rayon R, = 20 = 245 

Soit À l'homothétie de centre M et de rapport 4 qui envoie S en S 

  

  

  

À0 
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On a: A(S)=S, donne MO, =k MO et R, =lKIR 

25 =|k| Vs —|k|=2 donc &=2 où k=-2 

—Xy = —2Xy Xu = 0 

° Pour k=2 ona: MQ, =4 MO D AY = 2Yy > 4 Yu = 0 = M(0.0.+] 

—3-:,=-2(2-;;,) —3z,, =-1 

—Xy = 2X, Xy = 0 

+ Pour &=-2 ona: MO, =k4MQ =4-y,=2m > 4 yy =0—M(0,0,7) 

—3-:,=2(2-;;,) Zu =7 

Conclusion : il existe deux homothéties À de centre M(0.0.2 et de rapport 2, h, de centre 

M(0,0,7) et de rapport (-2) qui transforment S en S 

Exercice N°3 : 
1°) a) 29x2-13x4=58-52-6 

b) e 29x-13y=29x2-13x4<29(x-2)=13(y-4) 

À 

13 divise 29{x-2) et 29113=1 divise 6 donc d’après lemme de Gauss 

13 divise (x—2) ainsi x-2=13k:keZ par suite x=2+134;keZ 

°29(134)=13(y-4) & 29k=y-4 & y=4+29% ke 

Conclusion: S,,,={(2+134,4+29k) :keZ} 

2°) e 29 est un nombre premier et 29 ne divise pas 2 

D'où d'après le petit théorème de Fermat on a : 2°” =1[mod29]= 2* =1[mod29] 

Le = 1[mod 29] 
e 2 = [mod 29] — 2x2” =2[mod29] = 2” =2[mod29] = -2” =-2[mod29] 

= Z|MmO 

57 3119 19 = (-2)”=-2[mod29] = {(-2)) =-2[mod29] = (-8)” =-2[mod29] 

+ Donc -8 est solution de (E') 

3°) a) » Si x, est un multiple de 29 alors x} = O[mod29] donc x, n’est pas solution de (E) 

D'où si x, est solution de (E') alors x, n'est pas multiple de 29 

19 xy =1[mod29] (Petit théorème de Fermat) 
ex, =I[mod29] = 

29 est un nombre premier 

b) + x, est solution de (E') alors x}° =-2[mod29] (x?) = (2) [mod 29] 

= (x?) =(-2) [mod29] = x°° =-8[mod29] 

x? = -8[mod29] & x, xx = -8[mod 29] 

Es =1[mod29] & x =1[mod29] 

c) x est solution de (E') x=-8[mod29| =x=-8+29K:KeZ 

Réciproquement : x=-8+294 = x=-8[mod29] = x" =(-8) [mod29] 

et -8 est solution de (E') c’est-à-dire (-8) = -2[mod 29] 
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Donc x” =-2[mod29] = x est solution de (E') 

Conclusion : S,={-8+294 :keZ} 

d) (x-3) =-2[mod29] & x-3 est solution de (E') & x-3=-8+29%;keZ 

S x=-5+2%:keZ & S,={-5+29% ke) 

4°) e (x-3) =-2[mod29] & x-3=-8[mod29] 

+ On a 13 ne divise pas x—3 donc (x-3) =1[mod13] & x-3=-2[mod13] 

._ [(x-3)" =-2[mod 29] F —3=-8[mod 29] 
D'où , > 

(x-3)" =-2[mod13] x—3=-2[mod13] 

x—3=-8+29p > x=-5+29p > 
Z Z ST -(p4)eZ Fi : (7.4)< 

Sx-x=-5+29p-1-139 S0=-6+29p-13q S 29p-139=<6; (p.q)eZ° 

D'où p et q sont solutions de (E). Ainsi: p=2+13k et g=4+294k ; keZ 

Par suite x=-5+29(2+134)=53+377k;:kez & S,={53+377k ;keZ} 

Exercice N°4 : 

(1-e”*) e” . . . 
1°) a) f'(x)= = >0 , f est continue et strictement croissante sur [0.+| 

2V1I-e” 2V1-e” 

et f([0.+0f[)=| f(0).limf] =[0.1 — f possède une fonction réciproque g définie sur [0,1] 

    

b) y €[0,+co[ ,xe[0.I ,g(x)= 7 & f(>y)=x & Vl-e”=x ss l-e”=x 

S e’-=1-x -y=m(l-x) S y=-In(1-x°) S g(x)=-M(1-x) 

C) g(x)=x = g(x)-x=0 , on pose h(x)=g(x)-x ,xe[0.il , h est continue sur [0.1] 

et A(0,7)xh(0,8) =(-0,0267)x0,222 = -0,0059 < 0 

Donc A(x)=0 (g(x)=x) admet une solution & €[0.7:0.8] 

  

    

    
  

    
  

d) Voir figure annexe 

2°) a) f est continue sur [0,+x[, g est dérivable sur [0.1| C:' 

et g([0.1[)=[0.+c[ d'où y est dérivable sur [0.I[ 

et p'(x)= g'(x)f(g(x) | 
2 A TT 

IN 2X _ 2x C 
— P (x) = 5 X X = F | 

1- x 1-x° j 

b) a+ . C a(1+x (1- x)+b(1- x)+c(1+x) 

1+x 1=x (1+x)(1-x) 

_—ax +x(c—b)+a+b+c 

(1+x)(1-x) Oo > | 

—a =2 
2x° b C fr 

=At——+— S jc—-b=0 = 
1- x 1+x Î1-x c=b=l 

a+b+c=0 
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o PE 24 S p(x)}=-2x+In(1+x)-In(1-x)+ ce 

o(0)=["° r(x)ax = fr (x) = cte=0 donc p(s)=-2x+ n[ TX] ,xe[0.il 
— x 

d) A =[ |f(x)-2(x)@x (unité d'aire) 
e Par raison de symétrie 

MOMOCPICORTE 2] fi F(x)- aire (048) | ; B(a.0) 

° [70 dx — l'aire de la partie du plan limitée par (C), l'axe des abscisses et les droites 

d'équations x =0 et x=a« et aire(OAB) = TS =   

2 

2 

+ On sait que g(a)=a d'où [’f(x)dx=["" f(x) = p(a) il résuite A 2 o(0-S 

(SE 
pt Ja — ÿ [5 par 

h 

k=1 k=1 

S # 
3°) a) [5 S. ()dr= [3 2| 

  

  

2k 

et © 0 = 3 N? n 

et 2[5 Par = 2] = =\V3Z 2) | > [5 s,()4- TL , 
0 2k |, k k k k3 0 LKk3 

  
2 n n 1-(r 

b) S,(1)=29 7" <>) et D (7) =rx (0 Somme de n termes d’une suite 
k=1 k=1 k=1 HE 

géométrique de premier terme r” de raison #” 
2n 

ns (2) (1 r")e (0 ,n>lette[0.l 
2 

  Par suite S, (1) Lx 
t 1-4 

: & I <I-"<I & De OP )e 0 <et0 C) o<r< 5 & 0<f"< 

car g'(x)=0 

D'où pour o<r< À on a : Mens, ()<g'(r) © 

d) On intégrant membre à membre l'inégalité (*) on aura : 
V3 

Hi) Fa a< fs, (ae [re (a à 1 eO su fe OI 

oo {1-1 (5)-s}eu <a) à (Sens E 
0 

1\ (V3 3 | 1 4) |1-— gl —|<u,<g| | et lim|l-—|=1 ) | z el : | u, el ; | Emil 
— 

0 

2 tm (2) (5) (8) -n(t)--n3-nd 

Donc la suite (u,) converge vers CE et lim 4, = E 
+0 
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Exercice1 : (3 points) 

Soient ABC un triangle rectangle en A et A la médiatrice du segment [AB]. 

Répondre par « Vrai » ou « Faux » en justifiant la réponse. 

1) 150 Sa = t0 Siacy- 

2) Sue © ha © Sac = has 

3) Sif est une isométrie fixant les points A et B alors f'os \of est une symétrie glissante d’axe À, 

Exercice 2 : (4,5 points) 

Dans le plan P muni d’un repère orthonormé direct R(O,u,V), on considère les points |, C, D etK 

d'affixes respectives 1 +i, 1 +2i, 2i et Si. 

1) a) Placer les points I, C, D et K dans le repère R. 

b) Montrer qu'il existe une unique similitude indirecte g qui transforme l en D et D en K. 

c) Déterminer le rapport de g. 

d) Déterminer l’image du triangle IDO. 

2) Soit M un point du plan et M' son image par g. 

On désigne par z et z'les affixes respectives de Met M. 

a) Montrer que z'=- à (+i)z+1+2i 

b) Soit Q le centre de g. Déterminer l’affixe de Q. 

c) Vérifier que K est le milieu du segment [QI]. 

d) Construire alors le centre A et l'axe À de g. 

3) Soit h = gog. 

a) Montrer que h est une homothétie de rapport 5 

b) On considère la suite de points (A,),., définie par : A, =1 et pourtoutneN, A,,, =h(A,). 

Déterminer et construire les points À, et AÀ,. 

c) Soit S, = AA, + AA, +..+ A, Aa 

Montrer que la suite (S,),., est convergente et déterminer sa limite. 

1/4 
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Exercice 3 : (3 points) 

Une entreprise fabrique des pièces électroniques pour une marque de voitures. Une étude statistique 

a prouvé que 6% des pièces fabriquées sont défectueuses. 

L'unité de contrôle rejette 97% des pièces défectueuses et 2% des pièces non défectueuses. 

On choisit une pièce au hasard et on la soumet à un test de contrôle. 

On note D : "la pièce est défectueuse." et R : "la pièce est rejetée par l'unité de contrôle." 

1) Traduire la situation par un arbre pondéré de probabilités. 

2) a) Calculer la probabilité que la pièce soit défectueuse et ne soit pas rejetée par l'unité de 

contrôle. 

b) On dit qu'il ya erreur de contrôle lorsque une pièce défectueuse est acceptée ou une pièce 

non défectueuse est rejetée. Calculer la probabilité pour qu'il y ait une erreur de contrôle. 

3) Montrer que la probabilité pour que la pièce soit acceptée est égale à 0,923. 

4) Pour la commercialisation de ses pièces l'entreprise décide de faire passer chaque pièce à 

trois contrôles successifs mais indépendants : 

> Si la pièce est acceptée par les trois contrôles, elle sera commercialisée avec le logo de la 

marque de voiture. 

> Sielle est acceptée uniquement par deux contrôles, elle sera commercialisée sans le logo 

de la marque de voiture. 

> Sielle est acceptée uniquement par un contrôle ou rejetée, elle sera détruite. 

a) Montrer que la probabilité pour que la pièce soit commercialisée sans le logo de la 

marque de voiture est 3x(0,923)2x(0,077). 

b) Déterminer la probabilité pour que la pièce soit détruite. 

Exercice 4 : (4 points) 

Dans l’espace muni d’un repère orthonormé (o, ii k}.on considère les plans P: et P2 d'équations 

respectives P, : 3x-2y-2z=1etP, :4x-11y+2z=0. 

1) a) Montrer que P: et P, se coupent suivant une droite A. 

b) Donner une représentation paramétrique de A. 

Dans la suite de l'exercice, on se propose de déterminer les points de À à coordonnées 

entières. 

2) On considère dans ZxZ l'équation (E) : 7x- 13y = 1. 

Vérifier que (2, 1) est une solution de (E) et résoudre l'équation (E). 

3x-2y-2z=1, 
3) On considère d: ZxZxZ le système (S) : ) nd ® (ip 0 

a) Soit (x, y,z)eZxZxZ. 

7x-13y =1, 

2zZ=11y-4x. 

b) En déduire l'ensemble des points de A à coordonnées entières. 

Montrer que (x, y, z) est solution de (S) si et seulement si | 
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Exercice 5 : (5,5 points) 
1 

Soit la fonction g définie sur R par g(x)=e2 si x#0 et g(0)=0.On désigne par & sa courbe 

représentative dans un repère orthonormé (o, ï i) du plan. 

1 

2) 

3) 

4) 

5) 

a) Montrer que g est continue sur R. 

b) Etudier la parité de g. interpréter graphiquement le résultat. 

a) Calculer lim 29 
x0" X 

et en déduire que gest dérivable en O. 

b) Montrer que gest dérivable sur R° et que 9% = 2%) pour tout x 0. 
x 

c) Dresser le tableau de variation de g. 

d) Montrer que g réalise une bijection de [0,+«{ sur [0, 1. 

e) On désigne par gla fonction réciproque de g, expliciter g” (x) pour tout x e[0,1[. 

a) Montrer que % admet deux points d’inflexions A et B que l'on déterminera. 

(A désigne le point d'inflexion d'abscisse positive). 

b) En annexe, on a représenté dans le repère (0, É i) les courbes &, et #2 d'équations 

respectives y=e*et y=x?, pour tout xe R. 

Construire dans le même repère les points A et B et tracer la courbe € 

Soit f la fonction définie sur [0. +[ par f(x) = g°(X. Justifier que f est croissante sur [0, +c[. 

Soit un entier n > 2. On pose V{n)= TH dt. 

a) interpréter graphiquement V{n). 

b) Montrer que V(n)2n[". f(t) dt. 

c) En déduire que lim V(n) = +00. 

d) Montrer que V(n)<ntr. 

V(n) 
e) Déterminer lim ——. 

no 
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Date et lieu de naissance :. 

        

  

  

Signatures des surveillants 
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CORRECTION : EPREUVE MATHEMATIQUES Session de contrôle 2019 BAC MATHS 

Exercice N°1 : 
° -l -l 1 

1°) (ee 0 8,4) = (5) 0 (te) = Su 0 x Et So Se) = 1 Car AÏ(AC) 

» 
= (nes)e(r Sc) = be Si Se Le = le Lx es = le = idp 

D bei = be Sie — Vrai 

Ou bien : F5 08,=1 08, =tnotoS =tross car {,_ (A)=(4C) 
BA 

2 

2°) Shin °S 
(4C) 

=S 
(48) 

os, 
(4C) 

oh 
(4.2) 

h 
(42) A2) ° — l4x) 9 — hi > Vrai 

3°) f est une isométrie qui fixe 4 et B donc jf =idp ou f=5,,,, d'où f7 =idp où f” =S 5 

eo f=id=f Si f=s, 
(AB) LA idp 
PR r PR N 

e LES > SOS SAS (ap) = S oS (A8) ° 948) oS,=S, 

Donc f''°.$S, cf =$, — Faux 

Exercice N°2: 
1°) a) figure 1 

b) 1Z D et DK doncil existe une similitude indirecte £g qui transforme I en Det D en K 
h 32; 

c) Soit 4 le rapport de g on a: =DK Ex So] _ Bi 1 = il - _1 
ID {s-2| f2i-1-1 |-1+1 V2 2 

d) IDO est un triangle rectangle et isocèle en I, on sait queg(1)=D et g(D)=K 

= g(IDO)= DKg(O)est un triangle rectangle et isocèle indirecte en D d’où g(IDO) = DKC 

2°) a) g(M)=M'&z=az+b, on a g(IDO)=DKC donc g(0)=C=b=1+2; 

  

—l+i 1+5 

—2i 2 
  g(D)=K=3i=ax2i+b=3i=-2ia+1+2i -1+i=-2ia = a= 

Donc = (+) +142 

b) =, - 2x? 
1 —|al 

. axb+b=-(1+i)(1-25)+ 1423 

  

    

    
1 5. 

= —— + — 7 

2 2 
le 

1 ° 1 2 

e 1—|lal =1-|-—(1+;5) =— , af -1-20+0 IN 
il en résulte que z,, =-1+5; A 

— K est le milieu de segment [QI] ve de g 

d) L’axe de £ porte la bissectrice intérieur F F 00 > À 2 3 

de l'angle IQD 
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forme réduite idp 
A ————— << 

3°) a) Shan) os Satn fo ; or LPS 98a el a D" L (h' homothétie) 
F V V C7 

b) A=1S À, =h(A;)=h(1)= QA; = Qi - A, = K 

————— 

A,=h(A,)=h(K)= QA GK 2 À, est le milieu du segment [OK 4 2 179 

——————— | ——— 1 
c) A, =h(A,) et A, =h(A,)= A,A, = 5 AA > À,A, = 7 AvÂ 

—_—_—_ 1 — 1 1Ÿ 
A,=h(A,)et A;=h(A,)= A,A, = 5 AA > A,A, =; AA = AA, 

—_——_ 1— 1 1\ 
A;=h(A,) et A;,=h(A;)= A;A, = AA = AA, = AA = AA, 

1 n-l 

En général : A, ,A, = 5 AA, 

n—l 

S, = AA, +A,A,+A,A,;+..+A,,A, = AA, + SA A: +..+ 5 AA, 

  

n—>+0 

1 n 

1 1Y7 1-[; 
fui? Ja, I IK = lim S =2xIK =245 

Exercice N°3 : 

  

1°) 2°) a) p(DNR)=0,06*x0,03 = 0,0018 

b) p(DNR)+p(DNR 97 er (BA R)+»(D0R) 
= 0,94 x 0,02 + 0,0018 = 0,0206 

D _ DE _ 0,06 5 = 3°) p(R)= p(DNR)+p(DNR) 

= 0,94 x 0,98 + 0,0018 = 0,923 
0,02 R 

0,94 D 

0,98 R       
  

4°) Soit X l’alea numérique qui pour valeur le nombre de fois où la pièce est accepter au cours de 

trois contrôles 

X suit une loi binomiale de paramètre p = 0,923 et n=3 

p(K=#)=C#(0,923) x(0,077) * avec ke {0,1,2,3) 

a) p,=p(X=2)=C?(0,923) x(0,077)  =3(0,923) (0,077) 

b) p,=p(X=1)+p(xX=0)=C!(0,923) x(0,077) "+ C1 ((0,923)" x 0,077) 

= 3(0,923)x(0,077) +(0,077) =0,0169 
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Exercice N°4 : 

3 4 

1)a) N,1-2),N,|-11 et + > P et P, sont sécants 
2 2 _ 

3x-2y-2:=1 

4x-11y+2z =0 

2°) e 7x2—-13x1=14-13=1] 

e7x-13y=7x2-13x1 7(x-2)=13(y-1) 

< 13 divise 7(x-2) et 71A13=1 donc lemme de Gauss 

13 divise (x—2) Ainsi x-2=13k;keZ par suite x=2+13k;keZ 

#7.(134)=13(7-1)S7k=y-1S y=1+74;4EeZ 

Conclusion : S,,, ={(2+13k,1+74) :keZ} 

3x-2y-2z =] 1)+(2)= 7x-13y=1 7x-13y=1 
3°) a) (S): X V Z — (1) ( ) 2 — X V 

4x-11y+2z =0 (2)=2:=-4x+11ly 2:=-4x;+11ly 

7x—-13y=1 7x —-13y=1 (1)}-(2)=3x-2y-2:=1 
> > 

2:+4x-11y=0 2:+4x-11y=0 

(ou bien par équivalence) 

(1)+(2)=71-13y=1 
b) M(x,y,:)e A 

) M(3.2)e = 2:=-4f+1ly 
e pour x=teR 

Réciproquement : 
2:=-4x+11y 

o 7x-13y=1 
3°) b)  x=2+13k ;y=1+7ket2:=3+25k ;:k=2p+1,peZ 

2:=—4x+11ly 

Donc M(15+26p,8+14p.14+25p) ;peZ' 

Exercice N°5 : 

1°) a) x un) 
x 

x v(x)=e" est continue sur R en particulier sur |-c,0[ d'où g =vcu est continue 

  est continue sur R’ et u(R'}=]-<,0] 

sur R° 

im g (x) =0=£g(0) donc est continue en 0   e im - )--e et lime'=0—1 
2x x—0 X——00 x 

g est continue sur R’ et en 0 d’où elle est continue sur R 

b)xeR,-xeR et g(-x)=g(x) = g est paire 

Donc la courbe £ de g admet (O, j) comme axe de symétrie 

1 1 1 
2°) a) On pose X =-— = x" = x |— , X —- lorsque x — 0* 

x X X 

  

1 x 
2x? 2 

lim #@) = Jim |= Jim | | = Jim (Xe ] =0= g,(0)=0 
x—0* X x—0* x X—-0 I X—-0 

X 
& admet une demi-tangente horizontale au point © par raison de symétrie (£ est paire) 

g'(0)=0 
D'où g est dérivable en O 
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b) exHu(x)=- l 
2x 

  - est dérivable sur R' et u(R°}= ]-<.0 

x v(x)=e* est dérivable sur R en particulier sur |-c,0[ d'où g est dérivable sur R' 

Jeter 20) 
2x° x x 

  e pour tout xÆ0 on a: e()-[- 

  

  

X 

c) g est paire — on étudie g sur [0,+0[ ,g'(x)>0 

1 “ 0 +00 
lim + = 0 et lime*=1= lim g(x)=1 
X— +00 2x x—0 X— +0 g'(» + 

d) g est continue et strictement croissante sur [0,+c[ 

et F([0.+0[)=| f(0).limf) =[0.1] g(x) 
TT 

0 
— g réalise une bijection de [0,+[ sur [0.1 

1 

e) y € [0. + ,xe [0.1] g'(=resherse ire -— 
2 

= 0 

  

      
  

  -=Inx 

SR. = y* or g (x)=ye[0, +0 et g(0)=0& g (0) 

D'où Vxe [O.1[ : g” (x) = |- — 
n x 

; 8x) 3 1(\ 2.2 x —3x"g(x) 1-3x2 

3°) a) Pour tout xz0 ona: g'(x)== g'(x)=3x g(x) x g(x)( X ) 

  

  

  

  

  

  

          
  

  

  

x° | x° | x° 

1 1 
Le signe de £"(x) est celui de (1-3x°) ,ona 1-3x*=0S x=— oux=-— gne de g"(x) (1-3) 5 3 
g'(x) s'annule deux fois et change de ; : 

signe donc & admet deux points x — 00 V3 V3 +00 

3 3 : 1 

d'inflexions À L 3 et B 1,5 signe de g'(x) — 0 + 9 — 
3 3 

b) 

Co 

C 

2 3 4     
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4°) Ne +00[ , f(x) = g° (x a )=2g'(x)g(x)>0—f est croissante sur [0.+[ 

5°) a) V(n =r[f( i)dt=r| 2° t) dt = comme g est continue et positive sur [0,7] 

Alors : V(n ) est le tite unité de volume) engendré par rotation de la courbe au 

tour de l’axe des abscisses 

b) z[-f()dt-x[f(odt=7 ra r(0 at) af t}dt >0 

(7) DÉMO t)dt 

c) « f est croissante sur [0,+c0[ ;: r>Vn=f(r)> F(Vn)=rfct(Ôaz x f(Vn)fe dt 

> V(n)>z7r F(Vn)(n-Vn)= 7 (0) > 7vn f(Vn)(Vn-1) 

°limg(x)=12 lim f(Vr)=12 lim 7n F(Vn)(Vn-1)= +02 lim V (7) = +0 

d) Pour tout réel z de [0,+c0[ ,g(r)<1= f(4 )<1=rfer( t)dt < r[.. 1 di 

= V(n)<r(n-Vn)<zn 

  

  

e) ri (Vn)(n-Vn)<V(n)<rne x fi) 0e 

im (V1 > im 0 
0 
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Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 à 6/6. 

Les pages 5/6 et 6/6 sont à rendre avec la copie. 

Exercice 1 (5 points) 

Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre, ES 

Fe = 
+ DBC est un triangle rectangle en D tel que 

  

DB,DC|-T[2x] et DB-2DC; ë 
2 H B 

+ _le point H est le milieu du segment (DB! : 

+ _le point l'est le projeté orthogonal du point H sur 
la droite (BC) 

+ _le point E est le milieu du segment | ID}; 
+ _les droites (IH) et (CD) se coupent au point A 

1) Soit R la rotation de centre H et d'angle : À 

a) Calculer tanCBD. En déduire que È 

  

b) Montrer alors que R(1)-E 

2) Soit h l'homothétie de centre D et de rapport 2. On pose f=hoR 

2) Déterminer {{H). 

b) Montrer que f(1)—1 

c) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f 
d) Montrer que f(C)=A 

3) a) La droite (CH) coupe la droite (AB) en un point F. 

Justifier que les points B,1, Het F sont sur le cercle de diamètre [BH] 

En déduire quel] 

  

b) Montrer alors que l'image par f de la droite (ID) est la droite (IF) 

c) La droite (ID) coupe les droites (CF) et (AB) respectivement en Jet ( . Montrer que f(J)--F. 

d) Montrer que f(F)=Q 

4) Montrer que le triangle CAN est rectangle 

16 
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Exercice 2 (3 points) 

  

Soit 8 un réel non nul. 
Dans la figure 1 de l'annexe jointe, 

+ (O.ü, v) est un repère orthonormé direct ; 
+ estle cercle de centre O et de rayon 1, 

  

  

E est le point de € tel que roi 

FetG sont les points d'affixes, respectives, -1 et 1442: 

Fest le demi-cercle de diamètre [FG]: 

+ Dest le point d'intersection de I” et l'axe (ov) 

4) a) Vérifier que OD? = 1 + V2 

bi \[14V2 dé. Vérifier que z,-OD e 
2 

2) On considère, dans €, l'équation (E): 22+ — "= ef z +e2i°-0 
it V2 

a) Vérifier que za est une solution de l'équation (E) 

b) Soit A le point d'affixe ZA 

  

Construire alors le point A 

  

b) On désigne par B le point d'affixe z8, où zg est la deuxième solution de (E). 
Déterminer zg , 

3) a) Montrer que les points O, A et B sont alignés 

b) Placer le point C d'affixe zc=OD el? 

Af(AC) 

  

d) Construire alors le point B. 

Exercice 3 (7 points) 

f(x)=xinx six > 0, 
0,4] | A) On considère la fonction f définie sur [0,4] par pcs 

  

On note (C4) sa courbe représentative dans un repère orthonormé | 0, 
1) a) Vérifier que f est continue à droite en 0 

b) Etudier la dérivabilité de f à droite en O. interpréter graphiquement. 
c) Dresser le tableau de variation de f 

  

2) Dans la Figure 2 de l'annexe jointe, on a tracé dans un repère orthonormé (o. i}. la courbe r 

de la fonction x: e” et les droites À et A' d'équations respectives y=x et y=-x 

) Construire les points A et B de (Cy) d'abscisses respectives e et Lu 
b) Déterminer la position relative de (Cf) et A puis la position relative de (C;) et A'. 

c) Tracer la courbe (C;) 

2/6 
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3) Soit S la partie du plan limitée par la courbe (C;) et les droites A et A' 

Montrer que l'aire de la partie S est égale à 

  

B) Soit n un entier naturel 
: " 

[res a V f te (t) dt. On pose u, 

  

1) 2) Montrer que 4, > 

b) Montrer que 0 < u,< —Ÿ—. En déduire | lim us, nt nn 

c) Montrer que U,,,= € 

d) Montrer alors que lim (n + 1) 

  

2) a) Montrer que -“* < v, < 0. Déterminer alors lim v, e Us 
b) Vérifier que pour tout te ]0,+ 

  

ni 
Montrer alors que V, =, te f'{t}dt -u,s 

  

c) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que (n +2) v, 

  

d) Montrer alors que lim (n1 2) v,- 0. 

v, 
3) a) Montrer qu'il existe un seul réel à, appartenant à l'intervalle telque f{a,) =" 

u 

  

b) Montrer que lim “2-0 eu 
c) Déterminer lim «x, 

Exercice 4 (5 points) 

A) Soit q un entier naturel 
1) Montrer que q2 est impair si et seulement si q est impair. 

2) Montrer que si a est impair alors q? = 1{ mod 8) 

B) On se propose de déterminer l'ensemble A des triplets d’entiers naturels non nuls (m, n,q) 

tels que 22" + 32" q?. 

4) Vérifier que le triplet ( 2,1,5 )est un élément de À 

Dans la suite de l'exercice on suppose que (m, n,q) est un élément de A. 

2) 2) Montrer que q est impair. 
b) Montrer que q? -37":-0( mod 8). 

€) Montrer alors que m est différent de 1 

3/6 
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3) On suppose que m > 2 

2) Justiier que les entiers (a-3") et [q-+3")sont pairs 

b) Soit d={a-3"}1(4+3") 

Montrer que d divise 2q et que d divise 27", En déduire que d 2 

€) Montrer que g-3"=2 etque g+3°- 2%" 

  En déduire que q=2"?+1 etque 3-27? 

4) Déterminer n et q lorsque m = 2 

5) On suppose que m > 3 

8) Montrer que 3° =-1{ mod 16)     

b) Déterminer, suivant les valeurs de l'entier naturel k, les restes possibles de # dans la division 

euclidienne par 16. 

c) En déduire qu'il n'existe pas de triplets (m,n,q) éléments de l'ensemble A tels que m > 3 

6) Déterminer l'ensemble A 

416 
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REPUBLIQUE TUNISIENNE Session de contrôle 
  

MINISTERE DE 
e 

  

EDUCATION Epreuve : Section : 
Mathématiques Mathématiques 

  

  
  

    

  
MEN DU BACCALAUREAT 

SESSION 2018 Durée : 4h Coefficient de l'épreuve : 4 
    

Le sujet comporte sept pages numérotées de 1/7 à 7/7. 
Les pages 57, 6/7 et 7/7 sont à rendre avec la copie. 

Exercice 1 (5 points) 

Le plan est orienté. Dans la Figure 1 de l'annexe jointe, 

+ ABC est un triangle équilatéral direct tel que (x) 

  

+ A estle cercle circonscrit au triangle ABC et O son centre ; 

° 1 est le milieu du segment [BC] 

+ AICD est un rectangle direct. 

1) Soit f le déplacement tel que {(A)=C & f(E)- A 

Montrer que f est une rotation dont on précisera son centre et une mesure de son angle. 

2) Soit g l'antidéplacement tel que g(A)-C & g(B)=A. 

a) Justifier que g est une symétrie glissante 

b) Montrer que g = t3j o Sa, où A est la médiatrice du segment AI 

3) Soit h l'homothétie de centre Aet telle que h(O)=1. On pose $—gohof 

a) Montrer que 4 _est une similitude indirecte de rapport 5 

b) Montrer que +(B}=C et (0)-D. 

4) Soit E=C) 

a) Montrer que le triangle DCE est isocèle en D: 
a 2: 

b) Justifier que be) Le 

c) Construire alors le point E: 
d) Soit Q. le centre de 

Montrer que QE 2 FE Construire le point 9. 

5) On pose &2 = (#1). 

Le cercle #3 coupe le cercle #4 au point € _ et en un autre point M.On pose N—4{M 

Montrer que les points (, B et M sont alignés. Construire alors le point N 

LL 
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Exercice 2 (3 points) 

Une urne contient six pièces de monnaie : 
+ quatre pièces sont équilibrées ; 
+ _les deux autres pièces sont truquées de façon que la probabilité d'obtenir « FACE » est égale 

à 2 

3 
On tire, au hasard, une pièce de l'urne et on effectue n lancers successifs de cette pièce, n2>1. 
On considère les événements suivants 

+ E : «la pièce tirée est équilibrée » 
+ F, : «on obtient FACE pour les n lancers». 

1) a) Déterminer p(E),p(F./E) et p(F/E) 

b) Montrer que p(F)-2 

2) Montrer que 6-35) 
1 dj) 

Xn=n si F, est réalisé ; 
3) Soit X,, la variable aléatoire définie de la manière suivante : !° n 

Xÿ=0 sinon 
2) Donner la loi de probabilité de X; 
b) Déterminer l'espérance mathématique de X; 
€) Dans la figure ci-dessous, 

‘ (oi. 

  

est un repère orthonormé du plan, 

  

+ (C) est la courbe représentative de la fonction f définie sur [0, + | 

ba 1) A 4 x 

  

3|(2 3 

  

+ (C') est la courbe représentative de la fonction dérivée 1 de f, 

+ _ la courbe (C') coupe l'axe [0] en un seul point d'abscisse xp, 
+ (M)estla droite d'équation y—f(xo) 

«c) 
m 

  

© 

           
| 
k 

Exploiter le graphique pour déterminer l'entier naturel n pour lequel l'espérance mathématique E (X,) 
est maximale. 
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Exercice 3 (7 points) 
1) Soit g la fonction définie sur |0,+x| par g{x)=1-x+xInx 

a) Etudier les variations de g, 

b) En déduire que pour tout X€]0,+0c{, 1+xInx 2x. 

1 1()= 
2) Soit £ la fonction définie sur [0,+-c0| par (9 4 inx 

#(0)=1 

six> 0, 

On note (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (0. i, j). 

a) Montrer que { est continue à droite en 0 
#1 

b) Montrer que lim, fe - = +00. interpréter graphiquement 
x-0 

c) Calculer lim_ f(x}. Interpréter graphiquement. 

  

inx 

(t+xinx} 
  3) a) Montrer pour tout x€]0,+[, f'{x 

  

b) Dresser le tableau de variation de f 

4) Dans la figure 2 de l’annexe jointe, on a tracé dans un repère orthonormé (o. ii), les courbes 

(C:) et (C2) des fonctions définies sur [0,10] respectivement par x: Inx et x + 
x 

a) Construire le point A de (C1) d'abscisse 1 etle point 8 de (C2) d'abscisse 1- L 
e 

En déduire une construction du point C de (Cf) d'abscisse e 
b) Déduire de la question 1) b) que pour tout x] 0,+ac. f(x) < 

Déterminer alors la position relative de (Cf) et (C2). 

c) Tracer la courbe (Cÿ) 

5) On considère la fonction F définie sur [1,4 | par F(x)= J f{t)dt 

a) Montrer que pour tout te {1,4 | 

  

b) Montrer alors que pour tout x € [+ œl, In(1+ 

ñ 
©) Détenniner im F{x) et in FE Lu He 

6) Soit n un entier naturel non nul. 

  

a) Montrer que la fonction h: x:-x--F{x) est une bijection de [1,+0c| sur [1+o0[ 

b) En déduire que l'équation h(X) =n admet dans {1,+-00| une seule solution G; 

c) Montrer que lim a, =+00. 

£ Se 
Déterminer alors lim —. d) Vérifier que 

  
317 
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Exercice 4 (5 points) 

1) On considère, dans €, l'équation (E): 22 (1+i)z —i=0 

Résoudre l'équation (E). On note z, et z,, les solutions de (E). 

2) Dans le plan rapporté à un repère orthonormé direct (o. ü,v 

  

. on désigne par A, B, M, etM, les 

points d'affixes respeclives 1, i, z, et z, 

Soit z un nombre complexe distinct de 1, i, z, et Z, 

On note Met M! les points d'affixes respectives z et z'= 2°. = 
Justifier que les points M et M' sont distincts. 

Dans la suite de l'exercice on prend z—i+2el°, où 0 est un réel 

3) a) Montrer que M décrit le cercle l de centre B et de rayon 2. 

b) Montrer que z'—1 4 ie”i? 

©) Montrer que AM'=1 etque |u, 

  

d) Déterminer l'ensemble des points M! lorsque le point Mdécrit le cercle 

4) Soit P le milieu du segment [MM] et zQ son affixe 

On désigne par Q le point d'affixe z4— € “ ze 

i+2e° +ie 

  

  a) Vérifier que Zp= 

  

b) En déduire que za 

  €) Monter alors que 2 = 2 os[t+) : 1 + Lan 

  

5) a) Montrer que lorsque le point M varie sur le cercle l’, le point Q varie sur l'ellipse £ d'équation 

2 
ax? -? = 

  

b) Dans la figure 3 de l'annexe jointe, on a tracé dans le repère (O, ü. v) le corcie T, l'elipse &, 

et on a placé un point Msur le cercle r tel que (si) =0{21}. Construire les points M'et Q. 

4/7 
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Exercice 1 (5 points) 

Le plan est orienté. 

Dans la figure 1 de l’annexe 1 jointe, 

Ne 

ABC est un triangle équilatéral tel que (ec ; sa) =2 Pr, 

D 

Q est un point intérieur au triangle ABC tel que (rs ; x] = ar. 

| et J sont les projetés orthogonaux de Q respectivement sur les droites (AB) et (AC), 

D est le point de la droite (AC) tel que DA =DQ. 

84 sus 

1) Montrer que (ai , 5) = 32 

2) Soit R = S(op) © S{asy. 

a) Justifier que R est la rotation de centre Q et d'angle =. 

b) Soit F =R(J). 

Montrer que F est un point de la demi-droite [e8. Construire le point F. 

3) Soit h l'homothétie de centre Q et telle que h(F)=L On pose f=hoR. 

a) Vérifier que f{J)=L 

b) Montrer que f est une similitude directe dont on précisera le centre et l'angle. 

QI QA sf © V3 -1 
c) Calculer —— et ——.| Ond = |=—— |. ) e ni | n donne sn(2) 2h | 

En déduire que le rapport de f est égal à 1+V3. 

4) Soit g la similitude indirecte de centre Q telle que g{J)=1 

a) Montrer que g=f 0 (ay 

b) Déterminer le rapport de g. 

c) Montrer que l'axe de g est la droite (QD). 

d) Montrer que g=h o S(oo)- 

e) La droite (QD) coupe la droite(BC) en un point K. On pose K'=g{K). 

Vérifier que h(K)=K'. Construire alors le point K'. 

1/6 
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Exercice 2 (3,5 points) 

L'espace est orienté. 

  

    
Dans la figure ci-conire ABCDEFGH est un cube d'arrête 1. F 

(A, AB, AD, AË) est un repère orthonormé direct de l'espace. 

1) a) Montrer que EC À ED =AH. 

V2 
b) Montrer que l'aire du triangle ECD est égale à + 

c) Calculer le volume du tétraèdre AECD.   2) Soit h l’homothétie de centre A et de rapport L 

On pose M -h(D). 

a) Le plan passant par M et parallèle au plan (DCG) coupe les segments [AC] et [AG] 

respectivement en N et P. Montrer que h(C)=N et h{G)=P. 

b) Le plan passant par M et parallèle au plan (ECD) coupe la droite (AE) en un point K. 

Calculer le volume du tétraèdre AKNM. 

3) Soit (S) la sphère de centre le point | (£ à 3 et de rayon R 8. 

a) Montrer que la sphère (S) coupe le plan (DCG) suivant un cercle dont on précisera le centre 

et le rayon. 

b) Soit (S') l'image de la sphère (S) par l'homothétie h. 

Montrer que (s') coupe le plan (MNP) suivant un cercle dont on précisera le centre et le rayon. 

Exercice 3 (4 points) 

1) Soit x un entier non nul premier avec 53. 

a) Déterminer le reste modulo 53 de x°2. 

b) En déduire que pour tout entier naturel k, x°2*12 x (mod 53). 

2) Soit l'équation (E:): x? = 2 (mod 53), où x eZ. 

Montrer que 2° est une solution de (E). 

3) Soit x une solution de l'équation (E4). 

a) Montrer que x est premier avec 53. 

b) Montrer que x261= x (mod 53). 

c) En déduire que x=2° (mod 53). 
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4) a) Montrer que 2° = 35 (mod 53). 

b) Donner alors l'ensemble des solutions dans Z de l'équation (E:). 

5) On considère dans ZxZ l'équation (E): 71u-53v = 1. 

a) Vérifier que (3 , 4) est une solution de l'équation (E2). 

b) Résoudre dans ZxZ l'équation (E2). 

x= 34 (mod 71) 
6) Résoudre dans Z le système 5ÿ e 

x**° =2 (mod 53) 

Exercice 4 (7,5 points) 

Soit f la fonction définie sur [O,+[ par f(x)=Ve*-1. 

On note (C;) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (o. ï j) 

1) Déterminer lim f(x) et lim 1@), interpréter graphiquement. 
x + xD4+e X 

f 
2) a) Montrer que lim 16 interpréter graphiquement. 

x0* 

  b) Montrer que pour tout x e ]0,+0f, f'(x)= ï 
2Ve* -1 

c) Dresser le tableau de variation de f. 

d) En déduire que eX -1 < Ve*-1, siet seulement si, x<In(2). 

3) Montrer que le point B(In2 , t) est un point d'inflexion de (C:). 

4) Dans la figure 2 de l’annexe 2 jointe, on a tracé dans le repère (o, î j la courbe F de 

la fonction x: e*-1. 

a) Etudier la position relative de (Cr) par rapport à F. 

b) Tracer la courbe (C;). 

5) Soit g la fonction définie sur Los | par g(x)=tan(x). 

a) Montrer que g réalise une bijection de Los | sur [0, +0. On note g* sa fonction réciproque. 

b) Calculer (a ‘)(0) et (et). 

1 
c) Montrer que g°' est dérivable sur [0,rx et que (*)C9-- g- 

+X 

  

1 

d} Montrer que lim g C9 4 
x0t  X 
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6) On pose pour tout xe[0,+x[, F(x)= [rw dt et G(x) =2{ FC) - (gro #9 }. 

a) Montrer que pour tout x e ]0,+[, F'(x)=G'{x). 

b) En déduire que pour tout xe[0,+[, F(x)=G(x). 

c) Soit A l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cr), la courbe l et les droites 

d'équations x=0 et x=In2. Montrer que À =1+1n2 + 

7) Soit n un entier naturel tel que n>2. 

On désigne par f, la fonction définie sur [in (n),+[ par f(x)= Ve*_n. 

On note (C;) sa courbe représentative dans le repère orthonormé (oi i. 

  a) Soit G, la fonction définie sur [ingn);+c0[ par G,(x)= 2,0) -n (a) 

x 

Montrer que pour tout x e [n(n),+of , GA (9 = ot) {t) dt. 

b) Vérifier que pour tout xzln{n), Ve*-n < Ve* -1. 

En déduire que pour tout xzln(n), f,(x) < e*-1. 

c) Soit A, l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Ch). la courbe F et les droites 

if À n 'équations x =| + x=In(n+1). Mont An =2 D ein | 1. d'équations x=In{n) et x=in(n+1). Montrer que An =2 vn g (+) F) 

d) Déterminer lim A. 
NH +00 
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Corrigé de l’épreuve de mathématiques du baccalauréat 
Session principale 2017 Section : Mathématiques 

Exercice 1 
À, A, A, 

1) (QJ, QD)=(QJ, QA)+(QA , QD)[27]. 

À, 

AQJ est un triangle rectangle en J tel que (AQ, AJ) == [2x] 

Alors (QJ, QA)= (JA , JG)-(AG  AD2r] = 2-7 [27] 

7, A, 

DAQ est un triangle isocèle (direct) en D tel que (AG. AD)= (AG. AJ) F2 [2x]. 

Alors (O5 . QA)=(AQ, : AÏ)[2r] = = L2r] Par la suite (Qj. QD) = RTE 27] = al] 

2) a) Rest la composée de deux syinétries orthogonales d’axes sécants au Doint a 
À, 

Donc R est la rotation de centre Q d'angle 3 car 2(QJ, QD) = 2x] 

b) «F=R(J) donc(Q), 7) = [2x]. de plus (Qj, pe T 227 1-2 2] 

(QE, Gi)=(GF, Qj)+(QJ, Qi)[2x = + ar] = 0[2x] donc F e[ai) 
3) a) f(J )= hoR(J) = h(F) = = |. 

b) f est la composée d’une homothétie et d’un déplacement donc f est une similitude directe. 

f(Q)=hoR(Q)=h(Q) = Q. Alors Q est le centre de f. 

f(J)=I et (Qj. oh = [2x] donc f est d'angle _ 

Remarques : 

* f=hoR donc l'angle de f est celui de R car le rapport de h est positif car h(F)=letFe [Q1). 

* het R ont le même centre Q alors Q est le centre def=hoR. 

  

c) Le triangle QÂlest rectangle et isocèle enl, A din T _2, 
OA 4 2 

Le triangle JA est rectangle en JetaAJ= donc OA L _ 202 
12' QJ F) V3 - 

sin| — 
E 12 

QI QI QA 2 2V2 
«f(J) =1. Donc le rapport de f est égal à =— = = = — 1. (9) pp Fo © Q 2 3-1 5 + 

4)a). g est une similitude indirecte telle que g(Q) = Q et g(J)=I. 

°f0 S(ay) est la composée d'une similitude directe et d'un antidéplacement( S(ay) ), 

donc f o S(Qy) est une similitude indirecte. (So est une similitude indirecte) 

On vérifie facilement que f o S(a4) (Q) =Qetfos 4) (J) = |. 
Ainsi g etfo S(a) sont deux similitudes indirectes qui coïncident en deux points 

distincts donc g=f0o S(oy 

b)-Méthodel: g-fo S(Qu) et S(au) est une similitude indirecte de rapport 1. 

Donc le rapport de g est celui de f c'est à dire V3 +1. 

.Méthode2: g{J) = alors le rapport de g est a = V3 +1. 
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A 

C) g(J) = | donc l'axe de g est la droite qui porte la bissectrice intérieure de l'angle IQ. 
LA, AE Â 

Or oi , QD |=| QD, QI |[27|,alors la droite (QD) porte la bissectrice intérieure de l'angle 1QJ. 

Ainsi l'axe de g est la droite (QD). 

d) g est la similitude indirecte de centre Q, de rapport V3 +1 et d'axe (QD) donc la forme 
réduite de g est g= Ma V3:1) O S(ap) = S(an)°h(a V3) 

Q 
h est l'homothétie de centre Q, de rapport _ — a = J3+1. Doncg =ho S(ap) 

Ou bien : 9 — fo S(o) =hoRoS,,,,) =h0$S (ob) S (a) (ay) — hoS (op): 

e) K est un point de l'axe de g donc K'=g{K)=ho S(oo) (K)=h(K). 

“h(K =Keth(F)=lI 

* Le point K’ est donc le point d'intersection de la droite (OK) avec la droite passant pat let 

  

parallèle à la droite (FK). 

Es
 

  

  
Exercice 2 

1 0 0 0 

1) a) EC À |; ED| 1 | d'où ECAED|1|0or AH|1|donc ECAED = AH. 

—1 —1 1 1 

b) L’aire du triangle ECD est égale à : ZIIEC \ ED Fan 2 

0 

c) Le volume du tétraèdre AECD est : v = IEC AEG)EA) Avec EA| 0 , On trouve v = à 

—1 

2)a)} Ce (AC) n(DCG) d'où h(C) E h(AC)"h(DCG). 

h(AC) = (AC) car le centre de h appartient à (AC) et h(DCG) est le plan passant 
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par M et parallèle au plan DCG). 

Comme (AC) nh(DCG) UN alors h(C)=N 

.Ce (AG) N (DCG) d'où h(G) E h(AG) N h(DCG). 
h(AG)=(AG) et (AG) nh(DCG)={P} alors h(G)=P. 

b) h(E) est le point d'intersection du plan h(ECD) avec la droite (AE)= h(AË). Donc h(E) = K. 

(h(ECD) est le plan parallèle à (ECD) et passant par M). 

Ainsi l’image par h du tétraèdre AECD est le tétraèdre AKMN. 
3 

Par la suite V(AKMN) [À] x à 

3) a) Méthode 1 : une équation du plan (DCG) est y-1=0 d'où d(l,(DCG)) => . 

par conséquent : le plan (DCG) coupe la sphère (S) suivant un cercle (C) de rayon 

r = JR? - d(l,(DCG)) = [ET 2 
4 4 2 

Le centre de (C) est le point H du plan (DCG) vérifiant IH = aAD, aeR. 

(Le vecteur AD est normal au plan (DCG) ). On ouveH[1 1, :) 

Méthode 2 : Remarquons que les points D, C et G (qui ne sont pas alignés) appartiennent à 

(S), alors le plan (DCG) coupe la sphère (S) suivant le cercle (C) circonscrit au triangle DCG 

(qui est rectangle en C). Le centre du cercle (C) est donc le milieu du segment [DG] 

c'est-à-dire le point de coordonnées Eu 3) et le rayon de (C) est D = 2, 

b) h(S)=(S"), h(DCG) = (MNP) et (S)N(DCG)=(C). 

Donc le plan (MNP) coupe la sphère ($S’) suivant le cercle (C') = h(C). 

(C') est un cercle de centre le point H’ = h(H) et de rayon R’ = : = 2 

On trouve H' 3 3 3 
8 48 

Exercice 3 

1) a) 53 est premier et x est un nombre premier avec 53 donc d’après Fermat : 

x°2 =1(mod53).Le reste modulo 53 de x°? est égal à 1. 
k 

b) Soit k un entier naturel, on écrit x°2K+1 - te?) -X 

Comme x°2 = 1(mod53) alors x°2k+1 2 y (mod 53). 

29 
2) (2°) = 2929 et 9x29 = 261-1+52x5. Comme 2 est premier avec 53, 

29 
alors d’après 1)b) (2°) = 2(mod53) d'où 2° est solution de l'équation (E:). 

3) a) Soit d=xA 53. 
d divise x donc d divise x?° et d divise 53 donc d divise 2. Car x?° = 2 (mod 53). 

( x?° = 2 (mod 53) alors il existe p e Z tel que x? = 2 +53p c'est à dire x2° —53p =2) 

Donc d = 1 ou d = 2. Comme 2 ne divise pas 53 alors d = 1. 

3 
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b) x une solution de l'équation (E1). D'après 3)a) x est premier avec 53. 

261= 5x 52 + 1 donc x°°1= x (mod 53) d'aprés 1) b). 

9 
c)x est une solution de(E:) alors x2° = 2 (mod 53) d'où (x2°| = 2% (mod 53 . (D 1 

9 
Or 29 x 9 = 261 donc bé?) = x251(mod53). D'aprés : 3)b) x°°1= x(mod 53). (II) 

(et (Il) donnent x= 2° (mod 53). 

4)a)2°-512 = 9x 53 + 35 d'où 2° =35(mod53) 

b) - Si x est une solution de (E;) alors x = 2° (mod 53), d'aprés 3)c) 
29 

+ Si x=2° (mod 53) alors x? ={2°) (mod 53) 
29 

et comme (2°) =2 (mod 53) (car 2° solution de (E4) Jalors x? = 2 (mod 53). 

D'où x solution de (E;). 

Conclusion: x solution de (E:) x = 2° (mod 53). 

Or 2° = 35(mod53) d'aprés 4)a), d'où les solutions de l'équation (E;) 

sont les entiers 53k +35 avec keZ. 

5) a) 71x3-53x4=213-212=1 donc (3, 4) solution de (E,). 

b) «Soit (u,v) une solution de(E,) 

Des égalités: 71u-53 v = 1et71x 3-53 x 4 = 1 on déduit que 71 (u-3)=53 (v-4) 
Comme 71 A 53 1 alors il existe k e Z tel que v -4 = 71K (lemme de Gauss) 

Ainsi S,, c{ (u,4+71k), (uk)e7? } 

+ Soit(u,k)eZ*, 
(u,4+71Kk) est une solution de(E,) = 71u-53 (4+71k) = 1 

 71u-53 (4+71k) = 71x3-53x4 

S& 71u-53.71K = 71x3 

& u-53-Kk = 3 

S u=3+53k 

Par la suite { (u,4+71k), (uk)eZ? }cS,,, siet seulement siu=3+53k. 

Conclusion: S,,, ={ (3+53k,4+71k),keZ} 

Remarque :On pourra appliquer le lemme de gauss deux fois : On exprime u et v en fonction 

de Kk et K’ puis on vérifie que k=K". 

6) Soit xeZ, 

x = 34 (mod 71) x = 34 (mod 71) . x=34 + 71u, ueZ 

x2% = 2 (mod 53) x = 35 (mod 53) x=35 + 53v, veZ. 
Alors 71u -53v =1. Donc (u ,v) est solution de l'équation (E;). 

u=3+53Kk 

v=4+71Kk. 

Ainsi X = 34 + 71(3+53 k)= 247 +3763 k, KeZ. 

Par la suite il existe ke Z tel que 
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réciproquement : 

six =247+3763Kk, kKeZ alors 

71X3 +34 +71x(53 k)=34 (mod 71) 

( 35 (mod 53). 

  

      

    
  

    

e X — 

.<x = 35 + 53 x 4 +53x(71k)= 35 (mod 53). On sait que 229 = 

Conclusion : l'ensemble des solutions du système est S7 ={247+3763 k, kKeZ }. 

tm 4 

)e lim f(x) =+ 
X— +00 

X 

im 09 et fe 1 
X—+0 X Um. X X—>+00 x2 x? 

(C;) admet au voisinage de +, une branche parabolique de direction (o ) 

f(x)  ,  ve*-1 1 Je*-1 ___e*-1 
2) a) lim ——= lim = lim —. = + Car lim =1 et lim — 

x0t XX x—0* X x0" Vx X x0" FR 

_ 109) fC)-f(0) stable à droi e lim ——= lim = + donc f n'est pas dérivable à droite en 0 
x0t X  x=o  X-—0 

La courbe (C;) admet au point d'abscisse 0 une demi-tangente vertivale 

e* 

b) Pour tout x € [0,+c0[, F'(x) = ——— . 
2Ve* -1 

En effet:la fonction dérivée de u:x+ e* - 1 est la fonction u':x+ e* et{Vu) = TC 
U 

(u est dérivable sur |0,+c[ et u(x) >0, vx e [0, +) 

C) |x 0 + 00 

FC) + 

f 00 

      
  

0 

d) f (In(2)) = 1 et la fonction f est strictement croissante sur [O, _ 

<1xVe* — xe[0,n2]e f(xj<1 & Ve“ -1<1 _1x4Ve* 

<\e* -1 

( On sait que Ve* -1 > 0 pour tout x > Lo 

e*(e*-2) 2 
3) On vérifie que pour tout x ]0,+00[, f(x) = ———— 

a[Ve’ 1) 

In(2) 

  
    

X 0 
f 3 (x) 

- 0 + 
      

  
    

f°() s’annule en In(2) en changeant de signe donc le point B(In(2),1) est un point 

d’inflexion de (C;). 
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4) a) D'aprés 2) d):xe[0,m2]æe*-1<f(x). D) 

Par la suite: 

-sixe[0,n2] alors alors (C;) au-dessus de F. | 

-sixe[In(2),+[ alors (C;) au-dessous de F° 

(Remarque: (C;)"N F={B}) 

5) a) La fonction g est dérivable sur LE | A | 

Pourtout x € 0 FC = 1 +tan?(x > 0 
    

donc g est strictement croissante sur 0 | 

Ainsi g réalise une bijection de 0 | sur ICE l 

De la continuité g sur| 0) et des égalités g(0)=0et lim _g(x) = +, 

On déduit que | 0e Ho [. 

b) g ‘(0)=0 et g ‘ )=2. Car g(0)=0 et [nt ( 

c) Pout tout x € 0 2. g'(x) z 0 alors g'! est dérivable sur a 0 l = [O,+00 |. 

Soit xe[0,+æ[et y e]0, 2 (o (= y} (g(y)=x) & (tany = x) ainsi: 

Du = pour tout x € [0 +c| (9 J'C9 g'g (x) J'Y) 1+(tany)” 1+x° 

on 1 1e D (a O1 
6) a) f est continue sur [0,+x[ donc F est la primitive de f sur[0,+«[ qui s'annule en O. (F(0) = 0) 

ainsi pour tout x e[0,+c] F'(x) = f(x). 

-6()=2{ 1x) - (g”of}(x) } 
G est dérivable sur |0,+c0[ et pour tout x € ]0,+|, 

Ge0= 2/#00-f(9 (91) (60) e2r 00 1- (971) (F0) | 

= 2f(x) ts arooft- L |-2 e” Et): eX-1=f(x). 
1+(f(X) 1+e"-1/  2Je*_1\ e” 
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Donc F'(x) = G'(x) pour tout x € ]0,+x|. 

b) Pour tout x € [0,0], F'(x) =G"(>), 

donc il existe ke R tel que ,pour tout xe 10, +o0|, FX = GC +K . 

Les fonctions F et G sont continues en 0 et F(0) = G(0) alors k = 0. 

(En effet lim F(x)= lim G(x)+Kk c'est à dire F(0)= G(0)+k) 
x—0* x—0* 

Conclusion: pour tout xe[0,+x[, F(x) = G(x). 

c) Pourtout xe{[0,In(2)], e*-1<f(x). 

In(2) In(2) _ ” A - [ (rc -(e! -1)}at = G(in(2))-| e' | =2{1-g"(1}-(2-In(2)-1) D'où A =1+ 2-5 

7)a)La fonction G, est dérivable sur ]In(n),+«[ et pour tout x |In(n), +, 

    

  

  

n 

X 

La fonction u : x , L (t)dt est dérivable sur[In(n),+[ et u'(x)=f, (x). 
In(n 

( Voir l'explication en 6)a)) 

Donc pour tout xe]In(n),+æ[, G',(x)= u'(x) . 

Alors il existe ke R, tel que pour tout x e ]In(n),+c[,G, (x) = u(x)+k . 

comme lim G;(x)= lim | u(x)+k |, de plus G, et u sont continues en In(n), 
x—1Inn x—1Inn 

alors G, (Inn) = u(Inn)+k et puisque G, (In(n))=u(In(n))=0 ontrouve k =0. 

X 

Conclusion: Pour tout n >2 et pour tout xe[In(n),+c[, G,; C9= | , L (t) dt. 
In(n 

b) Soitn>2:; n>1 alors -n <-1 d'où e* -n < e*-1. 

Commen>2et x>In(n), e* -n >0et e*-1>0. 

D'où pour tout n>2 et pour tout x> In(n), vVe* -n < Ve*-1. 

Or d'après 4)a), f(x) <e”*-1 pour tout x e[In(n),+[ , car (In(n) z In(2)). 

Donc f,(x)<e*-1, pour tout n >2 et pour tout x e[In(n),+f. 
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In(n+1) x x n(n+1) In(n+1) 
C) An = nn) ((e -1)-# ) dx = Le x | Gn (x) in(r) 

= (n+t-in(n+t)-n+inn) }-G, (In(n +1) 

nf )2tr vi g‘ 2 \n 9” Ent) 

d) lim [1 )-0 car lim ——=1et limin(x)=0 
N+o \n+1 N—+co N +1 x—1 

—1 
_4{ 1 1 X / 

° lim \n g (=) lim __Ln) 1 car lim ——-=-0 et lim g ©, d'aprés 5)d). 
Nn— +00 n Nn—+00 1 Nn—+00 hn x—0 X 

Yn 
D'où lim A, =2-1=1. 

Nr +00 

8 
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Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 à 6/6. 

Les pages 5/6 et 6/6 sont à rendre avec la copie. 

Exercice 1 (3 points) 

Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte. 

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondante à la réponse 

choisie. Aucune justification n'est demandée. 

On représente une expérience aléatoire par l'arbre de probabilité ci-contre : ANnB 

1) La probabilité de l'évènement B sachant À est égale à : 0, 

a) 0,7 b) 0,24 c) 0,11 
2 0,8 : AB 

2) La probabilité de l'évènement ANB est égale à : 

a) 0,11 b) 0,18 c) 0,92 AB 

3) La probabilité de l'évènement À sachant B est égale à : A EG 

3 0,1 o 
d 7 b) > 97 ArB 

Exercice 2 (6 points) 

Le plan est orienté. 
— 1 — 

Dans la figure 1 de l’annexe 1 jointe, ABC est un triangle direct tel que (ec à Bn) = Len] 

AR 

et (ex ! cs) Er] Les points 1, J et K sont les pieds des hauteurs du triangle ABC issues 

respectivement des sommets À, B et C. Le point E est le milieu du segment [AC]. 

1) Montrer que le triangle AIE est équilatéral direct. 

2) Soit S la similitude directe de centre A, de rapport V2 et d'angle En 

On note A est la médiatrice du segment [IE] et on pose f=S 0 Sa. 

a) Montrer que S(I)=B. En déduire que f(E)=B. 

b) Montrer que f est une similitude indirecte de centre A et de rapport 2. 

c) Caractériser fof. En déduire que f(B)=C. 

d) Montrer que l'image par f de la droite (BJ) est la droite (CK). En déduire que f(J)=K. 

1/6 
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3) Soit g la similitude indirecte telle que g(C)= A et g(K)=1. 

a) En remarquant que le triangle BCK est rectangle, isocèle et direct, montrer que le point B 

est le centre de g. 

b) On pose D =g(A). Montrer que le point D appartient à la droite (Bi). 

re 
c) Justifier que ( : 25)-Er] Construire alors le point D. 

4) On pose p=gof. 

a) Montrer que y est une similitude directe. Déterminer (A) et p(B). 

; ’ 7T 
b) Montrer qu’une mesure de l'angle de @ est LÉ. 

5) Soit Q le centre de . 

1" —— 

a) Vérifier que D=@ 0 p o p(E). En déduire que (ee : 05) = = br] 

b) On pose F = 0 @ o p(J). Montrer les droites (FD) et (JE) sont perpendiculaires. 

c) Vérifier que F =@ o p{l). En remarquant que IB=IE, montrer que FD =FA. 

d) Construire le point F. En déduire une construction du point Q. 

Exercice 3 (4 points) 

Soit dans © l'équation (E): 2 f + Eh 4120. 

1) a) Justifier que l’équation (E) possède deux solutions distinctes. (On ne demande pas de déterminer 

ces solutions) . 

b) Déterminer z, + z,. En déduire que les solutions de l'équation (E) ne sont pas conjuguées. 

On désigne par z, la solution telle que 21 >1 et z, l’autre solution. 

On considère, dans le plan rapporté à un repère orthonormé direct (ouv }. les points A,B,1l etJ 

d'affixes respectives z4, z), 1 et -1. 

: ‘ Sr 
2) a) Soit C le milieu du segment [AB]. Montrer que l’affixe du point C est zç = re 6 

b) En utilisant (z2 -z3)? =(z2+2z1) 4242, montrer que (z2 Ale af = 1). 

A ne NE) 

c) Montrer que FE ; ci) + (re \ ci] =0[2"]. 

A 
En déduire que la droite (AB) porte la bissectrice intérieure de l'angle ICJ. 
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3) Soit (C) le cercle circonscrit au triangle IAJ. On note K le centre de (C) et zx l'affixe du point K. 

a) Prouver que K est un point de l'axe (o.v). On pose Zx =i y, où y est un réel non nul. 

b) Soit M un point du plan d'affixe z. Justifier que (Me(C)) équivaut à ( |z-iy Ê =|1-iy P } 

En déduire que (Me(C)) équivaut à ( z2+iy(2-2)=1 ). 

c) En remarquant que 2 montrer que le point B appartient au cercle (C). 
22 

4) a) Construire le point C dans le repère (ouv }. 

b) Construire la droite (AB) et la médiatrice du segment [AB]. 

c) Déduire une construction des points A et B, images des solutions de l'équation (E). 

Exercice 4 (7 points) 

Z 

Soit f la fonction définie sur ]0,+[ par 6-2} 
+ 

On désigne par (C:) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (o.ï.i). 

A) 1) a) Calculer lim (9). interpréter graphiquement. 
x0* 

! a ) L 
b) Calculer lim f(x) et montrer que lim —=0. interpréter graphiquement. 

X—>+0 X—>+0 X 

x+2 
2) a) Montrer que pour tout xe ]0,+e{, f'(x)= tn   

b) Dresser le tableau de variation de f. 

c) Montrer que f réalise une bijection de ]0,+«[ sur un intervalle J que l'on précisera. 

3) a) Résoudre dans R l'équation x?=x+1. 

b) On note a la solution positive. Vérifier que la deuxième solution est égale à 1 

c) Montrer que la courbe (C;) coupe l'axe des abscisses au point A d’abscisse a. 

d) Montrer qu'une équation de la tangente T à (C;) au point A est y -( + SJ) 
a «à 

e) Vérifier que la tangente T passe par le point efo ,=1 +) 
a 
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4) Dans la figure 2 de l’annexe 2 jointe, on a tracé dans le repère (oi, i), la droite D d'équation 

y=x+2 etla courbe F de la fonction x:1 x? +1. 

a) Construire les points À et B. 

b) Construire la tangente T et tracer la courbe (C:). 

B) Soit nun entier naturel non nul. 

X 

On pose pour tout xz1, G,(x) =] f(r) dt. 
1 

1) a) Montrer que pour tout x21, i[3)6e-1 £ Gn(x) < 1Le)Cc-1). 

  
x 

b) Montrer que pour tout réel x >1, Gn(x)=X )-[5)-nç-0-[ 4 Di dt. 
1 

  O: Hot dt 2) On pose J nf " 
PR Ge 

a) Montrer que lim %a=-1. 
n—> +0 

b) En utilisant B)1)a), montrer que lim G; (Va)-o. 

  

N—->+0 

"Va - 
c) Montrer que lim Va 1 in(a). 

n=>to 1 
n 

d) Déterminer alors lim J,. 
N—+0 
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Corrigé de l’épreuve de mathématiques du baccalauréat 

    

Session de contrôle 2017 Section : Mathématiques 

Exercice 1 
Il suffit de compléter l'arbre de probabilité : > ANB 

0. : 

1) a) 0.7 à ST 

2) b) 0.18=0.2x0.9 ET o7— ArB 
Le . AnB 

p(ANB) 0.8x0.3 24_4 Ds me er 
3) C) = = —=—, 0.2 A << 

P(B) O0.8x0.3+0.2x0.9 42 7 su 
MR AE 

Exercice 2 

Le triangle AIC est rectangle en | et (AÏ, AC) = 32") car (CA .C) = Sr] puisque | e[CB). 

De plus [IE] est une médiane dans ce triangle donc IE = AE donc AIE est équilatéral. 

AIE est direct car (AÏ, AË) = = [2n] 

2) a) ABI est un triangle rectangle en |, isocèle et direct donc 

AB=V2 AI et (AÏ. AB) = -{2r] par la suite S(I)=B. 
+ SA(E)=1 alors f(E)=S o S\(E)=S (l)=B. 

b) f est la composée d’une similitude directe S de centre À et de rapport V2 et d'une similitude 

indirecte S, de rapport 1 et comme A € À alors f(A)=S o S, (A)= A (f(A) = A) par la suite f est 

une similitude indirecte de centre À et de rapport V2 x1= V2. 

c) fof est une homothétie de centre A et de rapport : 2° = 2. 

* AC =2AE donc fo f (E)=C. 
*fof(E)=C d'où f(f(E))=C or f(E)=B alors f(B) =C. 

d) * (BJ) L (AE) et f(B)=C donc: 

f (BJ) est la droite passant par C et perpendiculaire à la droite f(AE) = (AB). D'où f(BJ) = (CK). 

* Je(BJ)n (AC) donc f(J)ef(BJ)n f(AC)=(CK) (AB) ={K}. Ainsi f(J)=K. ( f(AC)=f(AE) }). 

3) a) On a g(C)=A et g(K)=Il. Onnote B'=g(B). 

le triangle KBCest rectangle en K, isocèle et direct donc son image IB’A par g est un triangle 

rectangle en |, isocèle et indirect. Or le triangle IBA est rectangle en |, isocèle et indirect. 

D'où B= B’et par la suite B est le centre de g. 

b) g(B) = Bet g(K)= 1 et À appartient à la droite (BK) donc D =g{(A) est un point de la droite (Bl). 

c) g(C)=A , g(B)=B et g(A)=D ; g est une similitude indirecte d’où 

  

(AB, AD)=-(CB ,CA)[2x] = (CA ,CB)[2x] = Er]. 

On construit un point T tel que (AB . AT) = SL]. 

Le point D est l'intersection de la droite (Bl) avec la demi-droite [AT). 

4) a) © est la composée de deux similitudes indirectes donc c'est une similitude directe. 

*P(A)=gof(A)=g(A)=D et p(B)= gof(B)= g(C)= A. 
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b) p(A)=D et p(B)= A. Soit 6 une mesure de l'angle de 6. 

o= (AB DA [2x] = r + {AB AD |[2r]= Te [27] 
5) + p(E)=gof(E)=g(B)=B, p(B)=A et p(A)=D.Donc 90 0 p(E)=D. 

«p O0 p 0 p est la complosée de 3 similitudes directes de même centre Q et de même 

angle = donc c'est une similitude directe de centre Q et d'angle ax = = l2r] 

A, 
+90 p0p(E)=D donc (QE, QD)= = l2r] 

A, 
b)popoop(E)=D et p 0 p o p(J)=F donc Es , | = - 27] donc (EJ) 1 (DF). 

c).F=powpoop(J) et p(J)=gof(J)=g(K)=1 d'où F = 0 (1) 
pop(l)=F 

490 p(E)=A et comme lIB=IE alors FD = FA. 
po p(B)=D 

d) «Pour la construction du point D : 

On utilise le fait que FD =FA c'est à dire Femed[AD] etque (FD)L (JE). 

. ET) = -l2r] donc Q est un point du demi-cercle l, de diamètre [ED]. Voir figure 

0.07 = = l2r] donc Q est un point du demi-cercle T, de diamètre [JF]. Voir figure 

°Qer,nT.. 

FE 

# , _  - - 
B /? | 

Page 3



Exercice 3 

1) a) Il suffit de vérifier que le discriminant de l'équation (E) est non nul. 

V3 
b) Z, + Z, = S+i 2 £kR donc z,etz, ne sont pas conjugués. 

es) Se 2-Ée 2)a N® 
Ja) 2-5 =; 2 2 2 2 2 2 

b) (Z2-2:) =(2:+2;) - 4212, = (2 ze) -4=4{2 -1) Car z,+z,=27zc etz,z, =1. 

C) AE. Ci + AE Ci = ral —E rare fem ral 1 Ze TE fem 
Z2 — Z Z2 —Zy Z2 2 

        

2 1 

2 

= arg| 22 |[2r]- arg| + [2 = 0[2n] 
(2-2) 

d'où la droite (AB) porte la bissectrice intérieure de l'angle ICJ. 

3) a) K est le centre d’un cercle passant par | et J donc K appartient à la médiatrice du segment [|J]. 

La médiatrice du segment [IJ] est l’axe des ordonnées. 

be (Me(C)) æ KM=KI & |z-iyl=t-iyleæ(|z-iyf=1-ivf ), 
& (2-iy)(z+iy) = (1-iy)(1+iy) 

S z2+iy(z-2)+ y =1+y° 

= z2+iy(2-2)=1. 

c) Ae(C) Z4Z1+iy(Z-2)=1 T Li, Ë : 1} 

  s L (t+iy (2-2) ]=1e z,z:+iy(2-Z;)=1e Be(C). 

V3 
4) a) ze = er, Voir figure. 

CC" 

b) La droite (AB) porte la bissectrice FF 

intérieure de l'angle IC. 

La médiatrice du segment [AB] est ss. | , 

la perpendiculaire en C à la droite | ue F €) 

(AB). | 7, 

c) Les points A et B sont les points ET REX, 

d'intersection du cercle (C) avecla ÿ — Lx / 

droite (AB). (OA>OB car |z;| >1.) 

  

| LmedfAE) 
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Exercice 4 

xZ 

A) 1)a) lim ——=0 et lim In(x}=-0 donc lim f(x)=-0. 
x0* XT x—0* x—0* 

La droite d'équation x = 0 est une asymptote verticale à (C;) 

2 

  

        

b)e lim f(x)}=+ car lim X = lim x=+wet lim In(x) = +c. 
X—>+00 X—>+00 X +1  X—5+00 X—>+00 

tm 092 im 2 09 NOT Cour x > 0, f(x) = In?) -In(x +1) = 21nx-In(x+ 1)) 
X—+0 X X—>+00 X X 

«im MC) 9 
X—>+0 X 

a him MOD im MOVIE im CET Lo çar im Gr =4c0 et im PI 9 
X—>+00 X X—+0 X+1 X X—+o X+ X—>+00 X—>+0 X 

DS : f 
d'où lim ——=0. 

X—+o X 

La courbe (Cr) admet au voisinage de + une branche parabolique de direction celle de (oi). 

2) a) Pour tout x > 0, 
  

  

  

  

2 X 0 + 

9 = 2m) e 
x+1 f(x + 

2 1 X +2 
D'où f'(x) = —-—— - 

où F0) X X+1 x(x+1) î ie+ 

b) Tableau de variation 

- 00           
  

c) La fonction f est strictement croissante sur ]0,+«[ donc f est une bijection de ]0,+[sur f(]0,+ co). 

De la continuité de f sur ][0,+[ et des égalités limf = -> et limf = + on déduit que f(10,+[) = R. 
0* +00 

DE 4 xt 
2 

145 1 2 1-5. 
2 

  3) a) On trouve x'= 

    

  

b) a d'où a 115 > X". 

Soit M(x,y) un point du plan. 

x >0 x X> O0, 

Me(c)n(oile 4-0 te Jé=xst 
y= 0 X+ y=0 

y=0 

1+45 
2 — Donc la courbe (C+) coupe l'axe des abscisses en un seul point A d'abscisse a = 
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d)T:y=f'(a)(x-a)+f{a). 
2 

f(a)=0 et f'(a)= a+2__a +1 puisque a° = a+1, d'où f'(a)=1+ 1     

a(a+1 a a 

Par la suite T: [+ (x- a). 
a a° 

1 1 1 1 
€) B{o, 17 et 20-91-25 alors BE(T). 

4) a)et b) 

| 
i 
i 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
ï 

1 

bel
 

    
B) 1) a) Soit xz1 ettef1,x|, 

*x1 <t <x et n> 1 alors 1 < t" < x" or fest strictement croissante sur [1,+c0l 

donc f(1) < f(t") < fx°) d'où ['i() dt < [rer at < Free) at 
1 1 1 

| 

Donc pour tout x>1, LE (x-1) < G,(x) < te) (1). 
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b) G, (x)= | f(t") dt. On intègre par parties: 
1 

ns t+2 n t"+2 
ut) = ft") Ut) = ni pri t 
VD=T e(r+1 

vtt) = t 

Donc G,(9=[tr(r)P nf mn sat=xf(e) -1()-nf fe 

x(e)-(5)-n6en- flat 

Autrement : vérifier l'égalité de deux fonctions (ont la même dérivée et coïncident en 1). 

  

Posons 
  

    

  

2)a)a>1donc Va > 1 

D'aprés B)1)a) : [1] (Va -1) < GA (Va) < (ba) Rs 1) 

1 1 

Or lim Ya=1 : (Ya-ar-en ”) et c{(a) }-r@-c 
N—> +00 

D'aprés le théorème de comparaison des limites lim G,. (Va )- 0. 

    

  

N—>+00 

nn LC x 

c) lim V2 jim 2° ça). Or lim in(o)=0 et lim =! 4 
N>+o 1 N—+o 1 N—+c n X—0 x 

— — n(a) 
n n 

n — 

Par la suite lim Va 12 In(o. 
n+o À 

n 

d) = - G(Va)+ Va dH(ba))-n5)-nfra | 

* lim Gh(Va)-0. 
N—+00 

  

* lim va s{{va)" )- lim. Va f(a)=1x0= 0 
N—+00 N—+00 

n — 

lim n(Va-1)= lim Va À Lino). 
N—+00 N—+00 1 

n 

ns 1 2 
D'où lim J, =-In(—)-In(a)= m2) 

N—>+00 2 a 
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      SESSION 2016 Session principale 
  

  

Le sujet comporte cinq pages numérotées de 1/5 à 5/5 
La page 5/5 est à rendre avec la copie. 

Exercice 1 (5 points) 

Le plan est orienté. 

Dans la figure 1 de l'annexe jointe, ABC est un triangle direct, rectangle en A et tel que AB < AC. 

La médiatrice du segment [BC] coupe les droites(AB), (AC) et (BC) respectivement en E, F et G. 

1) Soit f la similitude directe de centre A et telle que f(B) =F. 

a) Déterminer l'angle de f. 

b) Montrer que l'image de la droite (BC) par f est la droite (GF). 

c) Déterminer f(C). 

2) Le cercle # de diamètre [BC] et le cercle # de diamètre [EF] se coupent en À et H. 

a) Montrer que (4)= &. 

b) Soit 1=f(H). Construire le point 1. 

c) Montrer que le quadrilatère HEIF est un rectangle. 

d) La droite (FI) coupe la droite (AE) en un point J. Montrer que f(F)= J. 

3) Soit g la similitude indirecte de centre A et telle que g(B)-F. 

a) Montrer que g= Sac) of. 

b) Soit E =f(E). Montrer que E' est un point de la droite (AC). 

c)Soit F = g(F) et H= g(H). Construire l'image par g du rectangle FHEI. 
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Exercice 2 (3 points) 

On considère dans l’ensemble C l'équation (E) : z? - (1+2ï)m z — (1-ijm? = 0, où m est un nombre 

complexe non nul, d'argument 8 e Jon. 

1) a) Résoudre dans C l'équation (E). 

On note z, et z, les solutions de l'équation (E). 

b) Montrer que ( z,z, est un réel strictement positif } si et seulement si ( 6= # ) 

Dans la suite de l'exercice on prend 6 = =. 

2) Vérifier que z:z, = m° V2. 
Vt 5x 

3) Soit t un réel strictement positif et m= # eë. On se propose de construire les points M, et M,, 

images des solutions z, et z, de l'équation (E), correspondant au nombre complexe m. 

Dans la figure 2 de l'annexe jointe (ou) est un repère orthonormé direct ; 

2 
B et C sont les points d'affixes respectives TZ ett; 

E est le point d'intersection du demi-cercle # de diamètre [BC] avec l'axe (o.v). 

a) Montrer que OE? = OB.OC. 

b) En déduire que |m} = OE. 

4) a) Construire le point A d'affixe m. 

b) En déduire une construction des points M, et M,images des solutions z, et z, de l'équation (E). 

(On convient que [z,| <[z,/). 

Exercice 3 (4 points) 

4) Soit a un entier tel que a=1 (mod 2) et a=1 (mod 5). Montrer que a=1 (mod 10*). 

2) Soit b = (9217)°. Montrer que b=1 (mod 5) et b =1 mod 24). 

3) Pour tout entier naturel n, on pose b, = b° 1. 

a) Montrer que pour tout entier naturel n, b,,, = (b, +9 -1. 

b) En déduire que pour tout entier naturel n, b,,, = b5 + 5 bf + 10 bÿ + 10h? +5b,. 

4) a) Montrer que si 5"! divise b, alors 5"? divise b5. 

b) Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, b, =0 (mod ei), 

je 
5) a) Montrer que (9217) = 1 (mod 625). 

b) Montrer que (9217) = 1 (mod 10000). 
c) Trouver un entier dont le cube est congruf&#32?7 modulo 10000. 
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Exercice 4 (8 points) 

Nes 
A) On considère la fonction f définie sur ]0,+c[ par f(x) = © — É 

On note (C;) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (oij). 

1) a) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement. 
x-20* 

f 
b) Calculer lim f(x) et lim 1), interpréter graphiquement. 

X +0 X+0 X 

' (x -1}eŸ* 
2) a) Montrer que pour tout x e ]0,+œ, f (x) = RE 

X VX 

  

b) Dresser le tableau de variation de f. 

c) Tracer la courbe (Cs). 

3) Soit À un réel de ]0,1[.On désigne par S, l'aire de la partie du plan limitée par (Cr), l'axe des 

abscisses et les droites d'équations x=A et x=1. 

Calculer S, en fonction de À et déterminer lim S,. 
1-0* 

B) 1) Soit g, et g, les restrictions de f respectivement à chacun des intervalles 1.1 et [4e 

Montrer que g, réalise une bijection de ]0,1] sur un intervalle 1 que l'on déterminera et que CA 

réalise une bijection de [1,+[ sur l'intervalle 1. 

2) Soit n un entier naturel non nul. 

a) Montrer que l'équation f(x) = e + admet dans ]0,+«| exactement deux solutions notées 4 
n 

a, et B, telles que 0 < a, < 1 < R,. 

On définit ainsi, pour tout entier naturel non nul n, deux suites réelles (o,,) et (f,) 

b) Montrer que les suites (o.,)et (B,)sont convergentes et déterminer leur limite. 

vx (r6)-te+h) six >0 

1 six=0. 

3) On considère la fonction h définie sur [0,+[ par h(x) = 

On note (C;) sa courbe représentative dans le repère orthonormé (oi 

  

a) Montrer que h est continue à droite en O. 

b) Déterminer le signe de h(x) pour tout x e[0,+[. 
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4) Soit H la primitive de h sur [0,+[ qui s'annule en 0. 

x 
a) Justifier que les fonctions u : x | e"dt et v:xr 2+2(Vx-1) e* sont continues sur [O,+[ 

0 

et dérivables sur ]D,+c]. 

b) Montrer quepour tout x >0, u(x)=v(x). 

c) Donner l'expression de H(x) pour tout x e[0,+[. 

5) Soit À, l'aire de la partie du plan limitée par (C:). l'axe des abscisses et les droites d'équations 

x=0etx= fi. Montrer que lim <= 2-2e. 
no 3 
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Exercice 1 

D 

2) 

3) 

a) 0= (AB AF)[2x] = rl 

b) On sait quef (B) = Fet (GF) L (BC) car (GE) est la médiatrice de [BC], on en déduit que 

l’image de (BC) est (GF). 

c) Puisque f (A) = A et (AB) L (AC) donc l’image de (AC) est (AB). 

Ce(BC)n(AC) donc f(C)ef((BC))"f((AC)) donc f(C)e(GF)Nn(AB)={E|. 

Il en résulte que f (C) = E, 

a) Le cercle Ë, est de diamètre [BC] donc son image par f est le cercle de diamètre Lf (B)f (C) |; 

or f (B) = Fet f (C) = E, 1l en résulte que l’image de, par f est le cercle de diamètre [EF]. 

Ainsi f(£,)= 65. 

b) (Voir figure) 

c) Les points I et H appartiennent au cercleË, de diamètre [EF] privé de E et F donc 

EIF = EHF = 5 , de plus les points A et F sont deux points de l’arc orienté IH \ {L, H} situé sur Ë; 

donc (rai Fi} = (an. Ai][2x] = SL] Ainsi le quadrilatère HEIF admet trois angles droits donc 

c’est un rectangle. 

d) FE(AF)N(HF) doncf(F)ef((AF)}nf((HF)) donc (AE)N (IF) = {1 

Il en résulte que f (F) = T. 

a) S( AC) ° f est la composée d’une symétrie orthogonale (similitude indirecte) et d’une similitude 

directe donc c’est une similitude indirecte 

S(ac) °f(A)= A =g(A) 
de plus{S/acy °f (B)=F=g(B) , on en déduit que g = S(ac) °F: 

AZB 

b) Le point EE e (AB) donc 

E'= g(E) e g((AB)) = (AF) = (AC). 
c) Voir figure. 
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Exercice 2     + + 

1) a) A=(1+ 21) m° +4(1-i)m? = m2. Soit 8=m 

_U+2i)mzm 7, -U+3i)m 7m 

2 et 2 

Z = m(1+i). 

= 02 + = 0[2 
b) (Z,Z, est un réel strictement positif) ne | | = qe (z) arg (22) [ 7 | 

0e |0,7| 0e |0,7| 

28+7 +72 0[2r] 20 = [27] p=- TT krkez Sr 
—_ 2 4 —_ 4 —_ 8 s{o-% 

Oelo.x| Oelo.x| Oelo.x| 8 
SA .T .T 

2) Z1Z9 =m'i(l+i)= Imf e 4e? 2e 4 = inf Dei - If 2. 

3) a)Le point EeG {B,C} donc le triangle BEC est rectangle en E et les triangles OCE et OEB sont 

rectangles en ©. 

oc = tan (orc) = cotan T_ OEC |= cotan (BEo) = OË , il en résulte que 
OE 2 OB 

OC _OE à GE? - CO. 
OE OB 

ST 

b) D’une part m = de, 8 donc|m] = Ve , d’autre part OE? = OC.OB = 2 donc OE = de 
2 42 2 2 

Il en résulte que |ml = OE. 

4) a) Voir figure. 

a) Onaz, =m(l+i)= V2e 4m, il en résulte que M, est l’image de A par la similitude directe de 

centre O, de rapport 2 et d’angle à 

.T a 
z, =im=e 2m, il en résulte que M, est l’image de A par la rotation de centre O et d’angle e 
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Exercice 3 

a —]= Ofmod 2° ) 

1) Ona donc <a —1= O[mod5*) , on en déduit que a —-1 = Ofmod 24 x st) ou encore 

2 A5 =] 

2) 9217 = 2(mod5) donc b= (9217) = 2*(mod5)=1(mod5). 

9217 =1{mod2*) donc b=(9217)" =1{mod2*). 

3) a) Pour tout entier naturel n, b,,, = bp -1- (b* | —1= (b° —1+ 1) —1=(b, + 1) — 1. 

b) En utilisant la formule du binôme, 

bu =(b, +1) —1=b5 +5b4 +10b% +10b? +5b, +1—1= b5 + 5b% +10b% + 10b? +5b,. 

4) a) Si 5°*! divise b, alors il existe un entier Kk tel que b, = 5"*X , il en résulte que 

b° = (sx) = SR = 5112 (s*"* K) ce qui prouve que 5°"** divise b°. 

b) Vérification pour n = 0. b, =b—1=0(mod5) Vrai (D’après 2) 

Soit n un entier naturel. Supposons que b, = Ofmod 5" ) et montrons que b,.,, = Ofmod 5?) : 

Puisque b, = O(mod 5") c’est-à-dire 5°*! diviseb, donc5"*? divise b°, 5b*, 10b°, 10b° et 5b.., il 

en résulte que 5"*? divise b° + Sb* + 10b° + 10b° +5b, =b,.,,. D’où le résultat. 

5) a) D’après 4)b) et pourn=3, b, =bl?-1=9217%0 1 = Ofmods* } donc (9217) °° =1(mod625). 

500 b) D’après 2) b=(9217) =1{mod2* donc b#* =(9217)  =1(mod16). 

Ainsi (9217) =1(mod16)et (9217) =1(mod625) d’après 1) (9217) ° =1{mod10000). 
Ÿ” c) on sait que (9217) =1{mod10000)donc (9217) =9217(mod10000), il en résulte que 

3 
((o217)*") = 9217 (mod 10000) ou encore le cube du nombre (0217) ° est congru à 9217 

modulo 10000. 
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A. 

D 

2) 

3) 

D 

2) 

Exercice 4 

a) imf (x) = +00, La droite x = 0 est une asymptote à (C;). 
x—0° 

f ew% vx 
b) lim f(x) = +oet lim x) lim — Jim s 

X—>+00 X—+0  X X—D+0 XA/X  X-—>+00 (x) 

      = +00, (C: ) admet une branche 

parabolique infinie de direction celle de (o.i) en +00, 

VXx VX 
e Fr € - 

2/ x (V1)   

  

  

a) La fonction f est dérivable sur |0,+c| et f’(x) = X = J0,+[ et f'(x) = ue 

b) Le signe de f'(x) est celui de Ÿx —1= x [1 
Vx +1 s 

X 0 1 +00 .. 
  

f'(x) - 9 + 
f(x) 1 re 

c) Voir Ur 

  

  

          
  

« 
S=[T an [> Tan {ef | 22(e-e)ua . 

JS: Cnil. éj-ae-n in ————     
La fonction g, est continue et strictement décroissante sur 10.1] donc elle réalise une bijection de 10.1] 

sur g, (J0.1]) = [e, +co[. 

La fonction g, est continue et strictement décroissante sur [L, +00] donc elle réalise une bijection de 

[L, +00] sur £, ([L. +o0[) = [e, +o0|. 

a) La fonction g, est une bijection de [0,1] sur [e, +. e+ Le [e,+oo[ donc l’équation g, (x) =e+— 
n n 

1 . 
admet une solution unique &, € [0,1], or g,(1}=e#e+— il en résulte que à, € |0.1[. 

n 

La fonction g, est une bijection de[1,+o[ sur [e,+[. e+ Le [e,+co[ donc l’équation g, (x) = e+ I 
n n 
l . 

admet une solution uniquef, e[1,+c[, or g, (1) =e # e+— il en résulte que f, € ]1.+|. 
n 

à , 1 
Conclusion : L’équation f (x) = 6+— admet dans 10. +00[ exactement deux solutions &, et B, 

n 

telle que 0 <a, <1<f,. 

donc lim &, =1. 
lim eg (x) =] Te 
X—€ 

1 1 lim erlee 

b) On sait que a)e++ ea serfest). or ne f 
n n 
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3) 

4) 

5) 

. 1 
| lim e+—=e 

De même on sait que &()=ertou=gifers .Or4®+® D donc lim f, =1. 
n n lim 8 (x) =] Fe 

X—€ 

a) lim h(x)= lim Vxf C-[e+2}vs = Jim e% (e+2}s =1=h(0) donc h est continue à 
x—0* x—0° n x 0" n 

droite en 0. 

b) Pour tout x €E[0,+c] ,h(x)=0 x =0 ou f(x)=e+ Le x =0 où x = aou x =B,. 
n 

  

X 0 œ B, +00 

mé ré - à + 
est continue sur [O, +00[ et 0E [O, +00] donc la fonction u est la primitive de la 

  
  

      

x 
a) La fonction x + e 

Nr 
fonction xH e 

10. +o0| . 

qui s’annule en O, il en résulte que u est continue sur[0,+c0f et dérivable sur 

vx Les fonctions xH-e**et x Vx — ]sont continues sur [O, +00[ et dérivables sur 10. +o0| , il en résulte 

que la fonction v est continue sur[0, +00[ et dérivable sur 10, +c0[ 

D (x) 
Vx Vx 

e' =e 

Il en résulte que pour tout x € 10. +, u'(x) = v'(x) par suite pour tout x € 10. +], 

b) Pour tout x € [0,+cf, u'(x)=e** et v'(x) 

u(x) = v(x) + c où c est un réel, or les fonctions u et v sont continues sur [O, +o0| donc 

u(x)= v(x)+c pour tout x e[0,+c] et comme u(0) = v(0) = 0 donc c = 0. 

Ainsi u(x)= v(x) pour tout x e[0,+ . 

a ()-vrferà) six >0 eh Nafert si x > 0 
c) Pour tout x e[0,+x{,h(x)= n 9 

1 Si x =0 1 si x =0 

on en déduit que pour tout x € [O, +] ,h(x) = evx — le + 2 par suite pour tout x € [O, +, 
n 

= PeVar-le+ 2 | rar = Le _2f,1 HO= frefar-[es À) pra =22{ ref Ale nt] 

=2(r je Alert hvr 
3 n 

X 

0 

A, = [hh(x}ax = ff h(x)ax + f'h(x)ax = 2H(a,)-H(B,). 

lim A, = lim 2H(a,)-H(f,) 
n—>+00 n—>+00 

| m 4f. 1 mn 2{. 1 2 = tm 2+4( a, -1)e Sfr ja, a -2(4 ef +Sfes Ep, =2-2e 

Page 87



  

  

  

  

      

RÉPUBLIQUE TUNISIENNE Épreuve : MATHÉMATIQUES 
MINISTÈRE DE L'ÉDUCATION | Mathé à 

LME Section : Mathématiques 

EXAMEN DU BACCALAURÉAT Durée :4h Coefficient : 4 

___ SESSION 2016 : Session de contrôle       

  

Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 à 6/6 
Les pages 5/6et 6/6 sont à rendre avec la copie. 

Exercice 1 (5 points) 

Le plan est orienté. 

Dans la figure ci-contre ABCD est un rectangle direct de centre O 

AOID et OCID sont deux losanges. Le point J est le milieu du 

segment [CD]et le point L est le milieu du segment [BC]. 

  

c 
4) Soit R la rotation de centre | et d'angle . m2 À 

a) Déterminer R(O) et R(D). È 

b) Montrer que R(A)=B. 

2) Soit 9 = Soi) © So © Stan À° È 

a) Vérifier que g(A) = C et g(D) =B. 

b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de g. 

3) Soit h l'homothétie de centre le point C et de rapport 5; etonposep=Roho g'!. 

a) Montrer que + est une similitude indirecte de centre C. 

b) Soit K le milieu du segment [IC]. Montrer que o(B)-K. 

c) Montrer que @ =h o Sac): 

4) Déterminer l'image par odu rectangle ABCD. 

1/6 
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Exercice 2 (4 points) 

Dans le plan muni d'un repère orthonormé direct, on désigne par(E) l'ellipse d'équation : x? + 9 y?= 9. 

Dans la figure 1 de l'annexe 1 jointe, (C,)est le cercle de centre O et de rayon 1, (C;)est le cercle de 

centre Oet de rayon3, Nest le point de coordonnées (coso : sin@). P est le point de coordonnées 

(3cos0 , 3sin0), où 6 est un réel appartenant à pi 

1) Soit M le point de coordonnées (3cosb , sin6). 

a) Vérifier que M est un point de l'ellipse (E). 

b) Placer le point M. 

c) Justifier qu'une équation de la tangente T à (E}en M est x cos0 + 3 y sin0 = 3. 

2) La tangenteT à (€) en M coupe l'axe des abscisses et l'axe des ordonnées respectivement 

en Het K. 

a) Déterminer les coordonnées des points H et K. 

9 1 
b) Montrer que HK? = +, 

) 4 cos’0 sin*0 

3) Soit f la fonction définie sur b 3 par f(0) = HK?. 

A] pas. 4 cos’ 0 + 3sin/0 
a) Montrer que pour tuto D], f (0) =2 (4sin°0 -1) ÉTane 

b) En déduire que la distance HK est minimale si et seulement si 8 = 

c) On désigne par D le point de l'ellipse (E)} correspondant à © = 

Construire le point D ainsi que la tangente en ce point à l’ellipse (E). 

Exercice 3 (4 points) 

Soit a un entier naturel non nul et premier avec 5. 

1) En utilisant les restes possibles de la division euclidienne de à par 5, montrer que a“ =1 (mod 5). 

2) Soit p et q deux entiers naturels non nuls tels que p<q etq=p (mod4). 

a) Montrer que a=aP (mod 5). 

b) Montrer que af=a° (mod 2). 

c) En déduire que a = a? (mod 10). 

2/6 
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3) Soit dans Z x Z l'équation (E) : 25 x-21 y=4. 

a) Vérifier que (1,1) est une solution de (E). 

b) Résoudre dansZ x Z l'équation (E). 

c) En déduire l'ensemble A des solutions de l'équation (E) dans N x N. 

d) Soit(a,B) un élément de A. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et premier avec 5, 

n° et n’ont le même chiffre d'unité. 

Exercice 4 (7 points) 5 —In?x 
—   Soit f la fonction définie sur [e-%,e"] par f(x) = 

On note Csa courbe représentative dans un repère orthonormé direct (O, i, j). 

1) a) Montrer que lim (2) =er2, 
x-e"? x—e 2 

    

f — (Inx+v2 Inx- 2 | f 
b) En écrivant 2, = cm2) . jee, montrer que lim ee = 0, 

x-e"? xV2-—In2x x-e x4e2; Lx-e 

interpréter graphiquement le résultat. 

2 c) Montrer que f n’est pas dérivable à droite en e **. 

2) On donne, ci-dessous, le tableau donnant le signe de F @, le signe de f(X et les variations de 

  

la fonction f. * sÉ a B E 
€ e 
  

      

        

        

Justifier queles points C et D, de coordonnées respectives (a, f(x) et (f, f(B)), sont deux 

points d'inflexion de Cf. 

3/6 
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3) Dans la figure 2 de l'annexe 2 jointe, (O, ï est un repère orthonormé direct ; 

A et Bsont les points de coordonnées respectives (2 0) et (2. 0} 

C et D sont les points de coordonnées respectives (a, f(«)) et (8, f(B)): 

l'est la courbe représentative de la fonction exponentielle. 

-& . a) Construire les points de C; d'abscisses eŸ*, el ete 

b) Tracer la courbe c;dans le repère(O, i, j). 

4) Soit g la fonction définie sur [34] par g{x)= sin x 

  

a) Montrer que la fonction g réalise une bijection de[-2. :] sur 82] 

On note h sa fonction réciproque. 

b) Montrer que la fonction h est dérivable sur? £ et que h(x) = = =- 
-X 

c) Soit ula fonction définie sur [ee] par u(x) = (0x) 
V2 

Montrer que pour tout x [ee], u (* = 1 

È xV2-In2x 

« 
d)En déduire que f __# 

e 

  

5) Soit À l'aire de la partie du plan limitée parc, l'axe des abscisses et les droites d'équations 

x=e let x=e. 
e 2 

a) Montrer que «A= 2 +[ LS dx 
et Lx 2-In2x 

b) Vérifier que pour tout x ele” e] Xe = 1 1. 
UJ xV2-Inx  xV2-Inx 

c) En déduire la valeur de <A. 

5/6 
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Annexe 1 (à rendre avec la copie) 

(cs) 

  é #       
Figure 1 

Pañ®2 
 



Annexe 2 (à rendre avec la copie) 

1e 

[es 

  

Figure 2 

PaseR 
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Exercice 1 

1) a) On sait que OCID est un losange donc DI = DO et OIDA est un losange donc IO = ID, il en 

2) 

3) 

ID = IO 

résulte que DI = DO = OI par suite le triangle DOI est équilatéral donc (5 16) T ce qui 
ID, 10 | = 3l27] 

prouve que R (D) = ©, 

Le triangle DOI est équilatéral et J est un centre de symétrie du losange OCID donc OCT est un 

IO = IC 

triangle équilatéral donc fo rc) T ce qui prouve que R (O) = C. 
10, IC =; 127] 

b) Le triangle DAO est équilatéral direct (Le symétrique de DOI par (DO)) de donc son image par R 

est un triangle équilatéral direct (Le symétrique de COI par (CO)) et puisque R (D) = O, R (O) = Cet 

le triangle OBC est équilatéral direct donc l’image du triangle DAO par R est le triangle OBC, on en 

déduit que R(A) = B. 

a) 8(A)=Sor) ° S(on ° Stan) (A) = S(or.) ° S{on) (A) = So) (B) = €. 

g(D)=Sor) ° S(on ° Stan) (D) =S(or) ° S(on (P) = S(o) (C) = B. 

b) g = S(o1.) ° S(or) o S( AD) = S(oL.) Cp = So.) otLe et puisque DC est directeur de (OL), il en 

résulte que g est une symétrie glissante de vecteur DC et d’axe (OL). 

a) est la composée de deux similitudes directes (R et h) de rapports respectifs 1 et : et d’une 

ee de _ er . 1 1 
similitude indirecte ( Fo !) de rapport 1 donc est une similitude indirecte de rapport 1x 5 x] = — 

donc elle admet un centre et puisquep(C)=Rchog (C)=Rch(A)=R(O)=C , on en déduit que 

C est le centre dev. 

b) p(B)=Rchcg ‘(B)=Rch(D)=R(J)=K. 

c) ho S( AC) est la composée d’une similitude directe et d’une symétrie orthogonale (similitude 

indirecte) donc c’est une similitude indirecte 

he ac) (C)=C= 9 (0) 
de plus{hoS{ic (B)=h(1) = K = p(B), on en déduit quep = heS/ac). 

CzB 
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4) Soit D’ le milieu de [OB]. ABCD est un rectangle donc son image par 4 est un rectangle 

p(A)=hoS(ic (A)= 0 

p(B) = K et OKCD”’ est un rectangle, 1l en résulte que l’image du rectangle ABCD 

p(C)=C 
par œ est le rectangle OKCD”. 

Exercice 2 

1) a) (3cos 6)” +9(sin 6) = 9 (cos 6)” +9(sin 6) = 9 donc M est un point de (E). 

CNRS 
YM — ŸYN 

c) T:3(cos0)x+9(sin0)y =9 & xcos0 +3ysin0 =3. 

y=0 y=0   2) a) H(x,y)eTN (oi) = 3 ,ilen résulte que H 3 ,0 |. 
" cos 0 

cos 

x =0 

= 
x cos 0 +3ysin0 =3 X =   

x=0 
Vos 

x cos 8 + 3ysin0 = 3 y = 
  

= 1 
K(Xx, TRIO, ; ,1l ésult K| O, . (x, y) € a! de! 1 .ilen résulte que | +) 

sin 0 
  

    

2 2 

b) HK° -| =) (+) 29, 1 
cos 0 sin Ô cos” 0 sin’0 

3) a) La fonction f est dérivable sur ba et 

f'() = 18cos0sin0  2cos0sin0 ” 18sin* 0 —2cos" 6 

cos” 0 sin‘ 6 cos” 6sin° 6 

b) Le signe de f'(0) est celui de 4sin*6-1=(2sin0-1)(2sin0+1). 

3sin° 0 + cos” 0 
  = 2{(4sin? 0-1 

) cos” Osin” 0 

f'(8)=0  [2sin0-1=0 
—_ spe=2 

oe DA e DA 6: 
2 2 

6 
f' (0) = © + 
f (0) FR ___—#® 

  

n 
|
 a 
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D'après le tableau de variation HK 

. . . T 
est minimale s1 et seulement si 0 = €’ 

c) Voir figure. 

  

  

  Exercice 3 
anal Le 26 # i 

i 

1 
el i 

i 

i     1) Soit r le reste de a (mod 5). a 

On a a est premier avec 5, donc re {1,2,3,4} or r A5 =1 et 5 est premier doncr* =1(mod5) 

Puisque a” =r" (mod5), il en résulte que a* = 1(mods5). 

2) a) q=p(mod4)etp<qq=4n+p,neN. 

a =a""? (mod5)=a".a? (mod5) = a? (mod5). 

b) Soit r le reste de a modulo 2, donc re {0,1} 

Si r =Oalors a? = a =0(mod2)et si r =1alors a? = a =1(mod2) 

On en déduit que a? = a* (mod 2) 

a? —al =0(mod2) 
a? =aŸ(mod2) | 

c)Ona donc {a? —al=0(mod5), on en déduit que a? -a!=0(mod2x5) ou 
a? =aŸ(mod5) D n5=I 

encore a? =a%(mod10). 

3) a) 25x1—-21x1=4. 

b) 25x-21y=25x1-21x1 donc 25(x-1)=21(y—1)(*) 

25divise21(ÿ—1) ane 25 divise(y—1) donc y =25k+1ke 7. 
25A21=1 

En remplaçant y dans (*), on obtient x =21k+1,k eZ. 

Ainsi S,,, = {(21k+1,25k+1),k eZ} 

c) A={(21k+1,25k+1),ke N} 

d) «=21k+1etB=25k+1keN, donc B-a = 4k on déduit d’après 2) que n“=n/ (mod10). 

Exercice 4 

1) a) La fonction v:x+->Inx est dérivable sur 10. +o0| en particulier en ev2 , il en résulte que 

2 
h v(x)-vle 

lim pue). lim "7 1s°) = v()2 ref. 
xe? x — e2 xe x — eŸ? eŸ? 
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2) 

3) 

4) 

-(nx+2) 
ED ——_—— 

x(eŸ) xV2-—In? x 

= —C0 Et     D im 0) Vue m = Jim | , OT 
x{ef) X — eV x{ef) xŸ2-—In° x ÿ? x—€ 

lim pue) — e-Ÿ2 , il en résulte que 

    im 0) im -(nx+v2) pue 
x(ef) X — eV x(ef) xV2 _ ]n? x ÿ2 

| = —o. La courbe (C; ) admet au point 
x—€ 

2 
d’abscisse e 

_ fa-2 

C) im (RAR) im ") ve) V2. 
Xe —€ x—€ 

une demi-tangente verticale. 

  

f — (In x — 2 
Em 10) = im. É XT à — +00,On en déduit que f n’est pas dérivable à 

x-1{e ©) X — e 72 x (ef) XV 2 — In? X X — e 72 

droite en e 2. 

La fonction f est dérivable respectivement en & et B de plus f” s’annule respectivement en & et f 

en changeant de signe donc les points C et D sont deux points d’inflexions de (C:) 

a) Voir figure. 

b) Voir figure. 

: T 
a) La fonction g est dérivable sur 2.2) et g'(x) = cos x > 0 donc g est continue et strictement 

I T ee ue I T 
croissante sur 2.3) par suite elle réalise une bijection de 2.3) sur 

ÉNÉOIES 
g est strictement coissante sur |-2.) 

b) <g est dérivable sur TT donc h est dérivable sur g LIT = _M . 
4 4 4 4 2 2 

T A 
(x) #0 sur! —-—,— (x) 0 sur EX   
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h(x)= y g(y)=x 
1 2 2 V2 V2 

h'(x) = AVEC{XEl-—,—|SixEl ——,— | 
GO COS y 2 2 2 2 

CRE L 474 L 4’74 

sin? y = x° 

SIN Y =X 2 2 COS Y — — x? 

-2 2 272 à -È 2 
2 2 l Tr «| 2 2 

yEl-.— 
ve z 44 ve z 

4”4 sin y et x de même signe 4”4       
1 
  On en déduit que h'(x) = 
1—x 

In? x V2x xV2-In° x 

c) La fonction u est dérivable sur le le et u’(x)= dE | 1 1 1 1 ne _ _ 

  

d) Ps =[u(x), 2u(e)-u(e)= (2-2 =. 

12m? x 
5 A=| f(x)dx=| —d ) a) Az ff Ge fe —— dx 

u(x)=V2-In° x u(x) = —2RX 

On pose , 1 —> xV2— In? x 

VE v(x)=Inx 

A=| 2-In x inx | +[ In” x —— dx = 2+[, ——— 

ete xV2—In° x TT In? x 

b) Pour tout x € Le”! e|, f(x)= V2-In2x  2-In2x 
    

  il en résulte 
2 In° x 

X x mx xf-mx x 2-02 x 

  

In? x 2 
ue = f(x 

xV2-—In° x xV2-—In° x 

c) A = 2+[. 
Te In? x 

—— dx = 2+[, ——— 

2AÂA =7r+2 ou encore À = ru 

xV2- x ler 
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REPUBLIQUE TUNISIENNE : 
MINISTERE DE L'EDUCATION Épreuve : MATHEMATIQUES 

LS Durée : 4H 
EXAMEN DU BACCALAUREAT . SESSION 2015 Coefficient : 4 

Section : Mathématiques Session principale     
  
  

Exercice 1 (5 points) 

1) a) Résoudre dans C l’équation (E }: 2? -27+4=0. 

b) Déterminer une écriture exponentielle de chacune des solutions de (E). 

2) Dans le plan rapporté à un repère orthonormé direct{O,u, v) , on considère le cercle ( [”) de centre O et 

de rayon 2 et le point A d’affixe 2. 

:Æ .K 
i— ii 

et 2e 3, Placer les points B et C d’affixes respectives 2e 3 

3) Soit 6e-x,x] et M le point du cercle (F7) d’affixe 2ei° . 

= Loi 

On désigne par N le point de (T°) tel que[OM.ON) = ; Pl . Justifier que N a pour affixe 2e \ ) 

. : A 
4) Soit r la rotation de centre A et d'angle —. 

.T . À 
i— i— 

a) Vérifier que la rotation r a pour expression complexe : z'=e 3z +2-2e3. 

b) Soit F et K les milieux respectifs des segments [BM] et [CN]. Montrer que r(F) =K. 

c) En déduire la nature du triangie AFK. 

f 

5} a) Montrer que AF?2-4- 2,3 cos| 0 + a) & 

b) En déduire l’affixe du point M pour laquelle AF est maximale et construire le triangle AFK 

correspondant. 

Exercice 2 ( 4 points) 

Dans le plan orienté, on considère un triangle ABC tel que [AB,AC) = SL] et (BC.BA) = ; Lx] ; 

1) Soit f la similitude directe de centre A qui envoie B sur C. Déterminer l’angle et le rapport de f. 
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2) Soit g la similitude indirecte de centre A qui envoie C sur B. 

a) Déterminer le rapport de g. 

b) Déterminer l’axe A de g. 

c) Soit D le point défini par AD = SAC 

Montrer que g(B) = D et en déduire que [BD)est la bissectrice intérieure de l’angle ABC 

3) a) Montrer que fog est une symétrie axiale et préciser son axe. 

b) On pose D'=f(D) . Montrer que D' est le symétrique de B par rapport à A. 

4) La bissectrice intérieure de l’angle CAD' coupe ia droite (CD") en un point J. 

Soit I le centre du cercie inscrit dans le triangle ABC. Déterminer f(1). 

Exercice 3 ( 4points) 

1) On considère dans ZxZ l’équation (E): 47x+53y = 1 . 

a) Vérifier que (—9,8) est une solution de (E). 

b) Résoudre l’équation (E). 

c) Déterminer l’ensemble des inverses de 47 modulo 53. 

d) En déduire que 44 est le pius petit inverse positif de 47 modulo 53. 

2) a) Justifier que 45°? =] (mod 53) . 

519% b)Déterminer alors le reste de 4 modulo 53. 

k=105 

3) Soit N=1+45+45+..+45% = Ÿ° 45". 
k=0 

a) Montrer que 44N =10 (mod 53). 

b) En déduire le reste de N modulo 53. 

Exercice 4 (7 points) 

I Soit f la fonction définie sur [0, x] par f(x) = eSinx, 

On désigne par (C;) la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (oï,i). 

1) a) Déterminer la dérivée f'et dresser le tableau de variation de f sur [0,x]. 

b) Montrer que la droite A:x => est un axe de symétrie de la courbe (C,). 

c} Soit (T) la tangente à (C;) au point d’abscisse 0. 

Justifier que (T)a pour équation VE hi. 
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2) Soit la fonction g définie sur [0,1] par g(x)=e*vi- x? 1. 
  On donne ci-contre le tableau de variation de g . 

a) Justifier que l’équation g(x)=0 admet dans 
  

l'intervalle ]0,1[ une solution unique ©. 

  b) En déduire le signe de g(x) sur [0.1]. 

3) Onse propose de déterminer la position relative de (C;)et de   

  

  
  sa tangente (T) au point d’abscisse 0 sur Lo | . 

Soit la fonction h définie su(0.% | par h(x)= ex _(x+1). 

a) Vérifier que pour tout x € Lo | , h'(x)=g(sinx). 

b) Montrer qu’il existe un unique réel f dans Lo z tel que sin B = a. 

c) Déterminer alors l’image par la fonction sinus de chacun des intervalles [O, B] et LB = . 

d) Dresser le tableau de variation de h. 

e) En déduire que pour tout x de Lo. , f@)Zx+1.Conclure. 

Il 

1) a) Montrer que pour tout réel x20 , sinx<x. 

b) Déduire alors que pour tout réel xe 10.2 , fG)<e*. 

c) Dans l’annexe ci-jointe, on a tracé la courbe de la fonction x+ e*. 

Tracer la droite (T}et la courbe (C,). 

K 

2) a) Montrer que [fax <e-1 et que [2 rooéx<e[ 7-1) 

b) Soit A l’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C;), l’axe (o;i) et les droites 

2 
Le T 

d’équations x =0 et x=7. Montrer que tr £< À <er—2. 

rase



  

Epreuve : Mathématiques (Section mathématiques) 

Annexe (à rendre avec la copie) 

  

+
+
 

a 
ND
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MATHÉMATIQUES 

Section : Mathématiques 

Session principale : juin 2015       
Exercice 1 ( Thème : nombres complexes) 

1) a) A=4-16=-12-(2Và) : 7, = 2H 5 is eur, = ENS Liv 

S.={1-iv3,1+iV3). 

b) 1-i3 = 2e Setl+iy3 = 2e 3. 

2) voir figure. 

3) OnsaitqueN ET donc I, | = 2. 
  

De plus arg(z,) = (u, "ON )[2x] = (OM. "ON) + (u, ‘OM )[2r] = 0 + al] 

  

  

1 a 7) 

Il en résulte que z, = 2e 37 

TH TH . A .T 

4) a) L'expression complexe de rest z'=e3(z-z,)+z4 =e3(z-2)+2=e3z-2e 3 +2. 
  

ZB T ZM 0 CIN LA 3 b) Zr = —e" +eet Zg = +e +. En remplaçant z par z- dans l’expression   

complexe de r, on obtient 

.T .R .T 1 047 .2T .T 
1— ie + rs 1 3 D 5 

z'==e le" +e? |-2e3 +2-e +e 3 —9e +2 

3) Fr -[ f}-22t"5 8 Ni) Le 3 = zx donc r(F)=K. -5 _ — 
2 2 

AF = AK 

, il en résulte que le triangle AFK est équilatéral. 
  

c) Puisque r(F) = K donc (AF,"AK) = [2] 
a COS X + bsin x = r COs(x — ) ; 

° | iT 7 
=|e%+e3-2|le te 3-2 /|- COS E = 

r = Va? +b° et 

64 2c0s[ 0-7) dc0s À 40060 =4-(3cos 0-5 sin 0) Sin = 

.H 

5) a) AF? =leŸ +e3 -2 
    

  
a 

r 

b 

r   
  

= à-2/Fc[ 01) 

) | | | cos[o+ À) : Sr 
b) AF”est maximale si et seulement si 6 d'où 0 =—-., 

0e ]-x x] 
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Exercice 2 ( Thèmes : similitude indirecte ; similitude indirecte ; antidéplacement ) 

1) Une mesure de l’angle de f est (AB. AC) = ;Lr] et le rapport de f est N = tan 3) = (3, 

V3 AB 
2) a) Le rapport de g est — =—. ) a) PP Best ; 

A 

b) L’axe A de g est la droite qui porte la bissectrice intérieure de CAB 

c) On pose g(B) = B'. On sait que gog— 1 ! et gog(C) — B'donc 1 ! (C) =B'& AB'- = AC , OT 
= A ; = À, ; 

3 
  

AD = SAC. on en déduit que D = B’. Ainsi g(B) = D. si g est une similitude indirecte 

de centre Q et de rapport K ; alors : 

£og est l'homothétie de centre (2 et 

    
  

  

de rapport k° 

. AD 3 A A T . À . . 
Puisque g (B) = D donc AB = 3 —tan| ABD |d’où ABD = 6’ il en résulte que [BD) est la bissectrice 

À la composée d'une similitude directe 
intérieure de ABC. ,  . 

3) a) f cg est la composée d’une similitude directe de de rapport k et d'une similitude 

. 1 
rapport V3 et d’une similitude indirecte de rapport #5 indirecte de rapport K est 

donc ? + get un antidéplacement soit une symétrie orthogonale, 

soit une symétrie glissante.     
  

or fog(A)=A et fog(C)=C donc f °gest une symétrie orthogonale d’axe (AC). 

b) On a fog(B)= D'donc S,,c) (B)= D' d’où (AC) L (BD) et (AC) L (BA) donc B, A et D’ sont 

alignés or AB = AD’ donc A est le milieu de [BD] et par suite S (B)=D". 

4) {1} =(BD)nA donc f(l)ef ((BD))nf (A), or F(A)=S{ac) 28 (A)=S(ac) (A) = (AD: d'où 

f (1) e (CD')n (AD = {1}. 
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Exercice 3 ( Thème : arithmétique) 

1) a) 47x(-9)+53x8=1 donc (-9,8) est solution de (E). 

b) 47x+53y=47x(-9)+53x8 47(x+9)=53(8- y) donc 47 divise 53(8-— y)et 47 A 53 =—1 donc 47 

divise (8 — y) d’où y=8-47k,keZ par suitex=53k-9,keZz. 

Ainsi Sz,7 = {(53k-9,8-47k),k eZ}. 

c) soit x un inverse de 47 modulo 53, alors 47x = 1(mod 53) <> 1l existe un entier y tel que 

47x=1+53y  47x-53y=1< (x,-y) solution de (E) donc x =53k-9,keZ 

d) D<x=5k-9<53@ <k< DE kEZ donc k =1 d’où x = 44. 

2) a) D’après Fermat 45°° =1(mod53) 

b) 451% = (45°? } x 45? = 45? (mod 53)=11(mod 53). 

3) a) N est la somme de 106 termes d’une suite géométrique de raison 45 

1— 45106 
  donc N = € 44N = 45% -1=10(mod53) 

b) 44N = 10(mod 53) donc N = 470 (mod 53) = 46 (mod 53). 

Exercice 4 ( Thèmes : variation d’une fonction , bijection , calcul intégral , notion d’aire) 

EL 

1) a) La fonction f est dérivable sur [0,x] et f'(x)= (cos x}e "x. 
  

X 

[a
 

0 T 

  

2 

fx) | + Ÿ - 

Î AR —- 

1 1 

  

      
  

b) Pour tout x e[0,n] , n-xe[0,n] et f(r-x)= esn(r-x) 2 sinx L f (x). 

c) (T):y=f"(0)x+f(0)= x+1. 

  2) a) La fonction g est continue et strictement croissante sur b 

e $)) — bafnté) par suite g(x) > 0 sn 0 I 8] 

LÉ) 
5 donc 
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_1+5 

2 
La fonction g est continue et strictement décroissante sur | 1 donc elle réalise une bijection de 

F = 1 sur [+É 1) _ Ha(nté] 0 € Lu(nté] donc il existe un unique 

se pES 
2 

        

  1 tel que g (a) = 0. Ainsi l’équation g(x) = 0 admet une unique solution & € J0.1[ 

b) 
  

  

      
g(x) | + ] - 

3) a) La fonction h est dérivable sur or et h'(x)= (cos x)e"* —1=g(sinx). 

  

  

| |  . T la restriction de la fonction sinus à 
b) La fonction x H sin x est une bijection de UE sur [0,1] , 

. T 
x l'intervalle | 0,— | est une 

OT HE [O, 1] donc il existe un unique f € ox tel que sin f = 1. 2 

bijection del. sur[0,1]     
  

c) La fonction x H sin x est continue et strictement croissante sur chacun des intervalles [O, B| et[O, a] donc 

sin ([0, 8]) = [sin O,sinf]=[0,œ] et sin 8 | = [or,1]. 

d) 

  

W 
|
 a 

  

  

      
  

e) h([0,8])}=[0.h(8)] et nn) = n Zn) et n[à) > 0 donc h(x)>0 sur ox par suite 

f(x)>x+1sur or donc (C5) est en dessus de (T). 

IT. 
X 

1) a)pourtout x>0 ,cost<lte [O.x] et tH cost est continue sur [O.x] donc [ cos tdt < x donc 

sin X < X. 
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b) La fonction x + e* est strictement croissante sur IR et sin x < x pour tout x > Odonc 

T e*<e sf (x) <e” pour tout x € ox 

c) 

   
  

+   
2) a) on sait que f (x) < e“ pour tout x € or donc Le (x)dx < Le l =e—1] 

T 

on sait que sin x < 1 donc f(x)<e donc RIODECE) 

T 
b) A=2[2f(x)ax 

T 

2 5 f 2 
Lx <[er(paxse-re[ 51) donc -+7r<A<er-2 
2 | 2 1 
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REPUBLIQUE TUNISIENNE ; 
MINISTERE DE L'EDUCATION Epreuve : MATHEMATIQUES 

AAA Durée : 4H 
EXAMEN DU BACCALAUREAT = var — 

SESSION 2015 DErICIENE : 
Section : Mathématiques Session de contrôle 
  

  

Exercice 1 (4 points) 

Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre, ABCD est un carré inscrit 

  

dans le cercle (©) de centre O, (aB.AD)=5 [2x] et Let 3 sont les 

milieux respectifs des segments [AD] et [AB]. : 

1) Soit f la similitude directe qui envoie A sur Bet IsurO. 

a) Justifier que f est d’angle à et de rapport V2. 

b) Déterminer le centre de f. 

2) La droite (CJ) recoupe le cercle (€) en Eet soit H le projeté orthogonal du point B sur (AE). 

a) Justifier que E est le milieu du segment [AH] et en déduire que EA.EB = -EA?. 

—— 
b) Montrer d’autre part que  EA.EB = 3 FAR: 

3) On considère la similitude indirecte g de centre Equi envoie Bsur A. 

a) Déterminer le rapport de g. 

b) Soit O'=g{(0). Justifier que le triangle O'EA est isocèle. 

c) Montrer que O'A = AI. 

4) Soit S=gof . Montrer que S est une symétrie orthogonale dont on précisera l’axe. 

Exercice 2 ( 5 points) 

Soit (0.55) un repère orthonormé de l’espace . 

On considère les points A(-2,3,2) et B(2,3,2) et 

l’ensemble S des points M(x,y.z) de l’espace 

tels que x2+y2 +22 -6ÿ-4z+9-0. 

1) a) Montrer que S est une sphère et préciser 
son rayon et les coordonnées de son centre I.   

  
b) Montrer que [AB] est un diamètre de S. 
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2) Soit P le plan d’équation z = 2 et soit J (-6,3,2). 

a) Vérifier que 1 appartient au plan P et en déduire que la sphère S coupe P suivant le cercle F de 

diamètre [AB]. 

b) Dans le plan P, on considère le cercle F' de centre J et de rayon 4. 

Montrer que les cercles T° et T' sont tangents extérieurement en À . 

3) Soit E le point de coordonnées (4,3,0) . On considère l’homothétie hde centre E, de rapport : eton 

désigne par S'la sphère image de S par h. 

a) Déterminer le rayon de S' et les coordonnées de son centre l’. 

b) Justifier que le plan P coupe la sphère S' suivant le cercle T'. 

c) La droite (EA) recoupe S'en A'. Soit B' le point diamétralement opposé à A' sur la sphère S: 

Montrer que les points E , B et B' sont alignés. 

Exercice 3 (4 points) 

On a recensé, dans un pays, les dépenses en dinars des ménages en produits informatiques et téléphoniques 

de l’année 2004 jusqu'à l’année 2013. 

Le tableau ci- dessous donne ces dépenses Y (en 10° dinars) suivant le rang de l’année X. 

  

Rang de l’année X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  

Dépenses Y ( 10°D) 0.38 |0.46 |0.52 |0.78 |0.86 |0.92 |0.96 |1.02 |1.08 | 1.20 

  
                      171 
  

Dans l’annexe ci-jointe (Figurel), on a représenté dans le repère Oiij le nuage de points de la série  (X, Y). PI P ] Es 

1) Onse propose d’ajuster la série double (X, Y) par la droite de Mayer. (Les valeurs seront arrondies au 

centième près). 

a) Déterminer les coordonnées du point moyen G de ce nuage. 

b) Soit G:; le point moyen des cinq premiers points du nuage. Calculer les coordonnées de G:1. 

c) Tracer la droite (GG:) dans le repère (oi). 

d) Déterminer une équation de la droite (GG) sous la forme y =a x +b. 

e) En utilisant l’ajustement de cette série par la droite de Mayer, donner une prévision des dépenses des 

ménages pour l’année 2019. 

2) On pose Z= e Ÿ et on obtient le tableau suivant : 

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
  

  

Z 1.46 |1.58 | 1.68 | 2.18 | 2.36 2.51 |2.61 |2.77 |2.95 |3.32 

                        
  

a) Déterminer le coefficient de corrélation r de la série (X, Z). 

b) Ecrire une équation de la droite affine de Z en X par la méthode des moindres carrés. 

(les coefficients de la droite seront arrondis au centième). 

c) En utilisant cet ajustement, donner une prévision des dépenses de l’année 2019. 
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Exercice 4 (7 points) 

I- 1) Soit la fonction u définie sur 10. + par u(t)=3ln(1+t) nr 

a) Dresser le tableau de variation de la fonction u. 
b) En déduire le signe de u. 

f(x) = x° [in( +x)-Inx] six e ]0.1] 
2) Soit la fonction f définie sur [0.1] par: 

f(0)=0 

a) Montrer que f est continue et dérivable à droite en 0 et calculer fi(0). 

b) Vérifier que pour tout x e Jo, 1] : LOS xu[}) . 
x 

c) Dresser le tableau de variation de la fonction f. 

I1- On considère les fonctions g et h définies sur [0,1] par 

= XŸinx si , 
gQ) = x? In(x+1) et HG) Si ep 1 

h(0) =0 

On désigne respectivement par (Cr) (C4) et (Ci) les courbes des fonctions f, get h dans un 

repère orthonormé (oi). 

1 
1) Montrer que la courbe (C;) admet une tangente horizontale au point d’abscisse e 3. 

2) a) Vérifier que pour tout réel xde [0,1] ; f(x) =g(x)-h(x). 

b) Donner la position relative des courbes (C5) et (Ca) 

1 
c}Soit T et T° les tangentes respectives à (Cy) et (C£) aux points d’abscisse e 3. 

Montrer que T et T° sont parallèles. 

3) Dans l'annexe ci-jointe (Figure2), on a tracé dans le repère (oi i les courbes (C;) et (Cn) et 

1 
leurs tangentes aux points d’abscisse e 3. 

1 

a) Construire le point de (Cr) d’abscisse e etla tangente (T). 

b) Tracer la courbe (Cn). 

4) a) Justifier que h admet une unique primitive H sur l'intervalle [0,1] qui s’annule en 1. 

b) Soit ae J01] et A, =f x? In xdx . Exprimer Agen fonction de H. 

c) Calculer A, à l’aide d’une intégration par parties. 

d) En déduire H(0). 

e) Déterminer alors l’aire de la partie du plan limitée par les deux courbes (C9 et (Co) et les 

droites d'équations x=0et x=1. 
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MATHÉMATIQUES 
Section : Mathématiques 

Session de contrôle : juin 2015       

Exercice 1 ( Thèmes : similitude directe ; similitude indirecte ; antidéplacement) 

D 

2) 

3) 

4) 

a) Une mesure de l’angle de f est (AI. "BO) = (AD, "BD)[2r] = (DA, "DB)[27] = Lx] 

  

1 
— DB 

B DB 1 
Le rapport de f est 0B = 2 = = = 2. 

AT I AD T 
— AD COS — 
2 4 

DB —  — 
b) AD = 2 et (DA, DB) = ar]. il en résulte que D est le centre de f. 

a) [AC] est un diamètre de(£) et Ee (£) \ {A, C} donc (CE) L (AE) et (BH) L (AE) donc (BH)//(CE) , 

OT (CE) passe par J le milieu de [AB] et coupe [AH] en E, il en résulte que E est le milieu de [AH]. 

EA.EB = EAEH = -EA x EH = -EA?. 

b) EA.EB = EA.EB.cos (ABB) = EA.EB.cos (2) = Bars 

—__ :— 4 3x 
EB, EA]}= CB, CAÏl=—]27|. car ( ) + | ) 7 L271] 

EA EH 1 
a) Le rapport de g est — = = —, 

POUCES ER En 
b) Le triangle OEB est isocèle donc son image par g est un triangle isocèle, on en déduit que le triangle 

O’EA est isocèle. 

c) On sait que f (A)=B et f (1) = O donc AI = Log de plus 
V2 

1 
g(B) = À et g(O) = O' donc AO'= SE , il en résulte que O'A = AL 

en. _ 1 
S est la composée d’une similitude directe de rapport V2 est d’une similitude indirecte de rapport — donc 

V2 
S est une similitude indirecte de rapport 1 donc $ est un antidéplacement. 

S(A) = g(f (A)) = g(B) = À ,il en résulte que S est une symétrie orthogonale d’axe A qui passe par O de 

plus S(I) = g(f (1)) = g(0O)= O'donc A est là médiatrice\de [O’I].    
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Exercice 2 ( Thèmes : sphère ; homothétie dans l’espace ) 

D 

2) 

3) 

a) M(x,y,z)eS& x° +(y- 3) +(z- 2) = 4, on en déduit que S est la sphère de centre 1(0,3,2) et de 

rayon 2. 

b) Il suffit de vérifier que A ES, BES et I est le milieu de [AB].. 

a) La cote du point I est 2 donc I e P par suite $S coupe P suivant le cercle T° de centre I et de rayon 2, or A 

et B appartiennent à P et I est le milieu de [AB]. donc [AB] est un diamètre de T°. 

b) IA =2, JA = 4 et IJ =6 donc IA +JA = TJ par suite L'et L''sont tangents extérieurement en A. 

5 
a) Le rayon de S° est égal à 5* 2=5. On pose l'(x, y,z), 

. x-4=-10 ([x=6 
h()=TeE- Ee y-3=0 {y=3 ,ilen résulte que 1'(-6,3,5). 

Z=5 Z=S 

b) d(I L P) = 3 <5 donc S’ coupe P suivant un cercle de rayon 125 -9 = 4 et de centre le projeté 

0 

orthogonal de [° sur P, or J est un point de P et l'J 0 | est normal à P donc J est le projeté orthogonal de l° 

—3 

sur P, il en résulte que P coupe S’ suivant le cercle T'”. 

C) AE S N(EA) donc h(A) € S'A(EA) = {A,A'} Or h(A) Æ À donc h(A) = A". 

B est le point diamétralement opposé à A sur S donc h (B) est le point diamétralement opposé à A° sur S’, 

on en déduit que h(B)= B'par suite E, B et B° sont alignés. 

Exercice 3 ( Thème : statistique à deux variables) 

D a) G(X, Y) donc G(5.5,0.818). 

b) G, (3,06). 
C) | 

Yen10$D 

127 

  

  
_ 0.6—0.818 

d) a 
3—5.5 

= 0.09 donc (GG, ): y = 0.0872x +b or G, € (GG) 

donc 0.6=0.09x3+b < b = 0.33, il en résulte que (GG) : y = 0.09x + 0.33. 
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e) Pour x = 16, on obtient y = 1.77. 

cov(X,Z) 

GxGz 

2) a)r= = 0.987. 

cov(X,Z) 

5% 
c) Z=02X+123&e" =0.2X+1.23< Y =In(0.2X+1.23). Pour x = 16, on obtient y =1.488399584. 

b) Z=bX +a avec b = _0.2eta=Z-bX=1.23. Ainsi Z=0.2X +1.23 

Exercice 4 ( Thèmes : variation d’une fonction ; notion de primitive ; notion d’aire) 

  

  

L 1)a) Pour tout t>0, u'(t)= 3 __1 = 2+ > 0. 
lt (1+t)  (1+t) 

x 0 +00 

  

u'(t) + 

u . nr +00 
  

          
lim u (4) = Jim In (14 1) = = +0 
t—+00 t—+00 

—+1 
t 

b) u(]0. +oo[) = ]0,+c[ donc u(t)>0 pour toutt > 0. 

2) a) lim f (x) = x°In (1 + x) —x*Inx=0=f (0) donc f est continue à droite en 0. 

Î : 
im LCD Len (14 x) x mx = 02. (0) donc f est dérivable à droite en 0. 
x—0*  X 

1 1 
b) Pour tout 0,11, f'(x)=3x"|In(1 — ] | —_— ) Pour tout x € ]0,1], f(x) = 3x [In ( +x) nx|+x = . 

L 
= x° sf +) n =xu[2) 

X/ [7 x 

X 

  

c) On a u(x) > 0 pour tout x > Odonc af) > O pour toutx € 10. 1] d'où f'(x) > 0 pour toutx € 10.1] 
X 

  

x 0 I 

  

f'(x) 0 + 

f 2 
0 

IL 1)Pourtout xe 10.1], h'(x)= 3x"Inx+x° =x" (31n x +1). 

1 

Pour tout x € [0,1], h'(x)=0Inx= = & x =e ?. On en déduit que (C, ) admet une tangente 

  

        

1 

horizontale au point d’abscisse e *. 
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2) a) Pourtout xe 10.1]. f(x) = x° In(1+x)-x° In x = g(x)-h(x) et f (0) = g(0)-h(0) donc 

pour tout x € [O, 1], f (x) = g(x) —h(x). 

b) Pour tout x € [0,1], f (x) — g(x) — —h(x) > 0 donc (C; ) est au-dessus de (C, Jet les points 

(0,0) et (LIn2) sont des points d’intersection. 

1 1 1 1 1 

C) rs ‘ete te roere ‘ete donc TT’. 

3) 

  

    
4) a) La fonction h est continue sur [0,1] donc elle admet une unique primitive H qui s’annule en 1. 

b) A(a)=H(1)-H(a)=-H(a). 

NT 
u(x)=Inx Û (G)=— 

c) On pose , , 
v'(x)= x v(x)= 2 

4 

4 l 4 4 

(a)=[Enx _1 dx = Lima} xt] = TT na-L+t k 
. 4 16L Je 4 16 16 

1 d) H(0}= lim- A(a)=—. ) H(0)= lim A(a) = 
1 e) A= (F(x)-8(x)}ax = h(x)x = H(0) =. 
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