BaC math Page No.

math

1Tk W

10

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

I
Sp2021 . . L L e e e e e e 2
sc2021 . . e e e e e 6
sp2020 . . .. e e e e 11
sc2020 . . .. e e e e 16
sp2019 . . . 21
sp-c2019 . . . L e 25
sc2019 . ... e e 30
sc-c2019 . . L e e e 34
Sp2018 . . . . 39
sc2018 . . e e e e e 45
sp2017 . . L e e 52
sp-c2017 . . . L e 58
sc2017 .. e e e e e 66
sc-c2017 . . e 72
sp2016 . . . . 78
sp-c2016 . . . .. 83
sc2016 . . . . e 88
sc-c2016 . . . L e e e e 94
sp2015 . . .. e e e 100
sp-c2015 . .. e e e 104
sc2015 . . e 109

sc-c201D . . . e 112



EXAMEN DU BACCALAUREAT

REPUBLIQUE TUNISIENNE SESSION 2021 Session principale
y b Epreuve : Mathématiques Section : Mathématiques
MINISTERE DE L'EDUCATION
Durée : 4h Coefficient de I'épreuve : 4
* % ¥ ¥ ¥
Newcripon | | | | [ [ |

Le sujet comporte quatre pages. La page 4/4 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 (5.5 points)
Le plan est orienté dans le sens direct.
Dans la figure de 'annexe jointe, OABC est un rectangle de centre I tel que

oC=1, (ﬁ,(ﬁ) - g— [2n] et D le point du segment [OA] tel que OD = OC.

1) a/ Montrer qu’il existe un unique déplacement f qui envoie O sur I et D sur B.

n
b/ Montrer que f est une rotation d’angle r3

¢/ On note () le centre de f. Construire ().
2) Soit g ’'antidéplacement qui envoie O sur I et D sur B.
a/ Montrer que g est une symétrie glissante.

b/ Soit ¢/ le milieu du segment [OI] et K le milieu du segment [BD] .
Les droites (JK) et (OA) se coupent au point E.
Montrer que g(E)=.

¢/ En déduire que g =Sk, 0 t5;3-
8) a/ Montrer que f'o g =Sa). En déduire que f(E)=..

b/ Comparer OFE et OJ. En déduire que les droites (Of2) et (JK) sont
perpendiculaires.

Dans la suite, on munit le plan du repére orthonormé direct (O, (ﬁ)’,b’?:).
On note z; , z; et zg les affixes respectives des points I , J et K.

.7
4) a/ Justifier que z; =¢'6.
b/ Montrer que zx — 2 = cos(l”—g)e"lﬂ_&
¢/ Déterminer une mesure de I'angle orienté ( ﬁ,ﬁ ).

5) Soit M un point de la droite (JK) . On désigne par N le symétrique de
rapport & (OA) et par P I'image de M par g.

a/ Soit r la rotation de centre E et d’angle —g.
Montrer que r(M)=N.
b/ En déduire que f(N)=P.

-1/4 -
Page 2

M par




Exercice 2 (4 points)
1) a/ Montrer par récurrence que pour tout n € N, 21" = 1+ 20n (mod 100).
b/ En déduire les deux derniers chiffres de I'entier 2021202,
On note E I'ensemble des entiers x € Z tels que pour tout n €N,
x" =1+n(x—1) (mod 100).

2) Vérifier que 21 est un élément de E.

3) Soit x un élément de E.

a/ Montrer que (x—1)? = 0 (mod 100).

b/ En déduire que x =1 (mod 10).
4) Soit g € Z. Montrer que pour tout n€ N, (1+10 ¢)" =1+ 10 nq (mod 100).
5) Déterminer 'ensemble E.

Exercice 3 (6 points)
1) Soit ¢ la fonction définie sur ] 0,+oo [ par ¢(x) =

sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i,7) du plan.
a/ Calculer ﬁrc% p(x) et Jcl_i.xif:lmq;v(:c). Interpréter graphiquement les résultats.

1+Inx

. On désigne par (%)

-1
b/ Montrer que pour tout x>0, ¢'(x) = ;x.

¢/ Dresser le tableau de variation de ¢.
d/ Tracer la courbe (¥’), en précisant I'intersection avec ’axe des abscisses.

Dans la suite de I'exercice, n est un entier supérieur ou égal a 1.
1+In(x+n)

s+ ..
On désigne par (%,) sa courbe représentative dans le repére (O,i,)) .

a/ En remarquant que ¢,(x) = @(x+n), montrer que (%,) est 'image de (¢)
par une translation que I'on précisera.

b/ Tracer (%,) dans le repére (O, f,f).
3) Soit &, la fonction définie sur ] 0, +oo [ par A ,(x) = ¢,(x)— @(x).
a/ Montrer que pour tout x> 1, h,(x) <0.
b/ Montrer que pour tout xde ] 0,11, A} (x) <0.
¢/ En déduire que I'équation A ,(x) =0 admet dans I'intervalle ] 0,+oo [ une

2) Soit ¢, la fonction définie sur | —n,+oco [ par ¢,(x)=

: 1
unique solution a, et vérifier que 2 <0< s

4) a/ Montrer que n+ 1+ ap+1 > n+a,.
b/ Comparer @(a,.1) et @(a,).
¢/ Montrer que la suite (a,),>; est convergente. On note ¢ sa limite.
d/ Justifier que nl_i.’Pm‘P(a“) = 0. En déduire la valeur de ¢.
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Exercice 4 (4.5 points)
1) Soit F et H les fonctions définies sur [0, +oo[ par

. 4
F(x)=fl e Vidt et H(x)=;—2(1+\/:_c)e“/;.

a/ Montrer que F est dérivable sur [0, +oo[ et donner F'(x).
b/ Montrer que pour tout x >0 , F(x) = H(x).
¢/ En déduire que F(0) = H(0).

2) Soit G la fonction définie sur [0, +oo[ par G(x) = j1 " Vie Vidt.
t
a/ En remarquant que pour tout ¢>0, %= i’ montrer a 'aide d'une
2
intégration par parties que G(x)= =7 2xe V* + 2F (x), pour tout x > 0.

2
b/ Justifier que G(0) = : + 2F(0).

3) Ci-dessous on a tracé , dans un repére orthonormé, les courbes (%) et (¢) des
fonctions f et g définies sur [0,+oc0 [ par f(x)= e VE et g(x) = \/Ee“/’_‘.

<

-1
Pour tout A = 1, on désigne par %, I'aire en (z.a) de la partie du plan limitée
par (%7),(%,) etles droites d’équations respectives x =0 et x=A.

6
a/ Montrer que @ = — - 2.
e

b/ Montrer que pour tout A > 1, &) = & + G(1) — F(A).
¢/ Calculer Alim .

—+00
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EXAMEN DU BACCALAUREAT Session de contrdle

LTINS Sl
URRTENY T 1S

REPUBLIQUE TUNISIENNE || SESSION 2021 i
: . Epreuve : Mathématiques|| Section : Mathématiques
MINISTERE DE LEDUCATION  [= — ——
Durée : 4h Coefficient de I'épreuve : 4
Wemsarpton | | | | | [ |
* % % ¥ ¥

Le sujet comporte cing pages. Les pages 4/5 et 5/5 sont & rendre avec la copie.
Exercice 1 (3 points)
Soita € Z.
1) Déterminer les restes possibles modulo 6 de Pentier a?.
2) Vérifier que a® =a (mod 6).
3) a/ Montrer par récurrence que pour tout n € N, a?**! = a (mod 6).
b/ En déduire que pour tout entier n =1, a?" =a? (mod 6).
x" -y =0(mod 6), .
x3y% =1 (mod 6).

4) Résoudre dans Z? le systeme

Exercice 2 (5 points)

Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure 1 de I’'annexe jointe, ABC est
un triangle rectangle et isocéle en A de sens direct, le point O est le milieu du
segment [BC] et les triangles AEB et ACF sont équilatéraux directs.

1) Soit rq la rotation de centre A et d’angle 5?” Montrer que r1(B)=F et ri(E)=C.
2) Soit S la symétrie orthogonale d’axe (OA).
a/ Montrer que S([BE]) = [CF1.

b/ Les droites (BE) et (CF) se coupent en un point €.
Moeontrer que les points A, O et (2 sont alignés.

3) Soit f un déplacement qui envoie le segment [BE] sur le segment [CF].
a/ Montrer que f =r; ou f est la rotation r; d’angle —% et de centre (.
b/ Construire le point A’ = ry(A) et montrer que ACA'F est un losange.
4) Soit g I'antidéplacement qui envoie B sur F et E sur C.
a/ Montrer que g est une symétrie glissante.
b/ Montrer que g(A)=A".

¢/ Soit I le milieu du segment [BE] et J = g(I). Montrer que g =S 0 t53.
-1/5 -
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Exercice 3 (4.5 points)
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, ,7).
1) a/ Résoudre dans I'ensemble C 'équation : 22 +2z + 2_g:
On note 27 et 25 les solutions avec Im(zy) > 0.
b/ Ecrire z; sous forme exponentielle.
Dans la figure 2 de l’annexe jointe , A et B sont les points d’affixes

1
respectives 1 et e’ 5 . A est la droite d’équation x = Gt

2) La droite A coupe la droite (OB) au point C.
Montrer que ’affixe du point C est égale a z;.

1
3) Soit D le point d’affixe zp = ——i.

3v3
a/ Vérifier que zp =25.
-1 2
b/ Montrer que e g
L= 1 3
¢/ Construire le point D.
4) Soit zeC. )
Montrer que (22+z€R) équivauta (z€R ou Re(z)= ——2—] g

5) Pour z € C \{ 1}, on désigne par M et N les points d’affixes respectives z et 2°.

a/ Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que les vecteurs
AM et AN sont colinéaires.

b/ Dans la figure 2 de 'annexe, on a placé un point P de la droite A d’affixe a .
Construire, en justifiant, le point @ d’affixe a®.

Exercice 4 (7.5 points)
Partie A
Dans la figure 3 de 'annexe jointe, on a tracé dans un repére orthonormé (O, i D
la courbe représentative (%) de 1a fonction g définie sur R par g(x) = xe*.
1
a et p sont les réels tels que g(a) =1 et g(p) = 3
1) En utilisant le graphique,
a/ donner le tableau de signe de la fonction dérivée g’ de g,

b/ résoudre dans R chacune des inéquations ci-dessous.

g(x)<% et glx)<1.

|
2) Montrer que a > 3"

-9/5 -
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3) Soit f la fonction définie sur R par f(x)=g(x)— [g(x)]z-

On désigne par (4;) sa courbe représentative dans le repere (O, i3]
a/ Calculer f(a) et f(p).
b/ Calculer lim f(x). Interpréter le résultat.

X-——00

c/ Montrer que lim f(x)=-co. Déterminer la branche infinie de (¢7) au

voisinage de +oo.
1
4) a/ Montrer que pour tout xe R, f'(x) =2g'(x) (-2- - g(x)}.
b/ Dresser le tableau de variation de f.

¢/ Tracer (%) dans le repére 0,1 ,)).

5) Soeit &/ laire en (u.a) de la partie du plan limitée par (%7), (6,) et les droites

d’équations respectives x=0 et x=a.
a

1
a/ Montrer que & = 5 f xe*dx .
0

b/ En déduire que & = — — — + — .
Partie B "
Pour tout entier n>2, on pose J, = f (g(x)"dx.
0

(1

1) a/ Montrer que 0<J, < :
n+1

b/ En déduire lim /.

R—+00
a
2) a/ Montrer que f (g(x))"dx <, .

a—

B

n

1 1
b/ Montrer que — [g (a — -—)
n n

Sl 1.

Inn

¢/ Justifier que {/n = e » puis montrer que ]“bl_i.&nc'(J Uy =1.

-3/5 -
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REPUBLIQUE TUNISIENNE

Session principale

MINISTERE DE L’'EDUCATION
EXAMEN DU BACCALAUREAT

p 4 Epreuve : Mathématiques | Section: Mathématiques

SESSION 2020

Durée : 4h Coefficient de I'épreuve : 4

PrpprRr

Le sujet comporte 5 pages numérotées de 1/5 a 5/5.
La page 5/5 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 : (5 points)
Le plan est orienté.

Dans la figure ci-contre, ABC

direct, non rectangle et non isocele.

GAC et EBA sont des triangles directs, rectangles A
et isoceles respectivement en G et en E.

L, K, I et J sont les milieux respectifs des cotés '
[BC], [GE], [EL] et[GL]. F et H sont les E A
symeétriques respectifs de G et J par rapport a L.

: n
On note r, et I, les rotations de méme angle 5

et de centres respectifs G et E. S| désigne la

symeétrie centrale de centre L.

1) a) Déterminer r, oS or, (A). F
]

Caractériser r, S or,.

est un triangle

b) En déduire que le triangle EFG est rectangle, isocele.
c) Justifier que le quadrilatére LJKI est un carré.

2) Soit ¢ la symétrie glissante de vecteur LK etd'axe A passant par |.

Onpose g=@o S(LE), ou S

a) Montrer que A = (IH).

(LE) est la symeétrie orthogonale d’axe (LE).

b) Montrer que g(J) =1 et g(L)=E.

c) Prouver que g est la rotation de centre K et d'angle ——g.

3) Soit f l'antidéplacement qui envoie Jen l et L en E.

a) Justifier que f est une symétrie glissante.

b) Donner les éléments caractéristiques de f.

4) Soit M un point du plan. Soient M'et M" les images de M respectivement parf et g.
Montrer que M'et M" sont symétriques par rapport a une droite fixe que I'on précisera.

Page 1sur5
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Exercice 2 : (4 points)

On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O,G,G).

Dans la figure 1 de I'annexe, (I') est le cercle de centre O et de rayonﬁ, A, B et C sont les
points d’affixes respectives 1, iv/2 et -i V2.
Soit Q un point du cercle (') d'affixe un nombre complexe a, distinct de iv/2 et inf2:
1) On désigne par R le point d’affixe a +a.
a) Verifier que Re (O, ﬁ). Construire R.

b) Déterminer les nombres complexes a pour lesquels O, R et Q sont alignés.
2) Soit P le point du plan d’affixe ia et M un point d’affixe z non nul.
a) Justifier que P est I'image de Q par une rotation que I'on précisera. Construire P.

b) Montrer que A, P et M sont alignés < (ia+1)z+(ia-1)z=i(a+a).

c) Montrer que (AP) L (OM) < (i a+ 1)2 ~(ia-1)z=0.

d) Soit H le projeté orthogonal de O sur (AP). On désigne par Z,,I'affixe du point H.
i(a +5)

Justifierque Z,, =——*%.
" 2(ia+1)

(a+1)

a) Verifier que N est I'image de H par une similitude que I'on déterminera.

b) Construire le point N.

c) Déterminer I'ensemble sur lequel varie le point N lorsque Q varie sur le cercle (I')
prive des points B et C.

(a i 5)
3) Soit N le point d’affixe Z,, =

Exercice 3 : (4 points)

On considére la suite (a,) définie sur N par a, =2x5" +7.
1) a) Justifier que pour tout entier naturel n, a, est impair.

b) Déterminer suivant les valeurs de n, le reste modulo 8 de 5".
c) En déduire que pour tout neN, a,=1(mod 8).

X= 1(mod 8)
x=7(mod 125)

b) Montrer que pour tout n>3, a, =257 (mod 1000).

2) a) Montrer que si alors x = 257 (mod 1000).

c) Quels sont les trois derniers chiffres de (Zx a0 +7)(2x Gl +7) ?
3) a) Veérifier que pour tout ne N, 5a,, -a,, ,=28.

b) Soitd le PGCD de a,, et a,,.,. Montrer que d est différent de 7.
c) Trouver alors d.

Page 2sur5
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Exercice 4 : (7 points)

I. Sait f Ia fonction définie surR par f(x) = —— .
17e

On désigne par () sa courbe représentative dans un repére orthonormeé (0.1.j) du plan P.

Y e2x

(1+e2x)\l1+e2" ;

2) a) Déterminer lim f(x) et xlim f(x). Interpréter graphiquement les résultats obtenus.
—»—00

X+

1) Montrer que f est dérivable sur R et que pour tout réel x, f'(x) =

b) Vérifier que pour tout réel x, 0 < f(x) <1.

3) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que f réalise une bijection f”'de R sur un intervalle J que I'on précisera.
c) Montrer que I'équation f(x)=x admet une unique solution a telle que 0,5 <o <0,6.

d) Déterminer le signe de f(x)-x pour tout réel x. Interpréter graphiquement le résultat.
4) Dans la figure 2 de I'annexe, on a construit la droite d’équation y = x et on a placé le réel

o sur I'axe des abscisses et le réel g sur 'axe des ordonnées.
a) Tracer la courbe (C)

b) Tracer la courbe (C')de  jit

5) a) Montrer que la fonction h définie surk par h(x)=x- In(1+V1+e%*) est
une primitive de f.

b) On désigne par A I'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (), I'axe des
abscisses et les droites d'équations respectives x =0 et x=a.
a1+ \E))
=7

a+

Montrer que A = a +In(

Il. Pour tout k e N*, on considére la fonction F, définie sur [0. +oo[, par F, (x) = I x(f(t))"dt.
0

1) a) Montrer que la fonction F, est croissante sur [0,+[,

b) Montrer que pour tout réel te [0+, 0<(f(t))* <e™.

c) En déduire que pour tout xe[0,+[, 0<F, (x) s%

d) Montrer alors que la fonction F, posséde une limite finie I, quand x tend vers +c.
e) Montrer que kIim I, =0.

2) a) En utilisant la question 1.5.a) montrer que I, = - h(0).
b) Montrer que pour tout réel te [0, +, (f(1))% —f(t) =f'(1).

Page 3sur5
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c) En déduire que pour tout x>0, F,(x) = F,(x) + f(x) - f(0).

5

d) Montrer que |, = 1n(1+\/5)-—72.

3) a) Montrer que pour tout x > 0 et pourtout k> 2,
1 2k-1 2k—1
P 00 ~Fae 40 = 5 (100) *' - (1(0) ™).
=4
= a2 2
2k-1 (2k . 1) (JE)2k—1
! 1

¢) Montrerque 1, . =1, - k2
2k+1 " '3 ;(2”1—1)(\/5)2"1_1

b) En déduire que gy dq =1

k
: : 1
d) En déduire lim :
k-++mmZ=2(2m_1)( }2)2711-1

Page 4 sur 5
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Epreuve : Matllémuﬁques| Section : Mathématiques

CERERR

Le sujet comporte 5 pages numeérotées de 1/5 & 5/5.
La page 5/5 est a rendre avec |la copie.

REPUBLIQUE TUNISIENNE
MINISTERE DE L'EDUCATION
EXAMEN DU BACCALAUREAT
SESSION 2020

T

Exercice 1 : (5 points)
Le plan est oriente.

Dans la figure de I'annexe jointe, ABC est un triangle équilatéral direct de centre O.
|, J et K sont les milieux respectifs des cotés [BC], [AC]| et [AB].
Soit S la similitude directe de centre B et telle que S(J)=C.

1) Déterminer I'angle de S et montrer que son rapport est egal a ?
2) Soit (") le cercle de diamétre [AB] et (') le cercle circonscrit au triangle ABC,

a) Montrer que S (K) = 0.
b) En déduire que S(I")=T"

c) Déterminer et construire le point A'=S5(A).
3) La droite (OC) recoupe (') en P et la droite (BP) recoupe {I') en Q.

On note S I'application reciproque de S,

a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de S
b) Montrer que S™'(A)=Q.

c) Quelle est la nature du triangle BJQ 7

d) Prouver que K est le milieu du segment [ Ql].

4) Soit o =SQS‘ 28) ol S[ AB| est la symetrie orthogonale d'axe (AB).

a) Justifier que o est une similitude indirecte et déterminer ses éléments caractéristiques.
b) Déterminer o(Q) et a(J).
c) Ladroite (IJ) coupe la droite (QB) en un point M.

Déterminer et construire le point M' =o (M).

Page 1sur5
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Exercice 2 : (4 points)
Soit ke K et r le reste modulo 7 de k.

1) Montrer chacun des résultats suivants :
k? =1(mod 7), si et seulement si, r e {1, 2, 4}.

k® =6 (mod 7), si et seulement si, r € {3, 5, 6}.
k*=0 (mod 7), si et seulement si, r = 0.
2) Soit (x,y) € N *xHN*. Déterminer les restes possibles modulo 7 de x* +y*.

3) Pour tout a € ', on désigne par E, = { (x,y)e N*xN* x*+y° =a

Montrer que les équations x* +y® =3(mod 7) et x*+y’ =4(mod 7) n'admettent

pas de solutions dans N *x[*.

4) On considére 'ensemble Egqq,. Supposons qu'il existe (x,y) e [ "< "tel que (x,y) € Eggqp-
a) Montrer alors que x=0 (mod 7) ou y =0 (mod 7).
b) Déterminer Eqqqy-

Exercice 3 : (5 points)

On dispose d'une urne U, contenant deux boules noires et deux boules blanches et d'une ume U,

contenant une boule noire et trois boules blanches. Toutes les boules sont indiscernables au

toucher. On procéde a l'expérience aleatoire suivante :

On tire au hasard une boule de U,.

- Si elle est blanche, on la remet dans U, et on tire simultanément deux boules de U,,
- Si elle est noire, on la met dans U, et on tire simultanément deux boules de U;.

On considére les événements suivants :

A « La boule tirée de U, est blanche. »
B « On tire deux boules blanches de l'urne U, . »
C « On tire deux boules noires de I'urne U, . »

D « On tire deux boules de couleurs différentes de I'urne U,. ».

Page 2 sur 5
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1) a) Recopier et compléter I'arbre de choix suivant :

e

y*“‘ [
EHE!.
\; o
08

A~B

EMC

AnD

b) Déterminer p(B) et p(D).
c) Montrer que la probabilite qu'il ne reste aucune boule noire dans U, est égale a 13:]

2) Soit X la variable aléatoire ayant pour valeur le nombre de boules noires restantes dans U,.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Quelle est la probabilité qu'il reste au moins une boule neoire dans U, ?

3) On repéte n fois de suite (n>1) et de maniere indépendante I'expérience aléatoire précédente.

On designe par F, I'événement : « |l ne reste dans U, aucune boule noire pour les (n-1)

premiéres épreuves et il reste au moins une boule noire a la n®™ épreuve ».

Quelle est |a probabilité p, de F, ?

Exercice 4 : (6 points)
Soit f Ia fonction définie sur |-1.+ «=|par f(x) = M
+X

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0, j).

A)
1) a) Montrer que lim f(x) =+ <. Interpréter graphiquement le resultat.

-1

b) Montrerque lim f(x)=+ o« et lim L 0. Interpreter graphiquement les résultats.
X

pha x—ptr X
2) a) Montrer que f est dérivable sur |-1,+ =|.

x+In(1+ x) x

x> -1,
[1-:-:{}2

b) Montrer que f'(x) =

c) Montrer que x +In(1+ x) > 0, si et seulement si, x > 0.

d) En déduire le tableau de variation de f.
e) Tracer (C).

Page 3sur 5
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B) Soit G la fonction définie sur [1, - m[ par G(x) = .r f—{:—] dt.
1

n+1

Pour tout entier n =1, on pose V_ = J' " (t") dt et on considére la fonction F, définie sur[1, + «|
1

n
X

par F_ {x):J @ v/t dt.

1

1) Montrer que G(x) = ;m"’ﬁ +X) - ;In (2), x 21,

2) Montrer que pour tout x>1 G(x")<F. (x)<xG(x").
3) Montrer que F, est dérivable sur [1, + [ et que F', (x)=nf(x"), x=1.

4) En deduire que pour toutentier n21, n V, = F“::n—\‘"1 ).
n

n™

f f n
5) a) Montrer que G[H—HW ‘ <nV < [H—HJG (F-'TJJ - ¢
&> &

s i ] 1Y
b) Vérifier que [n+—1J =e " _Endéduire que Iim{-n—"I] =8,
n 5 =g 4 oF. n

c) Déterminer H_m n‘v’n puis lim ¥

L B
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Exercice 1 : (5 points)

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct. Dans la figure ci-dessous,

¢ est le cercle de centre O et de diamétre[BC], M est le point de [BC] tel que CM=-1BC

3

et £’ est le cercle de diamétre [CM].| et I' sont les milieux respectifs des segments[BM]et [CM].

La droite (AC)recoupe le cercle £’ en H.

1) a) Montrer que les droites (AB) et (HM) sont

paralléles.

b) En déduire que les points H, M et A’ sont alignés.

c) Montrer que HM =1 AB et que HA? = AB? - HM?.

3

2) On désigne par S la similitude directe de centre H qui

envoie Aen M.

a) Préciser I'angle de S et montrer que son rapport

est egal a ?.

A

b) Déterminer les images par S des droites (Al) et (MH). En déduire S(A').

3) Montrer que S(I)=I'et en déduire que (HI) est tangente en H au cercle ¢’.

4) Onpose §'=5,,050S,,,.

a) Verifier que S’ est une similitude directe dont on précisera le centre et le rapport.

b) La droite (A'M) recoupe

sommet principal C.

le cercle £ en N. Montrer que le triangle MCN est isocéle de

c) Déterminer S'(A). En déduire alors I'angle de S'.

1/4
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Exercice 2 : (4 points)

—t b

L'espace est rapporté a un repere orthonormé direct (O, i, j,k).

On considére les points A(2,0,1), B(-2,0,1), C(1,1,1) et D(-4,0,-1).

1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignes.
b) On désigne par P le plan (ABC). Montrer que P est d’equation z = 1.

2) Soit S 'ensemble des points M(x, y, z) de I'espace tels que x*+y?+2°-4z-1=0.
a) Montrer que S est une sphére dont on précisera le rayon et les coordonnées du centre ().
b) Soit le point I(0, 0, 1), montrer que S et P se coupent suivant le cercle # de centre | et de

rayon 2.
3) Soit A€ R\ {2}, 2(0, 0, 1) et Ry = J(A—1)? + 4.

a) Montrer que la sphére S, de centre O, et de rayon R, coupe P suivant le cercle
b) Déterminer A, pour que D € S,

c) Déterminer les homothéties de I'espace transformant S en S;,.
Exercice 3 : (5 points)

1) On considére dans Z? I'équation (E): 29 x- 13y = 6.
a) Vérifier que (2,4) est une solution de (E).
b) Résoudre dans Z x Z I'équation (E).

Soit dans Z I'équation (E’) : x'° =- 2 [29].

2) Justifier que 2% =1 [29] et en déduire que — 8 est solution de (E’).
3) Soit x,une solution de (E’).
a) Montrer que x,n’est pas un multiple de 29 et en déduire alors que x,* =1[29|.
b) Montrer que x,” =—8 [29] puis que X, =-8 [29].
c) En déduire 'ensemble des solutions dans Z de I'équation (E).
d) Résoudre dans Z 'équation (x - 3)" = -2 [29].

. . (x-3)= -2 [29],
4) Résoudre dans Z le systeme
(x-3)°= -2[13]

2/4
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Exercice 4 : (6 points)

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, i j).

On considere la fonction f définie sur [0, +oo| par f(x)=+1—e™.
1) a) Montrer que f posséde une fonction réciproque g définie sur [0, 1.
b) Montrer que pour tout x €[0,1[; g(x) =—In(1—x?).
c) Montrer que I'équation g(x) =x admet une solution o sur[0,7 ; 0,8].
d) On donne en annexe la représentation graphique # de la fonction f dans le repére(o,?, })
la premiére bissectrice A et le point A(a, a).
On désigne par ¢’ la courbe de g. Tracer ’ dans le méme repére.
x)
2) Soit 1 Ia fonction definie sur [0, 1[ par ¢(x)= | "t dt

2

a) Montrer que ¢ est dérivable sur [0, 1] et que ©'(X) =12x

5"

2
2 =gata

b) Determiner les réels a, b et ¢ tels que pour tout x appartenant a [0, 1, 1ol ¥ e
-X X 1-x

c) En déduire que ¢(x)=—-2x+In (:i:), xelo, 1.

d) On désigne par .o l'aire de la région du plan située entre les courbes # et #’ et les droites

d’équations respectives x =0 et x = a.
2
Montrer que .o/ = 2(@(0)—%).

3) Soit (u,) la suite définie sur N'par u, = Zk;k .
k=1 ™

Soit n > 1.0n pose pour toutt € [0, 1[, S,(t)= 2} t*".

k=1

v'rf_;
a) Montrer que fo S, (t)dt=u,.

b) Montrer que pour tout te [0, 1[, S (t)=(1-t") g'(), ou g' est la dérivée de la fonction g

sur [0, 1].
J3 i ;
c) Montrer que pour tout Ogtg?, (1—§)g(t) < S, () < g'(t).
d) En déduire que (1—3—1) g(isg—) < U =< g(—\?).

4) Montrer alors que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

3/4
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CORRECTION : EPREUVE MATHEMATIQUES / Session de JUIN 2019 / BAC MATHS

Exercice N°1 :

1°) a) (AB) L(AC), ¢ de diamétre [CM] et He ¢ donc (HC) L(MH) or H e(HC)
donc (AC) L(MH) ainsi (AB)||(MH)
b) AMA'B est un losange donc (AB)||(AM) et (AB)||(MH) d’ou (AM)||(MH) ce qui prouve
que H, M et A’ sont alignés
c) » dans le triangle ABC on a (AB)|[(MH) , He[AC] et M €[BC] donc d’aprés te théoréme

de Thalés : M = fiM = Cl_l e (M =l donc le par suite HM:lAB
CB AB AC CB 3 AB 3 3

» Letriangle AMH est rectangle en H donc d’aprés le théoréme du Pythagore :
Et puisque AB=AM on aura AB* = AH’ + HM® = AH’ = AB* —~HM’

2°)a) » Angle de S: [HAHMJE—%[ZTI]

« Rapport de S:kz% .Ona: HM=%AB et AH’> = AB* —-HM’

Donc AMZ:}‘LB"’—iABz:§AB2 = AB;ZE — AB _ 3
AH> 8 AH 22

lenrésulte: 4o MM _AB 1 2

HA 3HA 22 4
b) « Angle de S est [—g] d’'ou S{(Al)) L(Al) et S(A)=MeS((Al)) dou S((Al))=(BC)

e De méme S((MH))L(MH) et S(H)=HeS((MH)) d’ou S((MH))=(AC)

o A'le(MH)N(AL) d'ou S(A)eS((MI))NS((AL))=S(A) e (AC)N(BC) = S(A")
3°) o une similitude conserve les milieux

C

e T estle milieu de [AA] donc S(1) est le milieu de S(JAA'])=[CM] d’ou S(T) =T

* S(I)ZI'j[Hi:‘}ﬂ‘jz—g[zn] , He ¢' de rayon [T'H] donc (HI) esttangente & ¢' en H

4°) @) S ;) - antidéplacement =S, est une similitude indirecte de rapport 1

e ' est la composée de trois similitudes dont deux indirectes de rapport 1 et une directe de

rapport T ce qui prouve que S' est une similitude directe de rapport V2

o S'(I1) =S ) oSSy (11) =S 4y o S(1L) =Sy, (11) = L1 = L1 est le centre de S’

b) o [@ :A’A] E[A'A:'A'M][zn] ([A'A) bissectrice de Iangle [@fm])
(@fﬂ];[@'j@]{zn]

(Deux angles qui interceptent le méme arc dans le cercle)
(—-'A A—‘] - [a‘ ﬁ][zn]

=N CB,ﬁ)z(a{:ﬁ][zn] ainsi dans le triangle MNC , [Wﬁ)z[ﬁ(ﬁ)[zn]
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Donc [CH) est la bissectrice de I'angle NCM et (CH) L(MN) d’'ou (CH) est la
médiatrice de [MN]
= CM=CN ce qui prouve que MNC est isocele en C

c) ® S'(A)= Stam ¢SS (A)= Siam © S(A)= S am (M)=N

¢ S'(A)=N= angle de 9(ﬂm] ;%[m]
-4 -1

1°ya) AB| 0 L AC| 1 etji%zA,BelC ne sont pas alignés
0 0

b) z,=1 = AeP, z;,=1 = BeP, z.=1 = CeP
et A . BetC déterminent un seul plan P donc il a pour équation z =1
—4 ~1 0
Oubien : AB| 0 [AAC| 1 |=7| 0
0 0 4
=-4z+d=0,AeP = -4+d=0 > d=4dou P:—4z+4=0 =>P:z=1
2°a) X' +y 42 —Az-l=x"+y +(z=2) —d-1=x"+y" +(z=2) =5=+5
— S est une sphere de rayon R =+/5 et de centre 0(0.0.2)

I: —l‘ 1 .
_ o] _ s _ : H -
b) d(gz _,P)——U|2 T =7 —1<J§ =S et P sont sécants suivant le cercle ¢ de rayon

V5 —1=2

0
Comme QI| 0 |=-17

vecteur normale de P

= (QI) LP et LeP donc I est le projeté orthogonale de © sur P
1
Ce qui prouve que 1 est le centre de ¢

o
3°)a) d(Q,.P)= = -
(2,.P) NS ERN I EE
On sait que pour tout e R\{2} ona: (A-1) <(A-1)’+4 d'ou \/(/1—1)'2 <\/(/1—1)2 +4
Cest-a-dire [1—1|<J(A-1) +4 =|i-1<R, =§, et P sontsécants suivant un cercle ¢
« de rayon r:\/feﬁ—|ﬁ,—1|2 :\/(,1_1)2.;.4_(;_1)2 ~J1=2
0
0 |=(1-4)8 =>(QI)LPetlep
1-1
=1 est le centre de ¢. Finalement ¢ = et parsuite S, NP =¢
b) DeS, =0, D=R, =(—4) +0"+(-1-4) = /(% —1) +4
= A2 422 1T =32 =22 +5 = 42, =12 = } =-3
¢) S, apourcentre Q, (0,0.-3) etde rayon R, =20 =25
Soit 2 'homothétie de centre M et de rapport £ qui envoie S en S,

=|i-1]

« de centre le projeté orthogonale de Q, sur P ; Q1
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Ona: 4(S)=S, donne MQ, =k MQ et R, =||R
25 =[k|\5 =[k|=2 donc k=2 ou k=-2

- Xy = -2, { |
e Pour k=2 ona: MQ, =k MQ = {-y,="2), =AYy = [005]
—3-zy= 2 _~1\1) =35y =
—Xy = 2%y Jxm =0
e Pour k=-2 ona: MQ, =k MQ :>-—y\1=2yM =1 = 0= M(0.0,7)
1—3— =2(2-z,) 1 =7

Conclusion : il existe deux homothéties 4, de centre M[O,G,%] et de rapport 2, 4, de centre

M(0,0,7) et de rapport (-2) qui transforment S en S,
Exercice N°3 :
1°)a) 29x2-13x4=58-352=6

b) ® 29x—13y =29x2-13x4 < 29(x-2)=13(y—4)

<13 divise 29(x-2) et 29A13=1 divise 6 donc d’aprés lemme de Gauss
13 divise (x—2) ainsi x-2=13k : ke Z par suite x=2+13k ; keZ
¢ 20(13k) = 13(y—4) © 29% =y—4 < y=4+29% ;keZ
Conclusion : S, ={(2+13k,4+29%) ; ke Z|
2°) ¢ 29 est un nombre premier et 29 ne divise pas 2
D'ou d’aprés le petit théoréme de Fermat on a : 2% = 1[mod29] = 2* = 1[mod 29]

{22” = 1[mod 29]
[ ]

2 22 mod29] = 2% %x2” =2[mod29] = 2" =2[mod29] = 27" =-2[mod 29]
* =2[mo

=(-2)" =-2[mod29] = ((-2) )19 =-2[mod29] = (-8)" =-2[mod29]
« Donc 8 est solution de (E')
3°)a) » Si x, est un multiple de 29 alors x,” =0[mod29] donc x, n'est pas solution de (E')
D'ou si x, est solution de (E') alors x, n'est pas multiple de 29

f =1{mod29] (Petit théoréme de Fermat
o ¥ =1[mod 29] :{;\U [med29] (Petit théoréme de Fermat)

29 est un nombre premier
b)  x, est solution de (E') alors x,’ =-2[mod29] :>(x(‘f)3 =(-2)’ [mod29]
= () =(-2)'[mod29] = x" =-8[mod29]
7 =-8[mod29] & x,xx* = —8[mod 29]
) {(\’*“) =1[mod29] < x;* =1[mod29]
c) x est solution de (E') =>x=-8[mod29] = x=—8+29 ;keZ
Réciproquement : x=-8+29k = x=-8[mod29] = x" =(-8)" [mod 29]
et -8 est solution de (E') c'est-a-dire (-8)" =-2[mod29]
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Donc x =—2[mod29] = x est solution de (E')
Conclusion : S, ={-8+29% ; ke Z}
d) (x-3)" =-2[mod29] < x-3 estsolutionde (E') < x—3=-8+29k,keZ
& x=—5+2% kel < S, ={-5+2% ; keZ}
4°) o (x-3)" =-2[mod29] < x-3=-8[mod29]
e On a 13 ne divise pas x-3 donc (x-3)" =1[mod13] < x-3=-2[mod13]
st [(x=3)" =—2[mod 29] _, [x-3=-8[mod29]
l(x_3)‘3 =-2[mod13] lx—Sz—Q[modB]

<:>jx—ff»E—SJr29g:J jx:—5+29p
|x—F=-2+13¢ |x=1+13¢

Sx—x=-5+29p-1-13¢ = 0=—06+29p-13¢ =< 29p—-13¢=6 (p,q)eZ2

Ap.9)el’ < . (p.@)eZ’

D'ol p et g sontsolutions de (E). Ainsi: p=2+13k et g=4+29k ; ke
Par suite x=-5+29(2+13k)=53+377k ;keZ < S, ={53+377k ;keZ}
Exercice N°4 :

1-¢*) >~
1°) a) f'(x) = ( ) S >0 , f est continue et strictement croissante sur [0,+oo|
N N

et l‘([0,+co[):[l‘(O),liml‘[:[O,l[ = f posséde une fonction réciproque g définie sur [0,1]
by ye[0.+o[ .xe[0.]] .g(x)=y © f(y)=x & JI—e? =% & 1-¢7 =4
o et=l-x o —yzln(l—xz) < y:—ln(l—xz) Rt g(,\:):—ln(l—xz)
) g(x)=x < g(x)—x=0, onpose h(x)=g(x)-x,xe[0.1[ , / est continue sur [0,1]
et 7(0.7)xh(0,8)=(—0,0267)x0,222 =—0,0059 <0
Donc A(x)=0 (g(x)=x) admet une solution « €[0.7,0.8]

d) Voir figure annexe
2°) a) I est continue sur [0,+x[, g est dérivable sur [0.1]

et g([0.1])=[0.+e[ d'ou ¢ est dérivable sur [0.1]

et '(x)=g'(x)f(g(x))

=

= ¢'(x)= I
T an® [
b s b I :a(1+x)(l—x)+b(1—x)+c(l+x)
1+x 1-x (1+x)(l—x)
=—ax2+x(::'—b)+a+b+c
(1+x)(1-x)
, ~a=2 .
2 b C [ a=-2

c—b=0 Pt {

I = :a+1—+] <>
S— J’_ =
R D
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c) ¢'(x )_—2+$+l+x < p(x )——2r+ln(1+x) In(l—\,)+cte

go(O):j (x)dx= I (x)dx = cte=0 donc (p(r)-—ZrJrInGi;] xe[0.1]

d) A = j{:’ £ (x)-g(x)|dx (unité daire)
¢ Par raison de symétrie
r|f(x |dx 2_[ x)— ‘c)dx 2“ f(x)dx—aire(OAB)] ;B((X,O)

jn f afx — l'aire de la partie du plan limitée par (C) l'axe des abscisses et les droites

d'équations x=0 et x=a et aire(0OA4B)= OB;AB :%

.+ Onsaitque g(a)=a dou [f(x)dr=[""f(x)dr=p(a) il resutte A :2(@(&«)-‘%‘]

=

£ = s N ﬁ 3k |
99 [ sa=[ (S JaEof e

2k ko kK kK3 o " 3

s (B (L] |
etz_f 4y = {’(’1{[3 3 —[;]—l :jés(z)dtziﬁzu,,

n 1—(£Y
b) 5, (1) :2;’“_] :%g(fz)k et ;(’z)k =r X# Somme de # termes d’une suite

géométrique de premier terme /* de raison ¢’
Par suite Sn(r)z%xrzx%z(l—ﬁ”)] 2’;2 =(1-£")g'(r) , n=l et 101

V3 o 0 < L

c) 0<t<
31‘1‘ 3r'.r

L [l—?ﬂ]g'(!)i(]—!“)g'(ﬂ)ig'(!)
car g'(x)=0
D'ol pour ogzgg ona: ['1—%];;'(:)&3; ()<g'(r)

d) On intégrant membre & membre l'inégalité (*) on aura :

1Y 2 £ e
D e e s a7 e (i o |

3

R ' :
8} eSS ed S

0

:,m[,%]g[g]_g@_l{l[gﬂ_m@_g)_m;_mg

Donc la suite (u,) converge vers ln% et limu, = g{é}

H—p—o
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Exercice1 : (3 points)
Soient ABC un triangle rectangle en A et A la médiatrice du segment [AB.

Répondre par « Vrai » ou « Faux » en justifiant la réponse.

1) 50 S, =10 Sy
2) Sum© Maz © Suey = Mo

3) Sif est une isométrie fixant les points A et B alors f70S ,of est une symétrie glissante d'axe A,

Exercice 2 : (4,5 points)

Dans le plan P muni d’'un repére orthonorme direct R(O,G,G), on considére les points |, C, D et K
d’affixes respectives 1 +i, 1 + 21, 2i et 3i.
1) a) Placer les points |, C, D et K dans le repére R.
b) Montrer qu'il existe une unique similitude indirecte g qui transforme | en D et D en K.
c) Déterminer le rapport de g.
d) Déterminer I'image du triangle IDO.
2) Soit M un point du plan et M' son image par g.
On désigne par z et Z'les affixes respectives de Met M'.

a) Montrer que z' = - % (1+i)z+1+21

b) Soit Q le centre de g. Déterminer I'affixe de Q.
c) Vérifier que K est le milieu du segment [QI].
d) Construire alors le centre Q et 'axe A de g.

3) Soit h = gog.

a) Montrer que h est une homothétie de rapport %

b) On considére la suite de points (A, ),., définie par: A, =1 et pourtoutne N, A ,=h(A)).
Déterminer et construire les points A, etA,.

c) Soit S, =AA, +AA, +...+A, LA,

Montrer que la suite (S, ), est convergente et determiner sa limite.

1/4
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Exercice 3 : (3 points)

Une entreprise fabrique des piéces électroniques pour une marque de voitures. Une étude statistique
a prouvé que 6% des piéces fabriquées sont défectueuses.

L'unité de contrdle rejette 97% des piéces défectueuses et 2% des piéces non défectueuses.

On choisit une piéce au hasard et on la soumet a un test de contréle.
On note D : " la piéce est défectueuse.” et R : "la piéce est rejetée par l'unité de contrdle."

1) Traduire la situation par un arbre pondére de probabilités.

2) a) Calculer la probabilité que la piéce soit défectueuse et ne soit pas rejetée par l'unité de
contréle.
b) On dit qu'il ya erreur de contrble lorsque une piéce défectueuse est acceptée ou une piece
non défectueuse est rejetée. Calculer la probabilité pour qu'il y ait une erreur de contréle.

3) Montrer que la probabilité pour que la piece soit acceptée est égale a 0,923.

4) Pour la commercialisation de ses pieces |'entreprise décide de faire passer chaque piece a
trois contréles successifs mais indépendants :

> Sila piéce est acceptée par les trois contréles, elle sera commercialisée avec le logo de la
marque de voiture.

» Si elle est acceptée uniquement par deux contréles, elle sera commermahsee sans le logo
de la marque de voiture.
» Sielle est acceptée uniquement par un controle ou rejetee elle sera détruite.
a) Montrer que la probabilité pour que la piéce soit commercialisée sans le logo de la
marque de voiture est 3x(0,923)?x(0,077).
b) Déterminer la probabilité pour que la piéce soit détruite.

Exercice 4 : (4 points)
Dans 'espace muni d’un repére orthonormé (O, Li E],on considére les plans P, et P, d’équations
respectives P, : 3x-2y-2z=1etP, : 4x- 11y +2z=0.
1) a) Montrer que P, et P; se coupent suivant une droite A.
b) Donner une représentation parametrique de A.

Dans la suite de I’exercice, on se propose de déterminer les points de A a coordonnées
entieres.

2) On considere dans Zx Z 'équation (E) : 7x- 13y = 1.
Vérifier que (2, 1) est une solution de (E) et résoudre I'équation (E).
3x -2y -2z =1

3) On considére dans ZxZx Z le systéeme (S) :
4x -11y +2z =0.

a) Soit (x,y,z)eZxZxZ.

7x -13y =1,
2z =11y - 4x.
b) En déduire 'ensemble des points de A a coordonnées entiéeres.

Montrer que (x, y, z) est solution de (S) si et seulement si ]l

2/4
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Exercice 5 : (5,5 points)

1

Soit la fonction g définie sur R par g(x)=e5’? si x#0 et g(0)=0.0n désigne par ¥ sa courbe

représentative dans un repére orthonorme | O, i, j) du plan.
o

1)

2)

3)

4)

3)

a) Montrer que g est continue sur R.

b) Etudier la parité de g. Interpréter graphiquement le résultat.

a) Calculer lim 9 et en déduire que gest dérivable en 0.
x—0 X
b) Montrer que gest dérivable sur R™ et que g'(x) = g(?,pourtout x#0.
X

c) Dresser le tableau de variation de g.
d) Montrer que g réalise une bijection de [0, + «[ sur [0,1].
e) On désigne par g'la fonction réciproque de g, expliciter g (x) pour tout x [0, 1.

a) Montrer que % admet deux points d'inflexions A et B que I'on déterminera.

(A désigne le point d’inflexion d’abscisse positive).

b) En annexe, on a représenté dans le repere (O, i, ;) les courbes ¥4 et ¥ d’équations

respectives y =e*et y=x?, pourtout x e R.

Construire dans le méme repére les points A et B et tracer la courbe #

Soit f la fonction définie sur [0, +oo| par f(x) =g*(x). Justifier que f est croissante sur [0, +oc[.
Soit un entier n>2. On pose V(n)= TTLT fi(t) dt.
a) Interpréter graphiquement V(n).
b) Montrer que V(n) > Tr_[:ﬁ f(t) dt.
¢) En déduire que nt_i*rgc V(n) = +co.
d) Montrer que V(n)<nr.
V(n)

e) Déterminer lim —
M=—+an n

3/4
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CORRECTION : EPREUVE MATHEMATIQUES Session de contréle 2019 BAC MATHS

Exercice N°1 :
. ; -1 -1 5 ;
19) (L2 0S5ey) =(Spey) © (8] =Sey 0g ©f SyoSie =15 car AJ[(4C)

:,»(tEoSA)o(tEoS{__“_}) =08, © 840y O by =y ol ok =t = idlp

Fia A

= bz 08y =l 084y = Vrai

(AC)

B+ AC AC [Eley

Qu bien: 7.8, =t 08, =t ot o8, =t o8, car:lm,(fﬁ)
2

2°) *S{w)oh(w] (40 ~ {4r} h(u] Fiam© (Az} h(A__ ) = Vrai

3°) festune Isometrle qui flxe A et B donc f=idp ou f:S(m d'ou f' =idp ou f
o f=idp=>[f"eS o f=85,

{43}

{4B) LA idp
—_—— AL

L] f = S‘{_:“if] p— j‘ ! o Lg___\ = f = -S o S & 5 S"'JB) o *S‘(.AB) =] SfA = S‘A

{At2) i (A48)

Donc f'oS, ¢ f=S, = Faux

Exercice N°2:
1°) a) figure 1
b) I#D et D= K donc il existe une similitude indirecte ¢ quitransforme 1 en Det D en K
] DK |z, —= 3i—2i i | 3,
¢) Soit k le rapportde g ona: k= :IK ”I:}_ |_: ||_:—:£
D |z,—z| [2i-1-4 |1+ 2 2

d) IDO est un triangle rectangle et isocéle en 1, on sait queg(1)=D et g(D)=K

= g(1IDO)=DKg(O)est un triangle rectangle et isocéle indirecte en D d'ou g(IDO) = DKC
2°)a) g(M)=M'>2z'=az+b , on a g(IDO)=DKC donc g(0)=C = b=1+2i

8(D)=K:>3r'=ax2?+b:>3::—2::a+1+2;:>—1+f=—2:a:»a:";’ =—]%
=
Donc :'=—%(1+z‘)3+1+2:‘
axbh +b
b) zq =——
1-d
1 ; . .
o axb+b=—5(1+z)(1—23)+1+21 ke,
1 5 \
=t —] A
2 \ &
2 \ .
2 L. 2l \
o l-|a =1-|-—(1+i)] == . |
1
il en résulte que -, =-1+5i 7|
=K est le milieu de segment [€] R) i de g
d) L'axe de ¢ porte la bissectrice intérieur ¥ T o S ¢ '\ 2

del angle IOD
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forme rédhnite
—_— ——

30) a) g = h '{Q | Lo S\ = S;\ o h '{__Q | ] e g o] g = h If’s] 1 \]\’.'- Si\ s SA o h '|{$2 . \] — th L (h! homothétie)
27 %, 7 SvsS I)
b) Ay=1=A,=h(A,)=h(1)=>QA, :%E:Az - K

A, =h(A)=h(K)= QA, = %QK' = A, est le milieu du segment [QK]

C) A, :h(Aﬂ) et A, = h(Az):>A2A4 :%AUA2 = AA, :%AUA2

3
Ag=h(A,) et Ay =h(A)= AN =%A4A6 = AA, =%A4A6 = G] A A,

n—1
En général : A, JA, = [lJ A A,
-2 7 2

-1
S, =AM FA A FAA LA LA, = AN %A(,/\2 + .t [%) AA,

1 n
1 " 3
:(1+5+”.+[5] JA0A2: K = lim S, =2xIK =245
1__ n—+a
2

Exercice N°3 :
1°) 2°)a) p(DNR)=0,06x0,03=0,0018

b) p(ﬁﬂ R)+p(Dﬂ }_?)
=0,94x0,02+0,0018=0,0206

0,97
0,06 D < 3°) p(ﬁ):p(ﬁﬂf_?)+p(l)ﬂﬁ)
0,03
=0,94x0,98+0,0018=0,923
< 0.02 R
0,94 D

0,98

pl

2|

4°) Soit X l'alea numérique qui pour valeur le nombre de fois ou la piéce est accepter au cours de

trois contrbles
X suit une loi binomiale de parameétre p=0,923 et n=3

-

p(X=k)=C(0,923)" x(0,077)"" avec ke{0,1,2.3]
a) p,=p(X=2)=C3(0,923) x(0,077)" > =3(0,923) (0,077)
b) p, = p(X=1)+ p(X=0)=C}(0,923) x(0.077)"" + C3((0,923) x 0,077)3 0

=3(0,923)x(0,077)" +(0,077)" = 0.0169
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Exercice N°4 :

3 4
1°)a) N, [-2|, N, |11 et %i—_—lzl:) P et P, sont sécants
-2 2
3x-2y-2z=1 N+(2)=> 713y =
4x—111y+2:=0<:> pour x=re.& '{23:(_4)”11}, :
2°) e 7x2-13x1=14-13=1
¢ Tx—13y=7x2-13x17(x-2)=13(y-1)
<13 divise 7(x—2) et 7A13=1 donc lemme de Gauss
13 divise (x-2) Ainsi x—-2=13k ; keZ parsuite x=2+13k ;keZ
+ 7.(130)=13(y- ) o Thk=y- 1o y=1+Tk . keZ
Conclusion : S, . ={(2+13k,1+7k) : ke Z}
[3x-2y-2-=1  [(D+(2)=7x-13y=1 (7x-13p=1
'1_4x—11y+2z=03{(2):>2_-=_4x+11y T2z =4xt11y
Tx—-13y=1 Tx-13y=1 N-(2)=3x-2y-2z=
| z=—4}x+11y:>{2z+4x}—11y=0:{(2:)+L(1x)—lly=0
(ou bien par équivalence)

b) M(x._y,_z)eA@{

3% a) (5)
Réciproquement : {

[7Tx-13y=1
|22 =—4x+11y
Donc M (15+26p,8+14p.14+25p) ;peZ’

3%)Yb) Sx=2+13k ;y=1+Th et2z=3+25k . k=2p+],peZ

Exercice N°5 :

1°)a) ext>u(x)= —% est continue sur R* et u(]%.“): ]-o0,0]
X"

x> v(x)=¢" est continue sur R en particulier sur |-o,0[ d'ot g =v-u est continue
sur R

. lim[—%) =—o et lime' =0=limg(x)=0=g(0) donc est continue en 0
X —>!

x—=0 = X
g est continue sur R° eten 0 d’'ou elle est continue sur &
b) xeR, —xeR et g(—x)=g(x)=> g est paire
Donc la courbe ¢ de g admet (0, /) comme axe de symétrie

1 1 1
2°) a) On pose X:——E:xzz—?:x:J—? , X > —o lorsque x > 0"

X

- .
nm[g(x)]:hm ¢ - fim | &

a0t X ys0* X p "} 1
Y X

¢ admet une demi-tangente horizontale au point O par raison de symétrie (g est paire)
g'(0)=0
D'ou g est dérivable en 0

- tim (V7)=0 £, (0)=0
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b) e x> u(x)= _ZL est dérivable sur R’ et u(RR") = |-, 0f
X

x> v(x)=¢" est dérivable sur R en particulier sur ]-,0[ d'ol g est dérivable sur R’

! 1 1 .
e pourtout x=0 ona: g'(x)z[—z%] e =lqe 27 = g(j)
P .

X X
c) g est paire = on étudie g sur [0.+] , g'(x)>0

_ 1 _ ) X 0 +00
hm[— ,]:0 et lime* =1= lim g(x)=1
Xyt 2/\'_‘ x—0 X—¥ e gl(x) +
d) g est continue et strictement croissante sur [0 +oo[ 1

ot £([0,+<[) =| £(0).limf| =[0,1] 9@ | /

— g réalise une bijection de [0,+] sur [0.1]

e) ye|0.+[ .xe]o]] g ' (x)=y=g(y)=xoe 2 =¥ e =Inx
¥
=T =y or g (x)=ye]0,+o0] et g(0)=0< g (0)=0
nx
1
Dot vxe[0,1]: g =,}—
ou xe[ [ g (x) nx
3 g(x) 2
o)l fr) X — —3xg(x) -3y
3°) a) Pourtout x#0 ona: g"(x):xg(x) 63x g('x): X' - :g(x)(6 ! )
X X X
Le signe de g"(x) est celui de (1—3x2) ,ona1-3x :Ocrx:% ou x:—%
g"(x) s'annule deux fois et change de . )
signe donc £ admet deux points X — 00 V3 V3 +00
.. ) | 1 -3 signe de g"(x) - 0 + o -
d’inflexions A| ——=.e ?> | et B| ——.¢e ?
&)l
b)
C
-3 2 11 o 1 ,;1 2 3 4
V3 V3
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4°) Vxe[0,400 . f(x)=g" (x)=>1f'(x)=2g"(x)g(x) =0 =1 est croissante sur [0,+o]
5°)a) ¥ (n):yrj{?f(z)ds = ;r'[:gz(t) df = comme g est continue et positive sur [0, 7]

Alors : V (n) est le volume(en unité de volume) engendrée par rotation de la courbe ¢ au
tour de I'axe des abscisses

b) 7| _f(r)dr—x[ _r(r)dr= x[jﬂ r(r)dr+ff r(7) dr] = xjf [(r)dr=0
=V (n)z 2]t (r)d
c) » I est croissante sur [0+ ; tzJ;:f(t)zf(\/;_x):;rﬁ_!f(r)dtz;r f(\/g)qu dr
=V (n)= 7 0(Nn)(n=n) =V (n) = 2n 1 (Jn)(Vn-1)
* lim g(x)=1= lim 7 (V) =1=> Jim wdn £ (V) (Y1) = 400 = Jim ¥ (n) = 4
d) Pour tout réel 7 de [0.+ec[ . g(t)<I=f(1)<1= [ f()di< z[ 1de

=V (n) S;r(n—\/;)s:fm
e) x[‘(\/;)(n—\/;) < V(n) <TRn<ST I(\f;)[l —L] < V(n) <z

1

—_— Vin
lim ;rl‘(JE) S lim Vin) _ r
fi—ras ]

=t

&

0

Page 38



REPUBLIQUE TUNISIENNE Session principale

MINISTERE DE L'EDUCATION Epreuve : Section |
eesve Mathématiques Mathématiques

EXAMEN DU BACCALAUREAT
SESSION 2018 Durée : 4 I: 2 | Coefficient de I'épreuve - 4

Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 a 6/6.
Les pages 5/6 et 6/6 sont & rendre avec la copie.

Exercice 1 (5 points)

C
Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre, \

e« DBC estun triangle rectangle en D tel que I
—I-'L' — T E
DB,DC]:%[ETL] et DB=2DC 0 e H\H‘"E

H

o le point H est le milieu du segment DB| ;

» le point | est le projeté orthogonal du point H sur
la droite (BC) :

e e point E est le milieu du segment _-1D._Z

« les droites (IH) et (CD) se coupent au point A,

1) Soit R la rotation de centre H et d'angle ; A

a) Calculer tanCBD En déduire que E :%
b) Montrer alors que R({l)=E.

2) Soit h 'homothétie de centre D et de rapport 2. On pose f=hoR.
a) Determiner f(H}-
b) Montrer que f(l)=1.
c) Determiner la nature et les elemenls caracteristiques de f.
d) Montrer que f{C)=A.

3) a) La droite (CH) coupe la droite {AB) en un point F.

Justifier que les points B, |, Het F sont sur le cercle de diamétre EtH'

s T 1
En déduire que[lH, |F] = {27
b) Montrer alors que l'image par f de la droite (ID) est la droite (IF).
c) La droite (1D) coupe les droites (CF) et (AB) respectivementen J et () . Montrer que f(J)=F.
d) Montrer que f(F)=0.
4) Montrer que le triangle CAQ est rectangle.

1/6
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Exercice 2 (3 points)

Soit 6 un réel non nul.
Dans la figure 1 de I'annexe jointe,

. {D. s -TJ est un repére orthonormeé direct ;

» £ estle cercle de centre O et de rayon 1,

48

+ Eestlepointde & telque U.UE]=ﬂi2ﬁnE.‘

e FetG sontles points d'affixes, respectives, -1 et 1+ \fri ;
¢ 1" estle demi-cercle de diaméetre [FG|;

» D est le point d'intersection de I' et laxe (O,v ).

1) a) Vérifier que OD? = 142 .

|n‘l

b) Soit A le point d'affixe Z, =i JH—«;@ e". Veérifier que z,=0De’ 2/ Construire alors le point A.
2 . .
2) On considére, dans C, 'équation (E): 2z +- II“FT_. el 7 L g2t _g
i\ 14-4/2

a) Vérifier que z, est une solution de I'équation (E).

b) On désigne par B le point d'affixe zg, ou zg est la deuxiéme solution de (E).

Déterminer zg . ’
3) a) Montrer que les points O A et B sont alignes.

b) Placer le point C d'affixe 2o =0D e’
Aff(AC) 2
Aff(AB) 2

(1),

¢) Montrer que

En déduire que le triangle ABC est isocele et que

] gpe o
AB RC]._4|2115

d) Construire alors le point B.

Exercice 3 (7 points)
: 1f[x}r_-xlnx si x >0,
par

A) On considére la fonction f définie sur [01'1 o f{ﬂ}_ 0
On note (Cy¢) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (D._i‘i ]

1) a) Vérifier que f est continue a droite en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpreter graphiquement.
c) Dresser le tableau de variation de f.

2) Dans la Figure 2 de I'annexe jointe, on a trace dans un repére orthonorme (D,T,I‘ ] la courbe 1

de la fonction X++ € et les droites A et A’ d'équations respeclives y=x et y=—x.

a) Construire les points Aet B de (C;) d'abscisses respectives e et ; ;
b) Déterminer la position relative de (C¢) et A puis la position relative de (Cy) et A"
c¢) Tracer la courbe (Cf]_

2/6
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3) Soit S la partie du plan limitée par la courbe (Ef) et les droites A et A"

o1 2 1)
Montrer que |'aire de la partie 5 est egale a EI pt —i|,

2
e

B) Soit n un entier naturel.
31

.
On pose u, =f1 t'e' dt et v,- [1 t"e' f(t) dt.
[+ ) L]

1) a) Montrer que U, >0.

b) Montrerque 0 < u, < 2 Endeéduire nIir'_r'l U, .

n+1
EE
c) Montrer que u, =@ o (n+1)u,.
d) Montrer alors que lim (n+ 1)u,=e.

R—frm=.

2) a) Montrer que l;”- < v, < 0. Déterminer alors im v, .

b) Verifier que pour tout te [0,+ [, f(t) = tf'(t)-t

¥ i
Montrer alors que v, =f t"" e f (t)dt —u,..

e

el?.'

c) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que (n+2jv, = —re—Ngy —U
e

m+1-

d) Montrer alors que lim (n2) v, = 0.
o
|

: 1 v sy (O
3) a) Montrer gqu'il existe un seul réel » , appartenant a l'intervalle EJ | telque flog)= u"
4 n

b) Montrer que lim Sn 0.
—ro Un-

c) Déterminer  lim o,
M

Exercice 4 (5 points)

A) Soit q un entier naturel.
1) Montrer que q° est impair si et seulement si q est impair.

2) Montrer que si q est impair alors ° =1{mod 8.

B) On se propose de déterminer I'ensemble A des triplets d’entiers naturels non nuis (m, n.q)
tels que 2°™+ 3*"=¢’.

1) Vérifier que le triplet ( 2,1.5 ) est un élément de A.

Dans la suite de I'exercice on suppose que (m, n,q) estun élément de A.
2) a) Montrer que g est impair.

b) Montrer que q° 3" =0(mod 8).
c) Montrer alors que m est différent de 1.
3/6
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3)On suppose que m = 2.
a) Justifier que les entiers [q 3"] et (q-+3”)snnt pairs.
b) Soit d=(q-3")(q+3"}.
Montrer que d divise 2q et que d divise 2°™, En déduire que d - 2.
c) Montrer que q-3"=2 etque q+3"=2""",
En déduire que g=2""74+1 etque 3"=2""7%-1,
4) Determiner n et q lorsque m = 2.

5) On suppose quem > 3.

a) Montrer que 3"=-1mod 16 }.

b) Déterminer, suivant les valeurs de l'entier nalurel k, les restes possibles de 3k dans la division
euclidienne par 16.
c) En déduire qu'il n‘existe pas de triplets {m,ﬂ.q) éléments de I'ensemble A felsque m > 3.

6) Déterminer 'ensemble A,

a/6
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r * ; A
REPUBLIQUE TUNISIENNE Session de controle

MINISTERE DE L’EDUCATION Epreuve : Section :
eeeoe Mathématiques Mathématiques

Le sujet comporte sept pages numérotées de 1/7 a 7/7.
Les pages 57, 6/7 et 7/7 sont a rendre avec la copie.

Exercice 1 (5 points)

Le plan est orienté. Dans la Figure 1 de I'annexe jointe,

+ ABC est un triangle équilatéral direct tel que [AB.AC]:é;'Eﬂ;:

« 7’ estle cercle circonscrit au triangle ABC et O son centre ;
s | estle milieu du segment [BC|:

¢« AICD est un rectangle direct.

1) Soit f le déplacement tel que f(A)=C e f(B)=A.

EXAMEN DU BACCALAUREAT '
| SESSION 2018 Durée : 4h 4 Coeflicient de I"épreuve : 4 |

Montrer que f est une rotation dont on précisera son centre et une mesure de son angle.

2) Soit g l'antidéplacement tel que 9(A)=C & g(B)=A
a) Justifier que g est une symétrie glissante.
b) Montrerque g = tg; 0 Sy, ol A est la médiatrice du segment F*i1
3) Soit h 'homothétie de centre Aet telle gue h(O)=1. On pose  =gohaof,
a) Montrer que  est une similitude indirecte de rapport g

b) Montrer que (B)=C et ¢(0)=D.
4) Soit E=(C).

a) Montrer que le triangle DCE est isocéle en D.

b) Justifier que

Sl 2:’ Y
DC,DE} =-Z2faq].
3
c) Canstruire alors le point E.
d) Soit (1 le centre de .
Montrer que OB = ; BE. Construire le point ©).

5) On pose &; =@{ 7).

Le cercle &% coupe le cercle ¥ au point ¢ et en un autre point M. On pose N=-"P(N0-

Montrer que les points (), B et M sont alignés. Construire alors le point N.

1/7
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Exercice 2 (3 points)

Une urne contient six piéces de monnaie :
e quatre pieces sont equilibrees ;
e les deux autres piéces sont truquées de fagon que la probabilité d’obtenir « FACE » est égale
2
3
On tire, au hasard, une piéce de I'urne et on effectue n lancers successifs de cette piece, n=1.
On considére les événements suivants :
« E : « lapiece tirée est équilibrée ».
« F_: «on obtient FACE pour les n lancers».

fi

1) a) Déterminer p(E) , p(F,/E ) et p(F,/E).

a

b) Montrer que p{F,F}:.g_

n-1 nh
2) Mantrer que p[F,,]:%[[%] + [%} J

: : I A . i X,=n siF, est réalisé ;
3) Sait X, la variable aléatoire définie de la maniere suivante :

Xn=0 sinon.
a) Donner la loi de probabilite de X, .
b) Déterminer I'espérance mathématique de X,,.
c¢) Dans la figure ci-dessous,
. (C:-,i'.j'] est un repére orthonormeé du plan,

o (C) est la courbe représentative de la fonction f définie sur [0, + oo
Wx—1) X ]

. (C') esl la courbe représentative de la fonction derivee {* de f,

2 :

3

. xif1
par f{x] EI[—

2
+ la courbe [C]I coupe l'axe ('D,i.) en un seul point d'abscisse X,

e (T) est la droite d'équation y=f(x, ).

<}
(n

(©)

i
Exploiter le graphique pour déterminer I'entier naturel n pour lequel I'espérance mathématique E (X, )

est maximale.

2/7
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Exercice 3 (7 points)
1) Soit g la fonction définie sur |0, +~c| par g(x)=1-x +xInx.
a) Etudier les variations de @.

b) En déduire que pour tout XEEﬂ,—I—ex{ , 14+ xInx =X.

1
f(x) "1+ xInx

£(0)=1.

six> 0,
2) Soit 1 la fonction définie sur [0, +00| par

On note {Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O. i ])

a) Montrer que f est continue a droite en 0.

f{x)—1 .
b) Montrer que l'trrnI —{}— = +nc. Interpreter graphiguement.
K-a X

c) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement.

1+Inx

3) a) Montrer pour tout x & |0, +0c[, f(x)= )
(1 xInx]

b) Dresser le tableau de variation de f.

4) Dans la figure 2 de I'annexe jointe, on a tracé dans un repere orthonorme (D. i ), les courbes

: 1
(Cy) et (C;) des fonctions définies sur |0, 1oc| respectivement par x . Inx et X =

s " ’ 1
a) Construire le point A de (Cq) d’abscisse ; et le point B de (Cy) d'abscisse 1- =

: : — 1
En déduire une construction du point C de (Cy) d'abscisse -

» | -

b) Déduire de la question 1) b) que pour tout x < | 0,4+ 0c|, f(x) =

Determiner alors la position relative de {Cf] et ICZ)

¢) Tracer la courbe {C).

5) On considére la fonction F définie sur (1,4 | par F(x)= J f(t) dt.

1

—_—_— ‘1. ——

t+ tin(t)

b) Montrer alors que pour tout x ¢ 1,4 o/, In{1+Inx) < F(x) < Inx.
F(x)

c) Déterminer lim F(x) et lim ——.

- = Hafome X

a) Montrer que pour tout te [1,+ |, < f(t).

6) Soit n un entier naturel non nul.
a) Montrer que la fonction h: x++x~F(x) est une bijection de |1, oa| sur [1,409|.

b) En déduire que l'équation N(X) =n admet dans |1,4+0c| une seule solution Gy,
¢) Montrer que fim o, =+co.

Sn 1 o O
S rifi sy B . i lim — .
d) Vérifier que - . F{Gn) Déterminer alors

M=+
f)',n
3/7
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Exercice 4 (5 points)

1) On considére, dans C, I'équation (E): 2% —(1+i)z — i=0.
Résoudre I'équation (E). On note z, et z,, les solutions de (E).

2) Dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct (O, u, v}, on désigne par A, B, M, et M, les
points d'affixes respectives 1,1,z et z,.
Soit z un nombre complexe distinctde 1, i, z, et z_.

On note M et M' les points d'affixes respectives z et z'= —

ik

Justifier que les points M et M' sont distincts.
Dans la suite de 'exercice on prend z — i+2e® ou b estun réel.
3) a) Montrer que M décrit le cercle I' de centre B et de rayon 2.

b) Montrer que 2' =11 je— 1t

c) Montrer que AM'=1 et que uAM

FE—FI' #ird
* g 2

d) Déterminer 'ensemble des points M' lorsque le point Mdécrit le cercle T

4) Soit P le milieu du segment [MM'] et z son affixe.

On désigne par Q le point d'affixe zg=e* z.

1474260 g ®
a) Verifier que Zp= 5
R
- iv2 + 2 -
b) En déduire que z 5= ' 2 — -

1 m :
¢) Montrer alors que z 5= = cos[ B+ E] i

2 s
— + -—sin
2 2

o+ ]

5) a) Montrer que lorsque le point M varie sur le cercle ', le point Q varie sur l'ellipse £ d'équation

2
y-221 =4
: ;

4
4x® =
9

b) Dans la figure 3 de I'annexe jointe, on a tracé dans le repére (D, u, G) le cercle T l'ellipse £,

@t o—

et on a placé un point Msur le cercle I tel que lu.EM] = ) [2r]. Construire les points M' et Q.

4/7
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Epreuve : Mathématiques

REPUBLIQUE TUNISIENNE

MINISTERE DE L’EDUCATION Section : Mathématiques

[ 1 Jol I ] SSu o :
EXAMEN DU BACCALAUREAT giee . oefficient : 4
SESSION 2017

Session principale

Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 a 6/6.
Les pages 5/6 et 6/6 sont a rendre avec la copie.
Exercice 1 (5 points)

Le plan est oriente.

Dans la figure 1 de Pannexe 1 jointe,

M I
ABC est un triangle équilatéral tel que [BC , BA] = %[21:],

N S
Q est un point intérieur au triangle ABC tel que (AB , AQ] = %[27:],

| et J sont les projetés orthogonaux de ) respectivement sur les droites (AB) et (AC),
D est le point de la droite (AC) tel que DA =DQ.

1) Montrer que (QJAEJ—DJ = «E{Zn].
2) Soit R = §p) 0 S(qy).
a) Justifier que R est la rotation de centre Q et d’angle %’5
b) Soit F =R(J).
Montrer que F est un point de la demi-droite [QI). Construire le point F.

3) Soit h I'homothétie de centre Q et telle que h(F)=1 Onpose f=hoR.

a) Vérifier que f(J) =1
b) Montrer que f est une similitude directe dont on précisera le centre et I'angle.

Ql . QA _3-1 }

c) Calculer —— et ~—~. | On donne sin| — |=~——
; OA [ (12) 22

En déduire que le rapport de f est égal a 1443,
4) Soit g la similitude indirecte de centre Q telle que g(J)=1
a) Montrer que g=f o S(m).
b) Déterminer le rapport de g.
c¢) Montrer que I'axe de g est la droite (QD)
d) Montrer que g=ho S(QD).
e) La droite (QD) coupe la droite(BC) en un point K. On pose K' =g(K).

Vérifier que h(K)=K". Construire alors le point K'.

1/6
- Page 52



Exercice 2 (3,5 points)

=

H

f

L’espace est orienté.
Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube d'arréte 1. F

(A, AB, AD, ﬁ) est un repére orthonormé direct de I'espace.

1) a) Montrer que EC A ED =AH

V2

b) Montrer que I'aire du triangle ECD est égale a T

B

A LT &

- — \‘1M

¢) Calculer le volume du tétraédre AECD. M

2) Soit h 'nomothétie de centre A et de rapport —i— : e

On pose M =h(D).

a) Le plan passant par M et paraliéle au plan (DCG) coupe les segments [AC]| et [AG]
respectivement en N et P. Montrer que h(C)=N et h(G)=P.

b) Le plan passant par M et paraliéle au plan (ECD) coupe la droite (AE) en un point K.

Calculer le volume du tétraédre AKNM.

1

3) Soit (S) la sphére de centre le point | (%, % E) et de rayon R =—‘/;—

a) Montrer que la sphére (S) coupe le plan (DCG) suivant un cercle dont on précisera le centre
et le rayon.
b) Soit (S') limage de la sphére (S) par 'homothétie h.

Montrer que (S') coupe le plan (MNP) suivant un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Exercice 3 (4 points)
1) Soit x un entier non nul premier avec 53.
a) Déterminer le reste modulo 53 de x°2.

b) En déduire que pour tout entier naturel k, x>+ = x (mod 53).
2) Soit l'équation (E4): x2° = 2 (mod 53), ol x eZ.

Montrer que 2° est une solution de (E;).
3) Soit x une solution de I'équation (E;).

a) Montrer que x est premier avec 53.

b) Montrer que x281= x (mod 53).

¢) En déduire que x=2° (mod 53).

2/6
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4) a) Montrer que 2° =35 (mod 53).
b) Donner alors 'ensemble des solutions dans Z de I'équation (E1).

5) On considére dans ZxZ I'équation (E;): 71u-53v = 1.
a) Vérifier que (3, 4) est une solution de I'équation (E;).
b) Résoudre dans ZxZ l'équation (E,).

x =34 (mod 71)

6) Résoudre dans Z le systéme 28 ;
x“¥ =2 (mod 53)

Exercice 4 (7,5 points)
Soit f la fonction définie sur [0,+w[ par f(x)=ve* -1.

On note (C¢) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i ]')

1) Déterminer lim f(x) et lim Hﬂ Interpréter graphiquement.

X = +o0 Xx—>+o0 X

f .
2) a) Montrer que lim m:-l-oo. Interpréter graphiquement.
x—0" X

X
b) Montrer que pour tout x € J0,+wf, f'(x)= e—x— .
-1

c) Dresser le tableau de variation de f.

d) En déduire que X -1 < vVeX -1, siet seulement si, x <In(2).
3) Montrer que le point B(In2 , 1) est un point d'inflexion de (Cy).

4) Dans la figure 2 de 'annexe 2 jointe, on a tracé dans le repére (0, i j) la courbe I de

la fonction x :+— e*-1.
a) Etudier la position relative de (Cy¢) par rapport a I".

b) Tracer la courbe (Cy).
5) Soit g la fonction définie sur [O% [ par g(x)=tan(x).

a) Montrer que g réalise une bijection de [0% [ sur [0,+oo[. On note g“I sa fonction réciproque.

b) Calculer (9‘1)(0) et (9'1)(1).

1
1+x%

c) Montrer que g~ est dérivable sur [0+oa[ et que (g“)' (x) =

-4
d) Montrer que lim g—(x—):‘i.
X

x—0"

3/6
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6) On pose pour tout x € [0,+w0f, F(x)= I:f(l) dt et G(x) =2( f(x) - (9—10 f)(x) )
a) Montrer que pour tout x € |0,+0f, F'(x)=G"(x).
b) En déduire que pour tout x € [0,+o[, F(x)=G(x).
c) Soit A l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cf) la courbe I et les droites
d’équations x=0 et x=In2. Montrer que A=1+In2 - %
7) Soit n un entier naturel tel que n>2.
On désigne par f, la fonction définie sur [In(n),+[ par f,(x)= Je* —n.

On note (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (OT T)

a) Soit G, la fonction définie sur [In(n),+o| par G, (x)= Z[fn(x) ~Jn g"{i}?)].

X
Montrer que pour tout x e [ln(n),+m[, Gy (x) =I1 f,(t) dt

n(n) "

b) Verifier que pour tout x >In(n), \/e" -n < Je*=1.
En déduire que pour tout x =In(n), f,(x) < e*-1.
c) Soit A, Faire de la partie du plan limitée par la courbe (Cn). la courbe I et les droites

d’équations x =In(n) et x =In(n+1). Montrer que A, =2 vn g"1(i)+in[i}-1.

Jn n+1

d) Déterminer lim Ap,.
N +oo

a/6
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Corrigé de I’épreuve de mathématiques du baccalauréat
Session principale 2017 Section : Mathématiques
Exercice 1

1) (3, 0D) = (@], OA) + (OA , aD)[2].
AQJ est un triangle rectangle en J tel que (A_gii\ﬂ)sl[Zn].
Alors (04 OA) = (JA , JG)— (AG | AJ)[2 |= ———[2]
DAQ est un triangle isocele (direct) en D tel que (AQ, Alj)z(Afi?AJ) [2n] zl [2n].

N
Alors (QD, QA)=(AQ, AJ)[Zar] ——[2n] Par la suite (QJ QD)_E___ [2 ]——[27:]
2) a) R estlacomposée de deux symetnes orthogonales d’axes secants au pomt Q

Donc R est la rotation de centre O d’angle 2—; car 2(QJ QD) = —[2::]

b) -F =R(J) donc(ﬁl?ﬁ)fz—n[%], de plus (@f@)gg+%+i[zn]s—[2n].

24 2n 2=n
(QF , Q)= (QF QJ)+(QJ, QI)[2 |= —?+—[2 n]=0[2xn] donc F [Ql).
3) a) f(J):hoR(J) h(F)_I.
b) festla composée d'une homothétie et d'un déplacement donc f est une similitude directe.
f(€2) =hoR(Q2) =h(€2) = Q. Alors() est le centre de f.

f(J) =1 et (@'?@)32%[21:] donc f est d'angle 2%

Remarques :
* f=h o R donc l'angle de f est celui de R car le rapport de h est positif car h(F) =l etF e [QI).
* h et R ontle méme centre O alors Q) estle centredef=hoR.

¢) Le triangle QAl est rectangle et isocéle enl o sin| X | = E
QA 4 2
OA 1 22

Le triangle €2JAest rectangleen J etQAJ = 12 donc = =

o 1] V3 -1
J_ 12
Ql Ql QA 2 242 2

«f(J)=I. Donclerapportde festégala — =—, — . = =+/3+1.
W) PP e oA o™ 2 B4 B V3

4)a)- g est une similitude indirecte telle que g(Q2)=Q et g(J) =
+fo S(_QJ) est la composée d'une similitude directe et d'un antidéplacement( S(_QJ] ),

doncfo S[QJ) est une similitude indirecte. (S(Q J) est une similitude indirecte).

On vérifie facilement que f 0 S, () =Q et f o S(o) (J)=1
Ainsi g etfo S(_QJ) sont deux similitudes indirectes qui coincident en deux points

distincts donc g = fo S(QJ).
b)-Méthode1: g=fo S(QJ) et S(QJ) est une similitude indirecte de rapport 1.
Donc le rapport de g est celui de f c'est a dire J3+1.

Méthode 2: g(J) =I alors le rapport de g est % =3 +1.
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M

c) g(J) =1 donc l'axe de g est la droite qui porte la bissectrice interieure de l'angle 1QJ.
M N A
Or | QJ, QD |=| QD, QI ([2x],alors la droite (QD) porte la bissectrice intérieure de I'angle 1QJ.

Ainsi l'axe de g est la droite (QD).

d) g est la similitude indirecte de centre Q, de rapport J3+1et d'axe (QD) donc la forme
réduite de g est g = h(Q, J§+1) 0 S(QD) = S(QD)oh(Q‘ J§+1)
Ql Ql

h est I'homothétiede centre ¢}, de rapport oFoa J3+1. Doncg =ho S(QD).

e) Kest un point de 'axe de g donc K'=g(K)=ho S(QD) (K) =h(K).
*h(K)=K eth (F)=1
* Le point K’ est donc le point d’intersection de la droite (QK) avec la droite passant pat | et
paralléle a la droite (FK).

Exercice 2
1 0 0 0
1)a)§f 1 ;ﬁj 1 | d'ou ECAED|1|or AH| 1| donc ECAED = AH.
-1 —1 1 1
b) L’aire du triangle ECD est égale a : %Hﬁ)’ ~ ED ||=%||H-|||=g.

0
¢) Le volume du tétraédre AECD est : v = %Kﬁ)/\ ﬁ)ﬁ‘ Avec EA| 0 |, On trouve v = %
-1
2) a)» Ce(AC)N(DCG) d'ou h(C)eh(AC)h(DCG).
h(AC) = (AC) car le centre de h appartient a (AC) et h(DCG) est le plan passant
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par M et paralléle au plan DCG).
Comme (AC)~h(DCG) :EN} alors h(C)=N
«Ce (AG) ~(DCG) d'ot h(G)e h(AG)n h(DCG).
h(AG)=(AG) et (AG)~h(DCG)=1{P} alors h(G)=P.
b) h(E) est le point d’intersection du plan h(ECD) avec la droite (AE)= h(AE). Donc h(E) = K.
(h(ECD) est le plan parallele a (ECD) et passant par M).
Ainsi 'image par h du tétraedre AECD est le tétraedre AKMN.
3 1

3
Par la suite V(AKMN) = [ZJ X o

3) a) Méthode 1 : une équation du plan (DCG) est y-1=0 d'oll d(l,(DCG)):% )

par conséquent : le plan (DCG) coupe la sphére (S) suivant un cercle (C) de rayon

_ x2_ 31 V2
r = JR? - d(1,(DCG)) = -

Le centre de (C) est le point H du plan (DCG) vérifiant IH= uﬁ, ac R

(Le vecteur AD est normal au plan (DCG) ). On trouveH[%, 1, %]

Méthode 2 : Remarquons que les points D, C et G (qui ne sont pas alignés) appartiennent a
(S), alors le plan (DCG) coupe la sphére (S) suivant le cercle (C) circonscrit au triangle DCG

(qui est rectangle en C). Le centre du cercle (C) est donc le milieu du segment [DG]

c'est-a-dire le point de coordonnées [%1 %J et le rayon de (C) est % = %
b) h(S) =(8), h(DCG) = (MNP) et (S)H(DCG):(C).

Donc le plan (MNP) coupe la sphere (§’) suivant le cercle (C’) = h(C).

(C’) est un cercle de centre le point H = h(H) et de rayon R’ = %R = %

On trouve H(Egg :
848
Exercice 3
1) a) 53 est premier et x est un nombre premier avec 53 donc d’aprés Fermat :

x>2 =1(mod53). Le reste modulo 53 de x°2 est égal a 1.

vk
b) Soit k un entier naturel, on écrit x22K+1 (x52) - X

Comme x°2 =1(mod53) alors x°%*" = x (mod 53).

29
2) (29) _29%29 ot 9x29 - 261=1+52x5 . Comme 2 est premier avec 53,

29
alors d’aprés 1)b) (29) =2(mod53) d'ou 2° est solution de l'équation (E,).
3) a) Soit d=xA53.
d divise x donc d divise x*° et d divise 53 donc d divise 2. Car x29 = 2 (mod 53).

( x?%=2 (mod 53) alors il existe p € Z tel que x?9 =2+53p c'est a dire x> -53p=2)
Doncd =1 oud=2. Comme 2 ne divise pas 53 alorsd =1.
3
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b) x une solution de 'équation (E1). D’apres 3)a) x est premier avec 53.

261=5x 52 + 1 donc x281= x (mod 53) d'aprés 1) b).

9
c)x est une solution de(E4) alors x29 =2 (mod 53) d'ou (x29) =2° (mod 53).(I)

9
Or 29 x9 =261 donc (x29) sx261(mod53). D'aprés : 3)b) x2%1 = x(mod 53). (Il)

(et (Il) donnent x = 2° (mod 53).
4)a)2° =512 = 9x 53 + 35 d'ou 2° =35(mod53)

b) « Si x est une solution de (E,) alors x = 2° (mod 53), d'aprés 3)c)

29
+Si x=2° (mod 53) alors x*° =(2°)" (mod 53)

29
et comme (29) =2 (mod 53) (car 29 solution de (E-) )alors x?9 =2 (mod 53).
D'ou x solution de (E4).
Conclusion: x solution de (E{) < x =2° (mod 53).
or 2% = 35(mod53) d'aprés 4)a), d'ou les solutions de I'équation (E4)
sont les entiers 53k + 35 avec k € Z.
5) a) 71x3-53x4=213-212 =1 donc (3, 4) solution de (EZ).
b) «Soit (u,v) une solution de(E,)
Des égalités: 71u—53 v = 1et 71 x 3 -53 x4 =1 on déduit que 71 (u—-3)=53 (v-4)
Comme 71 A53 =1 alors il existe k € Z tel que v—4 =71k (lemme de Gauss)
Ainsi Sy, < f (u, 4+71K), (uk)eZ? |
. Soit (u, k) e Z?,
(u, 4+71k) est une solution de(E,) < 71u-53 (4+71k) = 1
< 71u-53 (4+71k) = 71x3-53x4

< 71u-53-71k = 71x3
< u-53-k = 3
< u=3+53k
Par la suite { (u, 4+71k), (u k)ez? }c S,., Sietseulement siu=3+53k.
Conclusion: S,,, ={ (3+53 k, 4+71k), keZ |
Remarque :On pourra appliquer le lemme de gauss deux fois : On exprime u et v en fonction
de k et k’ puis on vérifie que k=k’.
6) Soit x € Z,
x =34 (mod 71) x =34 (mod 71) X=34 + 71u, ueZ
.{x2952(mod 53) {XE35 (mod 53) ~ {x:35+53v, veZ
Alors 71u -53 v =1. Donc (u,v) est solution de I'équation (E,).
u=3+53k

v=4+71k
Ainsi x = 34 + 71(3+53 k):247+3763 k, kKeZ.

Par la suite il existe k € Z tel que {
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réciproquement:
six =247 +3763 Kk, ke Z alors
+x = 71x3 +34 +71x(53 k) =34 (mod 71)
— 35 + 53 x4 +53x(71k)= 35 (mod 53). On sait que 22% = 35 (mod 53).
Conclusion : 'ensemble des solutions du systéme est S; ={ 247 +3763 k, ke Z }.
Exercice 4

Yo lim f(x):
X—+0
X
im T _ i I e
X—+o0 X x—>+oo X X—>+eC x2 x2

(Cf) admet au voisinage de +<c, une branche parabolique de direction (O, ]) :

f [ .x X X
(x) ¢ 1 jm L2 © 1 1et lim ===

2)a) lim —== lim = lim —. =+ car lim
x 0t X x>0t X X- >0+\/; X x0T X X >0_\/;
o f) L H()-f(0) . o A e
o im —== lim ————= =+ donc f n'est pas dérivable a droite en 0 .
x>0t X xs0t  x-0

La courbe (Cf) admet au point d'abscisse 0 une demi-tangente vertivale.

eX

e -1

En effet:la fonction dérivée de u:x — e* -1 est la fonction u': x — e* et(\/a)' =

b) Pour tout x € |0,+o[, f'(x) =

u
2Ju’

(u est dérivable sur ]0,+| et u(x) >0, ¥x & |0,+x[)

C) X 0 + o0
P(X) n
f )
0

d) f (In(2)) = 1 et la fonction f est strictement croissante sur [0,+oo[:

xe[0In2] & f(x)<1 < JeX-1<1 oveX —TxyeX —1< 1xyeX —1
seX-1<VeX -1

( On sait que ¥e* -1 > 0 pour tout x =0).

e” (e" -2
3) On verifie que pour tout x]0,+oo[, f'(x) = 3
4( & -1)
x |0 In(2) | +oo
f'(x)
- ()] +

f “(x) s’annule en In(2) en changeant de signe donc le point B(In(2),1) est un point

d’inflexion de (Cs).
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4)a) D'aprés 2) d): xe[0,In2] = e -1<f(x). P / g
Par la suite:

» six[0,In2] alors alors (C¢) au-dessus de . 1 / /
+si x €[In(2),+oc[ alors (C;) au-dessous de I" /

(Remarque:(Cf)ﬂ r={B})

5) a) La fonction g est dérivable sur {o% [ ----- :

Pourtout x [0% [,g'(x) =1 +tan?*x) >0

donc g est strictement croissante sur [O,E [
Ainsi g réalise une bijection de {Og— [ sur g[[O,% D

De la continuité g sur[O,g{ et des egalites g(0)=0et lim g(x)

)
On déduit que g[[ D =[0, 40 [.
b) g71(0)=0 et ):%.Carg(O):O et g[%]:m

62
‘2
g™ (1
c) Pout tout x e{o,%{ g'(x) = 0 alors g™! est dérivable sur gH 5 Dz[O,Jroo [.
Soit x € [0,+x[et y €| 0, [ (x)= y) (a(y) = x) & (tany = x ) ,ainsi :

1 1 1 1
tout x €0, 40 = = = ;
pOUI’ OU X [ + [ (g )(X) g(g_1 (X)) g|(y) 1+(tany)2 1+X2
-1 -1 -1
g () 9 (X)-9(0) ¢ 4\
o im 8- m SO (01

6) a) f est continue sur [0,+oo[ donc F est la primitive de f sur[0,+oo[qui s'annule en 0. (F(0)=0)
ainsi pour tout x [0,+0[ F'(x) = f(x) .

+6(x)=2( f(x) ~ (g7 )(x) )

G est dérivable sur |0,+ec[ et pour tout x € ]0,+[,

o 2[]:-()()_f-(x).(g~1)'(f(x))]=2f'(x)[1—(9-1)-(f(x))]

ol 1- 1 — 25| 1— 1 _ e 9—1_ex_: ).
- )[1 1+(f(X))2} o )[1 ”ex‘} PYE —1[ e” J =1

= +00.
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Donc F'(x) = G'(x) pour tout x € |0,+o[.

b) Pour tout x € |0,+oc[, F'(x) = G'(x),
donc il existe k € R tel que ,pour tout x & ]0,+], F(x) = G(x)+k .

Les fonctions F et G sont continues en 0 et F(0)=G(0) alors k =0.
(En effet lim F(x)= lim G(x)+k c'est a dire F(0)= G(0)+k)
x—0"

x—0"

Conclusion: pour tout x & [0,+o0[, F(x)=G(x).
c) Pourtout xe[0,In(2)], e*-1<f(x).
In(2) In{2) _ .
A- jo (f(t)—(et —1)]d1 - G(|n(2))—[et —t] -2(1-g 1(1))—(2—|n(2)—1).D ou A =1+In2—%.

0
7)a)La fonction G, est dérivable sur |in(n),+«[ et pour tout x € JIn(n),+e|,

2
Jn Jn )
Jn
X X _
“2(5)(x)| 1 - 1 _o % [e X"}: e —n =f,(x).
ST RN et (e
\ n
X
La fonction u: x — f, (t)dt est dérivable sur[In(n),+x[ et u'(x) =f, (x).

In(n)
( Voir I'explication en 6)a))
Donc pour tout x € |In(n),+=[, G',(x)= u'(x) .
Alors il existe k € R, tel que pour tout x € JIn(n), +ec[,G, (x) = u(x)+k .

comme lim Gp(x)= lim [ u(x)+k], de plus G, et u sont continues en In(n),
x—Inn x—Inn

alors G, (Inn)= u(Inn)+k et puisque G, (In(n))=u(In(n))=0 ontrouve k =0.
X

Conclusion: Pour tout n =2 et pour tout x € [In(n), +eo[, G, (x) :j f, (t) dt.
|

b) Soitn>2: n>1alors —n <-1dou e —-n < e*-1.

Commen>2et x=In(n), e -n =0et € -1=0.

D'ol pour tout n>2 et pour tout x> In(n), \/e" -n < \/e"—1.

Or daprés 4)a), f(x)<e™-1 pour tout x e[In(n),+[ , car (In(n)>In(2)).
Donc f, (x) <e*-1, pour tout n > 2 et pour tout x & [In(n),+o[.
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In(n+1) ; In(n+1)

=00 ) - o] o

In(n) In(n)
= (n+1=In(n+H)-n+In(n) )- G, (In(n +1))

1+|n[n+J {1 J_g‘1 J 2\/_9_1 }+In[n21]—’l.

d)s lim In[ i j:o car lim =1et limIin(x)=0
no-w \N+1 n—+x N +1 x—1
g’ [—1 ] 1
T(x
e lim \/ﬁgq[i]: lim 7‘5: 1 car lim —-O et lim 2 ( )=1
N— -+ \/E N——o 1 N—+o \/_ x—0 X
Jn

D'oU lim A,=2-1=1.

N—+x
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MINISTERE DE L'EDUCATION
L I JoI I J
EXAMEN DU BACCALAUREAT
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Exercice 1 (3 points)
Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte.

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondante a la réeponse
choisie. Aucune justification n’est demandée.

On représente une expérience aléatoire par I'arbre de probabilité ci-contre : AnB
1) La probabilité de 'événement B sachant A est égale & : 0,

a) 0,7 b) 0,24 c) 0,11 A
2) La probabilité de 'événement ANB est égale a : a

a) 0,11 b) 0,18 c) 0,92 A~B
3) La probabilité de 'événement A sachant B est égale a : A <

3 5 4 0,1 - =
a) = b) = c) — ! AnB
)3 ) 3 ) =

Exercice 2 (6 points)

Le plan est orienteé.

e A
Dans la figure 1 de I'annexe 1 jointe, ABC est un triangle direct tel que [BC ; BA] = 2—[211]

—!A———-‘
et (CA : CBJE%PTT]. Les points |, J et K sont les pieds des hauteurs du triangle ABC issues

respectivement des sommets A, B et C. Le point E est le milieu du segment [AC].
1) Montrer que le triangle AIE est équilatéral direct.

2) Soit S la similitude directe de centre A, de rapport 2 et d'angle —%.

On note A est la médiatrice du segment [IE] et on pose f=8 0 Sp.
a) Montrer que S(I)=B. En déduire que f(E)=B.

b) Montrer que f est une similitude indirecte de centre A et de rapport V2.
c) Caractériser fof. En déduire que f(B)=C.

d) Montrer que V'image par f de la droite (BJ) est la droite (CK). En déduire que f(J) =K.

1/6
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3) Soit g la similitude indirecte telle que g{(C)=A et g(K)=1.

a) En remarquant que le triangle BCK est rectangle, isocéle et direct, montrer que le point B
est le centre de g.

b) On pose D =g(A). Montrer que le point D appartient a la droite (BI).
= e
c) Justifier que [AB , AD} = g[m‘r]. Construire alors le point D.

4) On pose ¢ =g o f.

a) Montrer que @ est une similitude directe. Déterminer @(A) et @(B).

b) Montrer qu’une mesure de I'angle de ¢ est %T :

5) Soit Q le centre de .
ey Ny
a) Veérifier que D= 0 @ 0 @(E). En déduire que [QE ; QD] = —%[Zn].

b) On pose F=¢ 0 ¢ 0 ¢(J). Montrer les droites (FD) et (JE) sont perpendiculaires.

c) Vérifier que F =@ o ¢(l). En remarquant que IB = |E, montrer que FD =FA.

d) Construire le point F. En déduire une construction du point Q.

Exercice 3 (4 points)

3 .3

Soit dans C I'équation (E): z _[5 +i -E-Jzn: 0.

1) a) Justifier que I'équation (E) posséde deux solutions distinctes. (On ne demande pas de déterminer
ces solutions) .

b) Déterminer z, + z,. En déduire que les solutions de I'équation (E) ne sont pas conjuguées.

On désigne par z, la solution telle que |z4| >1 et z, I'autre solution.
On considére, dans le plan rapporté a un repére orthonormée direct (O,G.G ) les points A, B,letJ
d’affixes respectives z4, zp, 1 et -1.

2) a) Soit C le milieu du segment [AB]. Montrer que I'affixe du point C est z, = —Jzie 6.
b) En utilisant (z, - 21)2 =(zp + z1)2 - 42,2,, montrer que (2, —z1)2 = 4(2% = 1).

A

S N
c) Montrer que [AB ! CI} + [AB : CJ} =0 [2m].

N
En déduire que la droite (AB) porte la bissectrice intérieure de I'angle ICJ.

2/6
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3) Soit (C) le cercle circonscrit au triangle IAJ. On note K le centre de (C) et zk raffixe du point K.

a) Prouver que K est un point de I'axe (O,G)_ On pose 2k =iy, ouy est un réel non nul.
b) Soit M un point du plan d’affixe z. Justifier que (Me(c)) équivaut a ( |z-iy |2 =|1-iy |2 )
En déduire que (Me(C)) équivauta ( zz+iy(z-z)=1).

c) En remarquant que z1=-—1—. montrer que le point B appartient au cercle (C).
23
4) a) Construire le point C dans le repére (O,G,G )
b) Construire la droite (AB) et la médiatrice du segment [AB].

c) Déduire une construction des points A et B, images des solutions de I'équation (E)

Exercice 4 (7 points)

2
Soit f la fonction définie sur ]0,+ | par f(x)= In[%).
+

On désigne par (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (OT])

A) 1) a) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement.
x—0"

Lol b
b) Calculer lim f(x) et montrer que lim Q:o. Interpréter graphiquement.
X—>+00 X+ X

X+2
X (x+1)

2) a) Montrer que pour tout X € ]0,+[, f'(x)=

b) Dresser le tableau de variation de f.
c) Montrer que f réalise une bijection de ]0,+<o| sur un intervalle J que I'on précisera.

3) a) Résoudre dans R I'équation x?=x+1.
b) On note a la solution positive. Vérifier que la deuxiéme solution est égale a —%.
c) Montrer que la courbe (Cs) coupe I'axe des abscisses au point A d'abscisse a.

d) Montrer qu'une équation de la tangente T & (Cy) au point A est y= [-1 + %J(x ~a).
a a

e) Vérifier que la tangente T passe par le point B(O , =1 —~1—2)
] a

3/6
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4) Dans la figure 2 de I'annexe 2 jointe, on a tracé dans le repére (OT_]') la droite D d’équation

y =x+2 etlacourbe I' de la fonction x:+ x* +1.

a) Construire les points A et B.

b) Construire la tangente T et tracer la courbe (Cy).

B) Soit nun entier naturel non nul.
X
On pose pour tout x>1, G, (x) :I f(t") dt .
1

1) a) Montrer que pour tout X1, in{%)(x—ﬂ < Gp(x) < f(x")(x—1).

X
b) Montrer que pour tout réel x > 1, Gn(x}= X f(x")—in[%)—n(x—ﬂ—j ] dt

B )

Ya 4
2) On pose J, = nj dt
1

a0 "

a) Montrer que lim Ya=1.
Nn—» 40

b) En utilisant B)1)a), montrer que |lim G (%): 0.

N—>-+e0
Vg —

c) Montrer que  lim JE1 1=In(a).
N+ 1
n

d) Déterminer alors lim J, .
N>+

af6
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Annexe 1 a rendre avec la copie

Figure 1
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Epreuve : Mathématiques Section : Mathématiques

Annexe 2 a rendre avec la copie

D:y:::t—l—ﬂ

Figure 2
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Corrigé de I’épreuve de mathématiques du baccalauréat

Session de contrdle 2017 Section : Mathématiques
Exercice 1
Il suffit de compléter l'arbre de probabilité : AmB
0,3~
1) a)0.7 A (/ )
2) b)0.18=0.2x0.9 - 07~ AnB
~~ i« Amb
3) o) p(ANB) 0.8x0.3 _24_4 T e BB
P(B) 0.8x0.3+0.2x09 42 7 G e
0T~_% ~§
Exercice 2

Le triangle AIC est rectangle en | et (Al ﬁTd) = g[Zn] car (CA Ei) = g[2n], puisque | € [CB).

De plus [IE] est une médiane dans ce triangle donc IE=AE donc AIE est équilatéral.

AIE est direct car (N'?A_’E)Eg[ﬁr] .
2) a) ABI est un triangle rectangle en |, isocele et direct donc
AB=V2 Al et (Al, AB)=-J[2m] par Ia suite S(1)=B.
«S,(E)=1 alors f(E)=S0S,(E)=S(l)=B.
b) f est la composée d’'une similitude directe S de centre A et de rapport J2et d'une similitude
indirecte S, de rapport 1 et commeA < A alors f(A)=S0S5,(A)=A (f(A) = A) par la suite f est

une similitude indirecte de centre A et de rapport V2 x1=+2.

c) fof estune homothétie de centre A et de rapport : \/52 =57
* AC = 2AE donc fo f (E)=C.
*fof(E)=C dou f(f(E))=C or f(E)=B alors f(B) =C.
d) * (BJ) L(AE) et f(B)=C donc:
f (BJ) est la droite passant par C et perpendiculaire a la droite f(AE) = (AB). D'ou f(BJ) = (CK).
* Je (BJ)n(AC) donc f(J) e f(BJ)n f(AC) =(CK) n(AB)=[K}. Ainsi f(J) =K. ( f(AC)=R(AE) ).
3)a)Ona g(C)=A et g(K)=I.0Onnote B'=g(B).
le triangle KBC est rectangle en K, isocéle et direct donc son image IB'A par g est un triangle

rectangle en |, isocéle et indirect. Or le triangle IBA est rectangle en |, isocele et indirect.
Dol B= B’ et par la suite B est le centre de g.

b) g(B)=Betg(K)=1 et A appartient a la droite (BK) donc D =g(A) est un point de la droite (BI).
c) g(C)=A , g(B)=B et g(A)=D ; g est une similitude indirecte d’ou

N 7. — J—
1

(AB,AD) = —(CB,CA)[2x] = (CA  CB)[2r] = =[2n].
On construit un point T tel que (AB . AT) = g[Zn].

Le point D est l'intersection de la droite (Bl) avec la demi-droite [AT).
4) a) ¢ est la composée de deux similitudes indirectes donc c’est une similitude directe.

«o(A)=gof(A)=g(A)=D eto(B)=gof(B)=g(C)=A.
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b) o(A)=D et ¢(B)=A. Soit 0 une mesure de I'angle de ¢.
6= (A—B‘f‘m’][zn] En+[m’,‘ﬁ][zn] = T(2x)

5) (p(E): gof(E): g(B)=B, (p(B): A et (p(A): D.Donc @ooopo (p(E): D.
«p 0 ¢ 0 ¢ est la complosée de 3 similitudes directes de méme centre Q et de méme

angle TG—R donc c'est une similitude directe de centre Q) et d'angle 3)(%Jt = —g[zn].

-9 0¢o0o(E)=D donc (ﬁé?(ﬁ) = -g[zn].

A
b)po o o@p(E)=D et 909 oe(J)=F donc [EJ ) DF}E —%[27:], donc (EJ) L (DF).

c)+F=¢po00po09(J) et p(J)=gof(J)=g(K)=1 dots F=9 o ¢(l)

J(p 0 (p(l)z F

¢ 0 o(E)=A et comme IB = IE alors FD = FA.
Lp 0 (p(B) =D

d) -Pour la construction du point D :
On utilise le fait que FD = FA c'est a dire F e med[AD] etque (FD) L (JE).

’ [QE.:‘QD.'] = —%[211;] donc Q est un point du demi-cercle T, de diamétre [ED]. Voir figure

[Q—Jﬁ] = —%[27:] donc Q est un point du demi-cercle I', de diamétre [JF]. Voir figure

V0 BT BTy
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Exercice 3
1) a) ll suffit de vérifier que le discriminant de I'équation (E) est non nul.

b) z; + 2, =g+i ﬁe IR donc z, et z, ne sont pas conjugués.
:M:l[3+- ﬁj:ﬁ[ﬁﬂi}ﬁeig
2 2

2
2 2 2 2
b) (z,-2z,) =(z+2) -4212,=(2 2¢) —4:4(20—1). Car z,+2z,=22z; etz,z,=1.

c) [ﬂg’/\a] + [ﬁa} i arg( —=2¢ ]+arg(_1_zcj[2rr]z arg( 1= ) _1_2‘3][21'r]
2, —2Z Z;—24 Z5~2 25—

2 2

2

2) a) Ze 2 9

= arg 22‘3—42 [2m]=arg [%J[ﬁ'r] = 0[2m]

(z.-2)
d'ou la droite (AB) porte la bissectrice intérieure de I'angle ICJ.
3) a) K est le centre d'un cercle passant par | et J donc K appartient a la médiatrice du segment [lJ].

La médiatrice du segment [IJ] est I'axe des ordonnées.
b)+ (Me(C)) & KM=K o |z—iy|=|1—iy|<:>(\z—iy|2=\1—iy\2 )
= (z—iy)(f+iy) = (1-iy)(1+iy)
= zE+iy(z—E)+y2:1+y2
= zE+iy(z—E)=1.
) Ac(C) © zZ+iv(z-Z)=1e — L4y | - = |-1
124 17 24 z, 2, z, Z

= 22.1?2 (1+iy (g—zz)):hry 2,2,+iy(2;-2,)=1< Be(C).

J3

= . : .

e L s L. y

4)a) z, = 2 e &, Voir figure. i \
b) La droite (AB) porte la bissectrice / N/

FA
intérieure de I'angle 1CJ. TS /\
La médiatrice du segment [AB] est | i /
la perpendiculaire en C a la droite . / ,
(AB). |
c) Les points A et B sont les points \ P
d’intersection du cercle (C) avecla - 'r : /

droite (AB). (OA>OB car |z, >1.) g
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Exercice 4
X2
A) 1)a) lim —=0 et lim In(x)=—cdonc lim f(x)=—c.
x—0 1 x—0" x—0"
La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a (C; )
2

b)« lim f(X)=+wocar lim ——— lm x=+oet lim In(x)=+x.
X+ X—to X+1 x>t X—>+o0
e im0 i 2wm@—"wx+n.(pmﬂx=’Qqu:h%xﬂ—kﬂx+ﬂ:2Mx—hﬂx+ﬂ)
X—+o X X—>+0 X X
*  lim In(x) =0,
X—=4oo X
o tim DOy MO Xt 0D g o i (xa ) — oo et tm Mg
X—+o X X—+o  X+1 X X—+o X+ X—>+4o0 X—+w X
d'ou lim m= 0.
X—+oo X

La courbe (C;) admet au voisinage de +» une branche parabolique de direction celle de (OT]

2) a) Pour tout x >0,

2 X 0 +
fu)=mﬂf—}=2mx—m@+ﬂ. o0
x+1 f(x) +
D'ol f'(x):g— 1 _ Xtz f +00

X X+1 _x(x+1)'

b) Tableau de variation

c) La fonction f est strictement croissante sur [0,+ <[ donc f est une bijection de ]0,+ oo sur f(]0,+o[).

De la continuité de f sur |0,+ o[ et des égalités limf = - et limf = -+ on déduit que f(]0,+oc[) =R
'D+

3) a) On trouve x'=

2
a8 oy Ao _2_ 1V
2 a 1+/5 2
Soit M(x,y) un point du plan.
x>0 {ﬁ;o JX>0,
c(C)n(Of) e (Y= o (Z==1 & x*=x+1
. _0 \x+1 l _0
’ y=0 Y=
' . . . : 145
Donc la courbe (C;) coupe I'axe des abscisses en un seul point A d'abscisse a = —
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d) T:y=f'(a) (x-a)+f(a).
2
fla)=0 et f'(a)= Hye B 7 puisque a® =a+1, d'on'(a)zlJri

afo+1 ad a g3
Par la suite T : y:[l+i (x—a).
(8} G(S

e) B[O,—1—izj et [1+i3j(0—a)=—1—i2 alors Be (T).

a

a a 0]

4)a)et b)

B) 1) a) Soit x 21 et t[1,x],
*x1 <t <x et n> 1 alors1 < t" < x" or fest strictement croissante sur [1 +oo[

donc (1) < f(") < f(¢) dou j n[%] dt < If(t")dt If(x)dt
Donc pour tout x>1, ln[ J( 1) < G,(x) < (x )(x—1).
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b) G I f(t") dt. On intégre par parties:
"+2

] iy gt _ t"+2
I A O R Y

Donc Gn(x):[tf(t“)}:—nr ! +?dt:xf(x”)—f(1)—nf [1+tn1+1]dt

n
Posons t

t" +
X
~xf(x —|nfj - [ et
\2 1t +1

Autrement : vérifier 'égalité de deux fonctions (ont la méme dérivée et coincident en 1).

2)a)a>1donc Ya >1
D'aprés B)1)a) : |n[%j (%-1) < G, (%) < f[(%)nj(%_ﬂ.
1 |

1
or lim Ya=1 ;(%zaﬁzeﬁmq) et f[(%)nlzf(a)zo

N—>—+aw0

D'aprés le théoréeme de comparaison des limites [m G, (%): 0.
N—+w0
el nln(c:) x
c) lim Vo m &, In(a). Or lim — In(a) 0 et Ilme -1
no+o 1 no+o 1 N—>+% N S0 x
— — In(G)
n
Par la suite ‘/_ =In(a).
N—»+co

*lim Q/Eff(Q/E)"]: lim Yo f(a)=1x0=0
n—+4ow \ n—+o
. n _
“gim n(VYa-1)= lim Va ! in(a).
N—+a N—-+o 1
n .
. 2
D'ou Ilim J, =-In(—= )—In(a):ln[—}.
N—>+o0 a
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REPUBLIQUE TUNISIENNE Epreuve | MATHEMATIQUES

MINISTERE DE L'EDUCATION : —
% % % ¥ ¥ Section : Mathématiques

EXAMEN DU BACCALAUREAT Durée ' 4 h Coefficient : 4

__session 2016 Session principale

Le sujet comporte cinq pages numérotées de 1/5 a 5/5
La page 5/5 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 (5 points)
Le plan est orienté.

Dans la figure 1 de 'annexe jointe, ABC est un triangle direct, rectangle en A et tel que AB < AC.

La médiatrice du segment [BC] coupe les droites (AB), (AC) et (BC) respectivement en E, F et G.

1) Soit f la similitude directe de centre A et telle que f(B) = F.
a) Déterminer I'angle de f.

b) Montrer que l'image de la droite {BC) par f est la droite (GF).
c) Déterminer f(C).
2) Le cercle % de diamétre [BC| et le cercle % de diametre [EF] se coupenten A et H.
a) Montrerque f(%) = %.
b) Soit | = f(H). Construire le point |.
c) Montrer que le quadrilatére HEIF est un rectangle.
d) La droite (FI) coupe la droite (AE) en un point J. Montrer que f(F) = J.
3) Soit g la similitude indirecte de centre A et telle que g(B) =3
a) Montrer que g= S[AC} of.
b) Soit E =f(E). Montrer que E’ est un point de la droite (AC).

c)Soit F = g(F) et H= g(H). Construire limage par g du rectangle FHEI
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Exercice 2 (3 points) _
On considere dans 'ensemble C I'équation (E) : z° - (1+2i)m z — (1-i)m? = 0, oU m est un nombre
complexe non nul, d'argument 6 € ]0,x].
1) a) Résoudre dans C I'équation (E).
On note z, et z, les solutions de 'équation (E).

b) Montrer que ( z,z, est un réel strictement positif )  si et seulement si (e:F J

Dans la suite de I'exercice on prend 6 = %E

2) Veérifier que z,z, = |m|* V2.

J{ 5

3) Soit t un réel strictement positif et m= E e'"‘f. On se propose de construire les points M, et M,,

images des solutions z, et z, de 'équation (E), correspondant au nombre complexe m.

Dans la figure 2 de I'annexe jointe ,(O, G,G) est un repére orthonorme direct ;

J2

B et C sont les points d’affixes respectives g et t;

E estle point d’'intersection du demi-cercle %~ de diamétre [BC] avec l'axe (0,\7].

a) Montrer que OE? = OB.OC.
b) En déduire que |m| = OE.

4) a) Construire le point A d'affixe m.
b) En déduire une construction des points M, et M,images des solutions z, et z, de I'¢quation (E).

(On convient que |z,| <|z,|).

Exercice 3 (4 points)
1) Soit a un entier tel que a=1 (mod 24) et a=1 (mod 5“). Montrer que a=1 (mod 10“).

2) Soit b = (921?)4. Montrer que b=1(mod 5) et b =1 (mod 24).

3) Pour tout entier naturel n, on pose b, =b® —1.
a) Montrer que pour tout entier naturel n, b, ,; = (b, +1)5 -1.

b) En déduire que pour tout entier naturel n, b, =b} +5b +10b2 +10b? +5b,.

4) a) Montrer que si 5™ divise b, alors 5™2 divise b?.
b) Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, b, =0 (mod 5’”1).

5) a) Montrer que (9217)500

b) Montrer que (9217)* = 1 (mod 10000).

c) Trouver un entier dont le cube est congruf@®MZ 7 modulo 10000 .
2/5
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Exercice 4 (8 points)

A) On considére la fonction f définie sur ]0,+oo par f(x) =

%

On note (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormeé (OT]}

1) a) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement.

x—0"

f
b) Calculer lim f(x) et lim _“(x_) Interpréter graphiquement.

X—r+o0 X=>+00 X

: (\/;c —1)(-3‘/E
2) a) Montrer que pour tout x € |0,+e0[, f(x) = - e
X /X

b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Tracer la courbe (Cs).
3) Soit A un réel de ]0,1[.On désigne par S, l'aire de la partie du plan limitée par (C;), Faxe des
abscisses et les droites d'équations x=1 et x=1.

Calculer S, en fonction de A et déterminer lim S,.
A—0*

B) 1) Soit g, et g, les restrictions de f respectivement a chacun des intervalles 10.1] et [1,-+o].
Montrer que g, réalise une bijection de [0,1] sur un intervalle | que I'on déterminera et que g,
réalise une bijection de [1,+<[ sur l'intervalle .

2) Soit n un entier naturel non nul.
a) Montrer que I'équation f(x) =e + ;:- admet dans |0, +«o[ exactement deux solutions notées

a, et B, tellesque 0 < a, < 1 < B,

On définit ainsi, pour tout entier naturel non nul n, deux suites réelles (o) et (B,)

b) Montrer que les suites (o, )et (B, )sont convergentes et déterminer leur limite.

Jx (f(x)—(e+%)) six >0

1 six=0.

3) On considére la fonction h définie sur [0,+co[ par h(x) =

On note (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (OT])
a) Montrer que h est continue a droite en 0.

b) Déterminer le signe de h(x) pour tout x € [0,+0].
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4) Soit H la primitive de h sur [0,+e0| quis’annule en 0.

"ot J
a) Justifier que les fonctions u : xn—aj eVldt et v:xm 2+2(J§ ~1) e"* sont continues sur [0, +o]
0

et dérivables sur ]0,+].
b) Montrer quepour tout x >0, u(x)=v(x).
c) Donner I'expression de H(x) pour tout x & [0, o]

5) Soit A, l'aire de la partie du plan limitée par (Ch), 'axe des abscisses et les droites d'équations

x=0etx= B,. Montrer que lim A,= 2—%6.
Ti—=p-+00
Page 81
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Corrigé de I’épreuve de mathématiques du baccalauréat
Section : Mathématiques

Session principale 2016

Exercice 1

1)

2)

3)

a) 0= (EH){%‘E] = g[Zn],

b) On sait quef (B) =F et (GF) L (BC) car (GF) est la médiatrice de [BC], on en déduit que
I’image de (BC) est (GF).
¢) Puisque f(A)=A et (AB) L (AC) donc I"image de (AC) est (AB).

C e (BC)N(AC) donc f(C) e f ((BC)) T ((AC)) donc f(C) e (GF)n(AB)={E}.
Tl en résulte que f(C)=E.
a) Le cercle &; est de diametre [BC] donc son image par f est le cercle de diamétre[f (B)f (C)],
or f (B) =Fet f (C) = E, il en résulte que I'image de £, par f est le cercle de diametre [EF].
Ainsi £(£))=0,.

b} (Voir figure)
c) Les points T et H appartiennent au cercle{, de diametre [EF] privé de E et F donc

ElF = EHF = g , de plus les points A et F sont deux points de I’arc orienté TH \ {T,II} situé sur&,
donc (E, ﬁ) = (@, Kl)[Qa‘c] = %[21!], Ainsi le quadrilatere HEIF admet trois angles droits donc

¢’est un rectangle.
d) Fe(AF)n(HF) donc f (F) e f ((AF)) ~f ((HF)) donc (AE)(IF) = {
Il en résulte que f(F)=1.

1.

a) S(zcy ot estlacomposée d’une symetrie orthogonale (similitude indirecte) et d’une similitude
directe donc ¢’est une similitude indirecte
Siac) °T(A)=A=g(A)
de plusqS sy o (B) = F=g(B) . on en déduit que g =S ) = f.
lAiB
b) Le point E € (AB)donc

E'~ e(E) e 2((AB))  (AF) = (AC),
¢) Voir figure.
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Exercice 2

1) a) A=(1+2i) m® +4(1-i)m? = m?. Soit 8= m.

z-,=(1+2i)m_m=im Z.2=(l+21)m—m

0[2 arg(z,) +arg(z,)=0[2
b) (z,z, est un réel strictement positif) < [ ( 22 ) I] = J e (ZI ) e (22 ) [ 'n:]
loc]on o< o]

3
Jze+f+£so[2n] 20 = — [ 2x] J =——+1m ke? Sm
2 4 = 1 | 0=—.

=N le e 0. 6e lo.7] lg o, TE[ 8

= 111(l+i).

Am oW .
2 2y, =mii(1+1) = e 4 €22t = |mf’ V222 = fmf’ V.
3) a)Le point E € & {'B, C}- donc le triangle BEC est rectangle en L et les triangles OCL et OLB sont
rectangles en O.

= tan (OEC] = colan I OEC | =cotan (BEO) = % .1l en résulte que
2 _ OB

Wy

OC OE
OE OB

< OE? = OC.OB.

Sn
b) D une partm = £e 8 donc|m|= Vi d’autre part OE* = OC.OB = t% donc OF =

2 EPN
I en résulte que ‘m‘ = OE.
4) a) Voir figure.

S5

i
it
a) Onaz, =m ('I +i)= J2e *m, il en résulte que M, est I'image de A par la similitude directe de

centre O, de rapport J2 et d’angle %

s

l
7; =im=e 2m, il en résulte que M, est I'image de A par la rotation de centre O et d’angle 5'
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Exercice 3

a = 1{mod2*

I) Ona donc T —1= O(mod 54) ;onendédnitque a—1= O(mod PARY 54) ou encore

azl(mod54) 2t st
AST =

a=1 (mod 1 04).
2) 9217 =2(mod5) donc b =(9217)" =2*(mod5) = 1(mod5).
9217 =1(mod2*) donc b=(9217)" =1{mod2*).

3) a) Pour tout entier naturel n, b,,, =b”" —1:(b5" )5 —1=(b5" —1+1)5 ~1=(b, +1)’ -1.
b) En utilisant la formule du bindéme,
boyy = (b, +1)° =1=b] +5b% +10b2 +10b2 +5b, +1-1=b3 +5b +10b3 +10b2 +5b, .
4y a) Si 5™ divise b, alors il existe un entier k tel que b, = 5"k, il en résulte que
b) = (5” . k):-1 = 5"19K5 =512 (54" P l{S) ce qui prouve que 5" divise b’ .
b) Vérification pourn=0. by =b-1= U(modﬁ) Vrai (D aprés 2)
Soit n un entier naturel. Supposons que b, = O(n‘mdS"Jrl ) et montrons queb, ., = O(mod S"+g) :

Puisque b, zO(modS““)c’cSt-ﬁ-dire 5" diviseb, doncS"*? divise b2, 5bi. 10b2, 10b2 et 5b,_, il

n?

en résulte que 5" diviseb? +5b* +10b] +10b> +5b, =b,,,. D’ou le résultat.

n

5) a) D’aprés 4)b) et pourn =3, by =b'> —1=9217"" —1=0(mod5" )done (9217)" =1(mod 625).

b) D’aprés 2) b=(9217)" =1(mod 2" )donc b =(9217)"" =1(mod16).

00

Ainsi (9217)™ =1(mod16)et (9217)™" =1(mod 625)d’apres 1) (9217)" = 1(mod10000).

301

¢) onsait que (9217 =1(mod10000) donc (9217)"" =9217(mod10000), il en résulte que

3 _ :
((9217)167) =9217 (moleOOO) ou encore le cube du nombre (921 ?)1(7 cst congru a 9217
modulo 10000.
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Exercice 4

A.

1)

2)

3)

2)

a) lim f{x)=-0. La droite x =0 est une asymptote a (C ).
x—0'

f Jx Jx
b) Iim f(x):+ooct lim (X) = lim ¢ lim ¢

X —>+e0 X >0 X —»tar X\/_ X 4w (\/—)3

= +c0, (Cr ) admet une branche

parabolique infinie de direction celle de (O:j) en oo,

GJ;\/— E‘,J:
FN R O e

a) La fonction f est dérivable sur |0,+oo[ et f (x)= X —

X 2}(\/;

b) Le signe de f'(x)est celui dex — 1= — 1

Jx 41 :

0 1 +o0

X
£'(x) - 9 .
f(x) +°0\e’//v+°0

¢} Voir figure.

s, =[° dx—2fzj/__dx=2[e"q:|;=2(e—e}”)ua. |

Ah_)nt;lS‘—jlglg2(c—e)—2((:—'1). N

La fonction g, est continue et strictement décroissante sur ]0 l] donc elle réalise une bijection de ]O l]

sur g, (]{J,l]) = [e, +co[.

La fonction g, est continue et strictement décroissante sur [l,+&0[ donc elle réalise une bijection de
[1,+o0] sur g, ([],+oo[) =[e, +oo].

1

ay La fonction g, est une bijection de ]O,l] sur [e, +00[. e+—€ [e,+00[ donc I’équation g, (x) =e+—
n n

admet une solution unique e, € [0,1], or g, (1) =e=ec+ L it en résulte que o, €]0,1[.
n

La fonction g, est une bijection de[l,+oc[ sur [e,+o0[. e+ L [e,+o0[ done I'¢quation g, (x) =e+ 1
n n

. . _ [
admet une solution unique, € [L_ +00[. or g,(l)=e#e+— ilenrésulte que B, € ]l_,+00[.
n

. , . 1 .
Conclusion : L."équation f (x) = ¢+ — admet dans ]0, +oo[ exactement deux solutionsa, et B,

n
telleque O <o, <1<p,.

! i Iime+—-=
b) Onsaitque g, (a,)=e+—<a, =g/’ [e+—] .Orq">= I donc lim a =1

. - . —>+an
n n llmg]l(x):l n
X=e
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] 1
1] Iime+—=e

. 1 _ .
De méme on sait que g, (B, )=c+—<a, =g5' [c+— LOrgn=== N done lim B, =1.
n n 11m g;l (X) _ l n—-ton
3) a) lim h(x) = lim /x f(x)—[chlj\;‘x i —[c+l]\/x =1=h (0) donc h est continue 2
1—0" x—0" n x— n

droite en 0.

b) Pour toul x E[O,+OO[.h(x) =0 x=00u f(x) = e+l oS x=0o0ux=a,0ux=p,.
n

X 0 o, B, +0
h(x) 9 *o - ¢ ¢

est continue sur [0+oo[ et Oe [0, +0<t-[ donc la fonction u est la primitive de la

4) Vx

) a)La fonction x —= eV~

Jx

fonction x —e

]0, +ao[ .

qui s’annule en 0, il en résulte que u est continue sur[O, +oo[ ct dérivable sur

¥

Les fonctions x > e¥¥et x > \/; —1sont continues sur [0, +oo[ et dérivables sur ]0._ +oo[, il en résulte

que la [onction v esl conlinue sur[(), +oo[ el dérivable sur ]0,+oo[.

Ko (Vx -1
b) Pour tout x € ]0,+oo[, u'(x) = eV et v'(x) ¢ ( )e“’; s

KK

1 en résulte que pour tout x € J0,+<c[, u'(x)=v'(x) par suite pour tout x € |0,+o,

u(x) = V(X) +cob ¢ est un réel, or les fonctions u el v sont continues sur [U,+oo[ donc
u(X) = V(X) + ¢ pour tout X € [O,+00[ et comme u(O) = V(O) =0doncc=0.
Ainsi u(x) = v(x) pour tout x [0, +o0[ .
. 1 . J N 1 .
f - — | ( oV — - s )
0 Pourtoutxe[O,m[,ll(x):J\/; (x) \/;[HHJ six>0_Je \/_[chnJ %1x>(,
11 six=0 1_1 six=0

on en déduit que pour tout x € [0,+oo[,h(x) = e x/;{e + l) par suite pour tout x € [0,+o0],
n
K 1)¢ex B Y ) 1 X
()= el es L) o= 2 2(V-1)e -2 e L]
202V -1)e S er Lk,
3 n

5) A, = jf [h(x)[dx = | "h(x)dx +j; h(x)dx =2H(q, ) —H(B, ).

lim A, = lim 2H(c, }-H(B, )

n—s+an 11—t
i 20 e D20 e L2 e
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REPUBLIQUE TUNISIENNE Epreuve : MATHEMATIQUES
MINISTERE DE L’EDUCATION on - Mathé o -
3k 3 3% 3% % Section : Mathematiques
EXAMEN DU BACCALAUREAT Durée : 4 h Coefficient : 4
\ sessioN 2016 Session de contrdle

Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 a 6/6
L.es pages 5/6et 6/6 sont a rendre avec la copie.

Exercice 1 (5 points)
Le plan est orienté.

Dans la figure ci-contre ABCD est un rectangle direct de centre O

AOID et OCID sont deux losanges. Le point J est le milieu du
segment [CD]et le point L est le milieu du segment [BC].

1) Soit R la rotation de centre | et d'angle g- 29 -
a) Déterminer R(O) et R(D).

b) Montrer que R(A) =B. °
2) Soit g = Sy © Sy 0 Sppy- A

a) Vérifier que g(A) =C et g(D) =B.

b) Donner la nature et ies éléments caractéristiques de g.
3) Soit h’homothétie de centre le point C et de rapport % etonposegp=Roho g‘1.

a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte de centre C.
b) Soit K le milieu du segment [IC]. Montrer que ¢(B) =K.
¢) Montrerque o =h o S(AC).

4) Déterminer I'image par ¢du rectangle ABCD.

/6
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Exercice 2 (4 points)

Dans le plan muni d’'un repére orthonormé direct, on désigne par(E) l'ellipse d’équation :x* + 9 y’= 9.

Dans la figure 1 de I'annexe 1 jointe, (C,)est le cercle de centre O et de rayon 1, (C,)est le cercle de

centre Oet de rayon3, Nest le point de coordonnées (cos9 , sinB). P est le point de coordonnées

(30059 : 3sin8), ol 0O est un réel appartenant a ]0. g[

1) Soit M le point de coordonnées (3cos , sinb).
a) Verifier que M est un point de l'ellipse (E).

b) Placer le point M.

c) Justifier qu'une équation de la tangente T a (E) en M est x cosf + 3y sing = 3.
2) Latangente T a (E)en Mcoupe I'axe des abscisses et 'axe des ordonnées respectivement

en Het K.
a) Determiner les coordonnées des points H et K.

9 1

b) Montrer que HK? = + :
) d cos’0 sin’0

3) Soit f la fonction définie sur ]O, %{: par f(0) = HK?.

cos® 0 + 3sin’0
cos’0 sin®0

a) Montrer que pour toutSE}O, g[ f(6) =2 (4sin’0 - 1)
b) En déduire que la distance HK est minimale si et seulement si 6 =g.

c) On désigne par D le point de l'ellipse (E)correspondant ao = g

Construire le point D ainsi que la tangente en ce point a l'ellipse (E).

Exercice 3 (4 points)
Soit a un entier naturel non nul et premier avec 5.

1) En utilisant les restes possibles de la division euclidienne de a par 5, montrer que a* =1 (mod 5).
2) Soit p et q deux entiers naturels non nuls tels que p<q etq=p (mod4).
a) Montrer que a% =a” (mod 5).

b) Montrer que a% =a° (mod 2).
c) En déduire que a® =a” (mod 10).

2/6
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3) Soit dans Z x Z I'équation (E) : 25 x-21y=4.

a) Veérifier que (1,1) est une solution de (E).

b) Résoudre dansZ x Z I'équation (E).

c) En déduire 'ensemble A des solutions de I'équation (E) dans N x N.

d) Soit(a,) un élément de A. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et premier avec 5,

n* et n”ont le méme chiffre d’unité.

Exercice 4 (7 points)

~In?x
X

5

Soit f la fonction définie sur [F;JE eV ] par f(x) =

On note Cssa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (O, i, j).

1) a) Montrer que lim [M] =e 2,
x — V2

K—e 2

b) En ecrivant

_ ] , montrer que Iim
x —eV2 Xv/2 —In?x x e x-xe¥2)~ \ X —e¥2

%) =—(lnx+\/§) 58 | [f(x) ]Hx,

interpréter graphiquement le résultat.

3

c) Montrer que f n’est pas dérivable a droite en € ™.

2) On donne, ci-dessous, le tableau donnant le signe de f (x) le signe de f'(x) et les variations de

la fonction f. X o ; B
a e

L I I S A

Justifier queles points C et D, de coordonnées respectives (a, f(c)) et (B, f(B)), sont deux

points d'inflexion de Cs.

3/6
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3) Dans la figure 2 de I'annexe 2 jointe, (O, i, estun repére orthonormé direct ;

A et Bsont les points de coordonnées respectives (JE 0) et (—JE 0);

C et D sont les points de coordonnées respectives (o, f(a)) et (B, f(B)):

I" est la courbe représentative de la fonction exponentielle.

a) Construire les points de C; d'abscisses e"E, el et e‘ﬁ.
b) Tracer la courbe ¢, dans le repére (O, i, j).

4) Soit g la fonction définie sur [—%‘ﬂ par g(x)= sinx.

a) Montrer que la fonction g réalise une bijection de[—-},ﬂ sur {-%%}

On note h sa fonction réciproque.

b) Montrer que la fonction h est dérivable sur{- et que h(x) = T
- X

J2 J‘] 1
, : —_— 1 _ofInx
c) Soit ula fonction définie sur [e .e:| par u(x) = h{ﬁ]
Montrer que pour tout x € (e“,e], u’(x) = _HLJ
5 x+/2—-In?x

.
d)En déduire que _[ .

14
eixy2-In>x 2

5) Soit A I'aire de la partie du plan limitée parC;, I'axe des abscisses et les droites d’équations

x=e | et x=e.

2
a) Montrer que A= 2 I —-—IQ-—{———] dx
2—-In%x
In2x 2
b) Vérifier que pour toutx el e’ e |, = - f(x).
) wep [ ] xv2-In2x  x+/2-In2x )

c) En déduire la valeur de A.

4/6
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Annexe 1 (a rendre avec la copie)

(C,)
P
2 4
(,) N
1 0
2 0 E 2
-2 4
g
Figure 1
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Annexe 2 (a rendre avec la copie)

Figure 2
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Corrigé de I’épreuve de mathématiques du baccalauréat
Section : Mathématiques

Session de controle 2016

Exercice 1

1)

3)

4} On sait que OCID est un losange donc DI = DO et OIDA est un losange donc IO =1D, il en
ID =10

résulte que DI = DO = Ol par suite le triangle DOI est équilatéral donc l(_ _.) P ce qui

ID,I0 )= —[27]

3

prouve que R(D)=0.

Le triangle DOI est ¢quilatéral et J est un centre de symétrie du losange OCID donc OCI est un
10=1C

(ﬁ, f) = %[27{]
b) Le triangle DAO est équilatéral direct (Le symétrique de DOI par (DO)) de donc son image par R
est un triangle équilatéral direct (Le symétrique de COI par (CO)) el puisque R (D) =0, R (O) =Cel

triangle équilatéral donc cc qui prouve que R(O) =C.

le triangle OBC est équilatéral direct donc I'image du triangle DAO par R est le triangle OBC, on en
déduit que R(A) =B,

a) g(A)= S(OL) ° S(Ol) ° S(AD) (A)= S(OL) ° S(Ol) (A)= S(OL) (B)=C.
g(D) = S({)L} - S(c)l) v S(AD) (D)= S[(_)L) “ S(_(_n) (D)= S(()L-) (C)=B.
b)g= S(OL} o S(O” o S(‘,\D) = S({-}L} olyni = S((}L,) ol el pulsque DC est directeur de (OL), il en
résulte que g est une symétrie glissante de vecteur DC et d’axe (OL).
a) ¢ estla composée de deux similitudes directes (R et h) de rapports respectifs 1 et % et d’une

o L - o .. 1 1
similitude indirecte ( g l) de rapport 1 donc ¢ est une similitude indirecte de rapport 1x 3 x1= 3

donc clle admet un centre et puisque p(C)=Rhog '(C)=Roh(A)=R(0)=C, on en déduit que
Cestlecentre de .

b) ¢(B)=Rohog™'(B)=Roh(D)=R(J)=K.

c) hoS§ AC) est la composée d’une similitude directe et d’une symétrie orthogonale (similitude

indirecte) donc ¢’est une similitude indirecte

he S(ac) (C)=C=9¢(C)
de plus<h= S(AC.) (B) = h(I) =K= (p(B) , on en déduil que ¢ = he S(AC)'
C#B
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4) Soit D’ le milicu de [OB]. ABCD est un rectangle donc son image par ¢ est un rectangle
{‘P(A) =hoS(,)(A)=0
- (p(B) =K et OKCD’ est un rectangle, il en résulte que I'image du rectangle ABCD
LD(C) =C
pal ¢ est le rectangle OKCD’.

Exercice 2

1) a) (3cos 9)2 +9(sin 9)2 =9(cos 9)2 +9(sin 9)2 =9 donc M est un point de (E).

JKM =Xp
1_.‘/.\4 = YN
¢) T:3(cosO)x+9(sinB)y =9 < xcosB+3ysin6 =3,

b)

[s=0
Xcos0+3ysinf =3
|

2) a) H(x.y)e Tn(0.i) <

y = 0 :

o J 3 il en résulte que H( 3 ,0].

]x = cos9
cos9

[x:(] x=0

) —
1x0()58+3y5m8=3 y =

L N\2 2
b) HK? = 3)+[l = 9,) + lﬂ.
cos 0 sin© cos” 8 sin“ O

3) a) Lafonction f est dérivable sur }O, g[ et

K(x, y) ET(‘\(O,]) = o

. ]
1 ,ilen résulte que K[O,—].

sin0

["(H) _ 18cos0sin0  2cos0sin0 _ 18sin* 0 —2cos* 0
cos? 0 sin 0 cos” Bsin” O
b) Le signe de f'(@) est celui de 4sin” 0 —1= (2sin8 —-1)(2sin6+1).

3sin® 0 +cos? 0

=2(4sin” 0 -1 : :
( ) cos” Osin” 0

J’r’(e) =0 J'Zsin(] -1=0

le e }0,%[ < lo e }o__ %[ 0=
’ T
6
£'(0) _ c? "
£(0) +OO\]6 /jm

A

o] A
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[>’aprés le tableau de variation HK

.. . . T
est minimale si et seulement s1 6 = E

c¢) Voir figure.

Exercice 3

1} Soitrle reste de a (mod 3). T— I
On a a est premier avec 5, donc r e 1 2,3, 4f or rA5=1et5 est premier doncr* = l(mod 5)

Puisquea® =1 (mOdS) , il en résulte quea® = ]_(m.OdS) :
2)a) q= p(mod4)etp <ge=gq=4n+p,nelN.
a? =a*"" (mod5)=a™.a" (mod5)=a’ (mod5).
b) Soit r le reste de a modulo 2, donc re {0 'l}
Si r=0alors a® =al = 0(m0d2)et si r=1lalors a’ =a" = 1(1110d2)
On en déduit que a" = a“ (mod 2)

aP —a%= U(m()d 2)
Jap =a' (m()d 2)

c)Ona donc {af —a% =0(mod5), on en déduit que a” —a" = 0(mod 2x5) ou
131’ = a9 (mod 5)

2A5=1

encore af =a(mod10).
3) a) 25x1-21x1=4.

b) 25x - 21y =25x1-21x1 donc 25(x—1)=21(y—1)(*)
25divise 21(y -
25A21=1
En remplacant y dans (*), on obtient x =21k +1,k € Z.

Ainsi S,,, ={(21k+1,25k +1),k  Z}
¢) A={(21k+1,25k +1),k e N}
d) =21k +letB=25k+1,k e N, donc B—a =4k on déduit d’aprés 2) que n® =nP (mod10).
Exercice 4

1) donc 25divise(y—1)donc y =25k +1.k e Z.

V2

1} a) Lafonction v:x > Inx estdérivable sur ]O, +oo[ en particulier ene™~ , il en résulte que
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fim —(ln X +\/E)

f(x) _
x>(e") xy2-In*x

b) lim = lim .
A—)(e"i) X — E‘,ﬁ ‘\—>(e‘5) X\}Z — ]_[’]2 X
lim [MJ = e_\r

2 . .
, il en résulte que
wo{c?) V2

= —ocet

V2

XxX—=¢

_(]nx-i-\/z) (Inx—ﬁ} or

X—€

i f (x) »
m = m .
() x—e¥? x>(e®) xy2-In*x

V2

V2

X—c

~(Inx++/2) [mx—ﬁ

J =—w0. La courbe (C [ ) admet au point

d’abscisse e¥< une demi-tangente verticale.

lim
¥ V2

Xx—e

0 ﬁm-(@J: . \-'(X)—\-'(e"ﬁ) :V’(e.—\ﬁ):L— 2

X—e © Xx—e

f(x)

lim ———== lim .
x—»[_e“"g)l }(_—C_“'{E X—r[_e“g) xv2-1In?x \
droite en e_‘ﬁ.

2) La fonction f est dérivable respectivement en o et B de plus f” s’annule respectivement en o et

~(lnx-+2) [mﬁﬁ'

5 ] = 400, 0n cn déduit que fn’cst pas dérivable a

X—=c

en changeant de signe donc les points C et D sont deux points d’inflexions de (C; ).

3) a) Voir figure,
b) Voir figure.

S ‘s T ' . .
4) a) La fonction g est dérivable sur [—ZZ} et g (x) =cosx >0 donc g est continue et strictement

. T . . N T
croissante sur | ——,— | par suile elle réalise une bijection de 1 sur

EHAEIONES

g est strictement coissante sur [—%,%}
b) <g est dérivable sur —E,E donc h est dérivable sur g —E,E = —Q,ﬂ .
4 4 4 4 2 2
T 7
"(x)#0sur|——,—
) [ 5 4}
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{ V2 \E} 272
TRXE| s H
2 2 { T n} 2 2
ye|——,—
[ (s TE} 4 4 [ i ‘J’E}
ye|— 77 e
: 4 4 siny et x de méme signe _ 4 4

On en déduit que h’

B 1
N ey

¢) La fonction u est dérivable sur [e_l,e] et u'(x)= h'(

\EX l_lnzx \EX xx}2—ln2x'

d | m x=[u(x)]". =u(e)-u(e 1)=t{§}—h[—§}=g.
s,

Jnx} 1 1 1 1

5 @) A=[ f(x)ax=],

2 _ —Inx
u(x)=v2-In"x  (|y(x)=——
On posc i - () xv2 —1In” x
v (X):; v(x):lnx

dx—7+j

A:[ 2—]n2xlnx} +
I X2 —In%x xv2—ln X
V2-In®x _ 2-1In’x 2 In’x

, 1l en résulle

b) Pour toul x e [e_l,e], f (x) -

X _X\/Z—lnzx _X\/2—'ln2x X\/2—1n2x
que In® x = 2 —f(x)
xv2-In?x  xv2-In?x
c) A= 2+I In” x dx—2+J j (x)dx =2+7—A , il en résulte que

xv2—In*x xv2

2A=m+2 ouencore A= [g + l)ua.
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Exercice 1 (5 points)

1) a) Résoudre dans C I’équation (E ): 72 -2z+4=0.

b) Déterminer une écriture exponentielle de chacune des solutions de (E).

2) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (O, ﬁ, ;}) , on considére le cercle (I) de centre O et
de rayon 2 et le point A d’affixe 2 .

i 4
Placer les points B et C d’affixes respectives 2e 3 et 2e 3.

3) SoitBe ]—n‘,n] et M le point du cercle (1) d’affixe 2¢°

7
{ n
il O+--
=2 L3

On désigne par N le point de (') tel que(:();ﬁ, E‘)ﬁ) 3 [27r] . Justifier que N a pour affixe 2e* /.

; ; n
4) Soitr la rotation de centre A et d’angle —.
3

P 1o LT

i i~
a) Vérifier que la rotation r a pour expression complexe : z'=¢e 3z +2-2e 3.
b) Soit F et K les milicux respectifs des segments [BM] et [CN]. Montrer que r(F) =K.
¢) En déduire la nature du triangie AFK.

5) a) Montrer que AF?=4- 243 cosLB + :g} .

b) En déduire I’affixe du point M pour laquelle AF est maximale et construire le triangle AFK
correspondant.

Exercice 2 ( 4 points)

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC tel que (E,Ké) = —723[21:] et (Bﬁ,ﬁ) = 2[27«:].

1) Soit f la similitude directe de centre A qui envoie B sur C. Déterminer ’angle et le rapport de f.
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2) Soit g la similitude indirecte de centre A qui envoie C sur B.
a) Déterminer le rapport de g.

b) Déterminer I’axe Ade g.
¢) Soit D le point défini par AD = %EE

Montrer que g(B) = D et en déduire que [BD) estla bissectrice intérieure de I’angle ABC

3) a) Montrer que fog est une symétrie axiale et préciser son axe .

b) On pose D'=f(D) . Montrer que D' est le symétrique de B par rapport a A.

4) La bissectrice intérieure de 1’angle CAD' coupe la droite (CD") en un point J .

Soit I le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. Déterminer f(1).

Exercice 3 ( 4points)

1) On considére dans Zx Z 1’équation (E): 47x+53y=1 .
a) Vérifier que (—9, 8) est une solution de (E).
b) Résoudre I’équation (E).

c¢) Déterminer I’ensemble des inverses de 47 modulo 53.
d) En déduire que 44 est le plus petit inverse positif de 47 modulo 53.

2) a) Justifier que 45°% =1 (mod53) .

51 06

b)Déterminer alors le reste de 4 modulo 53.

k=105

3) Soit N=1+45+45"+..+45% = %" 45
k=0

a) Montrer que 44 N =10 (mod53).
b) En déduire le reste de N modulo 53.

Exercice 4 (7 points)
I- Soit f la fonction définie sur [0, 7:] par f(x)= "
On désigne par (C;)la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,E,_j) .

1) a) Déterminer la dérivée f'et dresser le tableau de variation de f sur [O. rc].

b) Montrer que la droite A:x = g est un axe de symétrie de la courbe (C;).

c) Soit (T)la tangente a (C;) au point d’abscisse 0.
: 7 . Page 10}
Justifier que (T)a pour équation y ="X+1.
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2) Soit la fonction g définie sur [0,1] par g(x)=e*V1- x* =1,
On donne ci-contre le tableau de variationde g .

a) Justifier que I’équation g(x)=0 admet dans
Iintervalle ]0,1] une solution unique .

b) En déduire le signe de g(x) sur [0,1] :

3) On se propose de déterminer la position relative de (C,)et de

sa tangente (T) au point d’abscisse 0 sur [0,%] ;

Soit la fonction h définie sur| 0, g] par h(x)=e""% —(x+1).

a) Vérifier que pour tout x €| 0, gjl , h'(xX)=g(sinx).

b) Montrer qu’il existe un unique réel P dans [O, g} tel que sin B = a.

¢) Déterminer alors I’image par la fonction sinus de chacun des intervalles [0, B] et [B, g]

d) Dresser le tableau de variation de h.

e) En déduire que pour tout x de [0,%} , f(x) 2 x+1. Conclure.
I

1) a) Montrer que pourtoutréel x>0 , sinx<x.
b) Déduire alors que pour tout réel x e [0,—;—:| , f(x)<e*.

¢) Dans I’annexe ci-jointe, on a tracé la courbe de la fonction x > e*.

Tracer la droite (T)et la courbe (Cy).

Fi

2) a)Montrer que I;f(x)dx <e—-1 etque _[ 15 f(x)dx < e(%—l).
b) Soit A I’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C;), I’axe (0,_{) et les droites

2
. i
d’équations x =0 et x=n. Montrer que -—4—+ﬂ: < A <em-2.

Pa.ge31}a2




Epreuve : Mathématiques (Section mathématiques)

Annexe (a rendre avec la copie)
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MATHEMATIQUES

Section : Mathématiques
Session principale : juin 2015

Exercice 1 ( Théme : nombres complexes)

1) a) A:4—16:—12:(2J§i)2 L 2, =%‘/§i=1—i\/§ etz, = 2+f‘/§i =1+iV3.
Se ={1-iV3.1+iv3}.
b) 1—iv3 =2 Jetl+iv3=2¢7,

2) voir figure.
3) Onsait que N el donc |z, |=2.

De plus arg(zy )= (J, AO—N:) [27]= (O—Nf, AOT'@) + (ﬁ, AO.—M) [2n]=06+ % [27].

’ A
i[e-—” |

’ _ 3
Il en résulte que 7 = 2¢ /
i i Z 8
4) a) L’cxpression complexe derest z'=e 3 (z—z, )+, =e3(2-2)+2=e32-2e3 +2.
T -|{ R\| T
fn 42 - i- L+ L i| O+ i . .
b) zp = % —e® +edet zy =-C > N =e' 3/ +e 3. Enremplacant 7 par zdans I’expression

complexe de r, on obtient

i 7

LT I i 'B'E\| 2n s
Y DR R 3 U3 L5 a3
z'==e’|e" +e? [-2eP+2=e" V+e ? -2e3+2

il 0= i 0+ - i| 04" 47
:c[ ‘]—l iﬁ—z 1+i£ +2= [ ]+——i£:c[ *]+c 3 =z donc r(F)=K
22 22 2
AF= AK
¢) Puisque r{F)=K donc 7, .. , il en résulte que le triangle AFK est équilatéral.
aue 1(F) (AF, AK)E%[M] 1 ¢ 1
5 ) acosx +bsinx =rcos(x — ) ;

RN T IR i_%_ 8 —'%f_ N a
5) aYAF - =le” +e 2] =le” +e 2le ™ +e 2= cosp=—
r=+a*+b? et ]I
6+200$[6—%j—4005%—40058=4—(3cos€l—\/3_sin9) sing =—
r

— 4-23 cos [e +%]

_ R ) _ _[cos[0+£]:—1 Sn
b) AF" est maximale si et seulement si 6 d'o1 6 = —.
IE) € |-n,x]
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Exercice 2 ( Themes : similitude indirecte ; similitude indirecte ; antidéplacement )

1) Unec mesure de I’angle de f est (@, AE) = %[2’1‘5] et le rapport de [ est % = tan(E] =3

3

AB 3

2) a) Le rapport de g est — = —.
PP g AC 3

b) L’axe Ade g est la droite qui porte la bissectrice intérieure de CAB

A,

3 3

¢) On pose g(B):B'. On sail que geg=h, IJ el gog(C'):B'dU:nc h[ IJ(C):BIQEZ%K&’OT
. A .

hS

AD =

C. on en déduit que D=B". Ainsi g(B)=D. si g est unc similitude indirecte

W[ —

de centre Q2 et de rapport k ; alors :
gog cst 'homothétie de centre €2 ct

de rapport k*

Puisque g(B)= Ddonc % = ? = tan [AﬁD} d’oi ABD = % il en résulte que [BD)est la bissectrice

la composée d'une similitude directe
intérieure de ABC.

3) a) f og estla composée d’une similitude directe de de rapport k et d'une similitude
- o 1
rapport +/3 et d’une similitude indirecte de rapport % indirecte de rapport = est

donc f o getun antidéplacement soit une symétrie orthogonale,

soit une symétrie glissante.

or fog(A)=Aet fog(C)=C donc f o gest une symétric orthogonale d’axe (AC).
b)Ona f og(B)=D’donc S,y (B)=D" d’ou (AC) L (BD') et (AC) L (BA) done B, A ct D" sont
alignés or AB =AD" donc A est e milicu de [BD] et par suite S, (B)=D".

4) {I}=(BD)nAdonc f(I)ef((BD))Nf(A), or f(A)=Scyo8 (A)=S(ac)(A) = (AD).d"ou
f(T)e(CD)N(AD) = {I}.
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Exercice 3 ( Théme : arithmétique)

1y a) 47x (—9) +53x8=1 donc (—9, 8) est solution de (E).
b) 47x +53y =47 x (—9) +53x8 =47 (X +9) = 53(8— y) donc 47 divise 53(8 - y) el 47 A53=1donc 47
divise (8 —y)d’ou y =8-47k.k € Z par suitex =53k -9,k e Z .
Ainsi S,,, ={(53k-9,8-47k), ke Z}.
¢) soit X un inverse de 47 modulo 53, alors 47x =1 (mod53) < il existe un entier y tel que
47x =14 53y < 47x - 53y =1 < (x,-y) solution de (E) donc x =53k—9.keZ

d) 0<x=53k—9<53<:>%<k<%.k62 donc k=1 d’oux=44.

2) a) Daprés Fermat 457 = 1{mod53)

b) 45'%° = (45” )2 x 457 = 45% (mod53) =11(mod 53).

3) a) N estlasomme de 106 lermes d’une suite géométrique de raison 43

1— 45!
donc N = ﬁ < 44N = 45‘06 —1= ]O(m()d 53)

b) 44N =10(mod 53) donc N = 470(mod 53) = 46(mod53).

Exercice 4 ( Themes : variation d’une fonction , bijection , ealcul intégral , notion d’aire)

1.
1) a) Lafonction f est dérivable sur [0, 7] et £'(x)=(cosx)e

qinx

X

0

T

R

f'(x) + -

[ /e —~—
1 1

b) Pour tout x €[0,7] , 1—-x [0, 7] et f(n—x) = eMnlrx) _ gsinx =f(x).

o) (T):y=f"(0)x+f(0)=x+1.

2

gﬂ(), - J;\/gﬂ = }O,g(_.l ;ﬁH par suite g(x)> Osur:'(), _1:\/5}.

—1+ \E} donc

2) a) La [onclion g esl conlinue et striclement croissante sur :'O,
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La fonction g est continue et strictement décroissante sur }

i fof

e et

2
b)

3) a) Lafonction h est dérivable sur [O,E

~1+

20

,1{ tel que g(OL) = (). Ainsi I’équation g(x) = () admet une unique solution ¢ € ]0, l[ i

g(x)

E4)

~1++/5
2

,l{ donc elle réalise une bijection de

I ;\EJ{, 0e }_1__}_{_' il ﬁ}[donc il existe un unique

2

} et h'(x)=(cosx)e"™ —1=g(sinx).

b) La fonction X > sinX est une bijection de [0, g] SUI[O, 1] s

or e [0._ l] donc il existe un unique e [O,g} tel que sinf = o.

la restriction de la fonction sinus a

I'intervalle {Og} est une

bijection dc[(), g} Sur[O,l]

¢) La fonction X — sin X est continue et strictement croissante sur chacun des intervalles [0, [3] et[O,u.] donc

sin ([0,B]) = [sin 0,sin B] = [0,c] et sin [[B

d)

T

DDZ[“’I]‘

0

o |3

e) h([0.8])=[0.h(B)] et 1[[[};}] =

f(x) > X +1sur [O,E] donc (Cy) est en dessus de (T).

IT.

i

T

2

J,h(B)} et h(

T
2

=

} >0 donc h(x)=0 sur [0, g} par suite

X
1) a)pourtout x>0, cost<l,te [O.X] ct t — cost est continuc sur [0. X] donc _[0 costdt < x donc

SINX < X.
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b) La fonction X > e est strictement croissante sur IR et sinx < X pour tout X > Odonc

eSNX £ o X oy f(x)<e*pourtout x € [O,EJ

)

(5]
L

1

- X T[ 1- .X ! _
2) a)on sait que f(x)<e* pour tout x e [(},E}doncjof (x)dx < [e ]0 —e—1

T
on sait que sinx <1donc f(x_) <e donc LE[ (x)dx < e[g - 1] .

b) A =2[2f (x)dx

2 5 T : 2
{X—er} £j2f'(x)dx £e—1+e[£—l] donc jlt—+11:£A£eat—2
2 0 0 2 4
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Exercice 1 (4 points)

Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre, ABCD est un carré inscrit

dans le cercle (€) de centre O, (EKY)) E—g- [27:] et let Jsont les

milieux respectifs des segments [AD] et [AB] "

1) Soit f la similitude directe qui envoie A sur Bet IsurO.

a) Justifier que f est d’angle % et de rapport V2.

b) Déterminer le centre de f.

2) Ladroite (CJ) recoupe le cercle (€) en Eetsoit H le projeté orthogonal du point B sur (AE).

a) Justifier que E est le milieu du segment [AH] et en déduire que EAEB=-EAZ.

V2

b) Montrer d’autre part que EAEB= -TEA.EB 2

3) On considére la similitude indirecte g de centre E qui envoie Bsur A.
a) Déterminer le rapportde g.
b) Soit O'=g(0). Justifier que le triangle O'EA est isocele.
¢) Montrer que O'A = Al.

4) Soit S=gof . Montrer que S est une symétrie orthogonale dont on précisera I’axe.

Exercice 2 ( 5 points)

e

Soit (O,i,j,k) un repere orthonormé de 1’espace .

On considere les points A(-2,3,2) et B(2,3,2) et
I’ensemble S des points M(x,y.z) de I’espace

tels que x> -1—y2 +22 —6y—4z+9=0.

1) a) Montrer que S est une sphére et préciser
son rayon et les coordonnées de son centre 1.

b) Montrer que [AB] est un diamétre de S .
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2) Soit P le plan d’équation z = 2 et soit J (-6,3.2).

a) Vérifier que | appartient au plan P et en déduire que la sphére S coupe P suivant le cercle T de
diametre [AB].

b) Dans le plan P, on considére le cercle I'' de centre J et de rayon 4.

Montrer que les cercles I et I'' sont tangents extérieurement en A .
3) Soit E le point de coordonnées (4,3,0) . On considére I’homothétie hde centre E, de rapport % et on
désigne par Sla sphére image de S par h.
a) Déterminer le rayon de S et les coordonnées de son centre 1.
b) Justifier que le plan P coupe la sphére S’ suivant le cercle T

c) La droite (EA) recoupe S enA'.SoitB' le point diamétralement opposé a A' sur la sphére i

Montrer que les points E , B et B' sont alignés.

Exercice 3 (4 points)

On a recensé, dans un pays, les dépenses en dinars des ménages en produits informatiques et téléphoniques
de I’année 2004 jusqu’a I'année 2013.

Le tablcau ci- dessous donne ces dépenses Y (en 10° dinars) suivant le rang de I’année X.

Rang de I’année X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Dépenses Y ( 10°D) 038 | 046 |052 |078 (086 [092 {096 [1.02 |1.08 |1.20

|

Dans I’annexe ci-jointe (Figurel), on a représenté dans le repére (0?,]) le nuage de points de la série (X, Y).

1) On se propose d’ajuster la série double (X, Y) par la droite de Mayer. (Les valeurs seront arrondies au
centieme pres).

a) Déterminer les coordonnées du point moyen G de ce nuage.
b) Soit G; le point moyen des cing premiers points du nuage. Calculer les coordonnées de G;.

¢) Tracer la droite (GG,) dans le repére (O,i-j).

d) Déterminer une équation de la droite (GG,) sous la forme y =ax+b.
e) En utilisant I’ajustement de cette série par la droite de Mayer, donner une prévision des dépenses des
ménages pour I’année 2019.
2) OnposeZ = ¢ Y et on obtient le tableau suivant :
X | 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Z 146 | 158 | 1.68|2.18 |2.36 251 {261 |297 295 |3.32

a) Déterminer le coefficient de corrélation r de la série (X, Z).

b) Ecrire une équation de la droite affine de Z en X par la méthode des moindres carrés.
(les coefficients de la droite seront arrondis au centiéme).

¢) En utilisant cet ajustement, donner une prévision des dépenses de I’année 2019.
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Exercice 4 (7 points)

I- 1) Soit la fonction udéfinie sur ]0,+oo[ par u(t) =3In(l1+1) ——TE-{.
+

a) Dresser le tableau de variation de la fonction u.
b) En déduire le signe de u.

f(x) =x*[In(1+x)—Inx] si x € ]0,1]

2) Soit la fonction f définie sur [0,1] par:
f(0)=0

a) Montrer que f est continue et dérivable a droite en 0 et calculer fé (0).
b) Vérifier que pour tout x € J0.1] ., f'(x)= xzu[l] ;
X

c¢) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

fl- On considére les fonctions g et hdéfinies sur [0,1] par
h(x) = x’Inx si x € J0.1
g()():x3 ]n(x.[,,]) et (X) X Inx SIXE]O_ ]
h(0)=0

On désigne respectivement par (Cy) ,(Cg) et (Cy) les courbes des fonctions f, get hdans un
repére orthonormé (O,T,}).
1
1) Montrer que la courbe (Cy) admet une tangente horizontale au point d’abscisse e 3.
2) a) Vérifier que pour tout réel xde [0,1] ; f(x)=g(x)-h(x).
b) Donner la position relative des courbes (Cy) et (Cy).
.1
c)Soit T et T” les tangentes respectives a (Cy) et (Cg) aux points d’abscisse e 3.
Montrer que T et T sont parall¢les.
3) Dans I'annexe ci-jointe (Figure2), on a tracé dans le repére (0,?,]) les courbes (Cy) et (Cy,) et
I

leurs tangentes aux points d’abscisse e 3.
I

a) Construire le point de (Cy) d’abscisse e 3etla tangente (T).
b) Tracer la courbe (Cy).

4) a) Justifier que h admet une unique primitive H sur I’intervalle[0,1] qui s’annule en 1.

b) Soit € J0.1] et A, :_[1 x” In xdx . Exprimer A en fonction de H .
[

c) Calculer A, al’aide d’une intégration par parties.
d) En déduire H(0).

¢) Déterminer alors I"aire de la partie du plan limitée par les deux courbes (Cy) et (C,) et les

droites d’équations x=0et x= 1.
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MATHEMATIQUES

Section : Mathématiques
Session de contrdle : juin 2015

Exercice 1 ( Themes : similitude directe ; similitude indirecte ; antidéplacement)

1) a) Une mesurc de I"angle de f est (EA%) = (E Aﬁj)[2ﬂ:] = (D—A A]ﬁ)[h] = %[Zn].

1
i —DB
Le rapport de [ est % = f = [A)B = ! =2.
—AD b cos ©
2 4
. DB — A\ T ] . .
b) - J2 et (DA, DB) = Z[Zn], il en résulte que D est le centre de f.

2) a)[AC] est un diametre de(() et E e (£)\{A,C} donc (CE) L(AE) et (BH) L (AE)donc (BH)//(CE),
or (CE) passe par J le milieu de [AB] el coupe [AH] en E, il en résulte que E est le milieu de [AH].
EAEB = EAEH = —EA xEH = —EA”.

NG

R 3
b) EA.EB = EA.EB.cos (AEB) — BA.EB.cos [f} =~-EAEB.

[ —

car (EB. EA)=n+(CB, CA)= %’T[h].

EA EH 1
3) a)Lerapportde g c$t — = ——=—.
EB 2EH 2

b) Le triangle OEB est isocele donc son image par g est un triangle isocele, on en déduit que le triangle
O’EA est isocgle.

1
V2

g (B) =Acet g(0)=0"donc AO'= iOB, il en résulte que O'A = AL

V2

4) S est la composée d unc similitude directe de rapport V2 est d’une similitude indirecte de rapport = donc

V2

¢) On sait que f(A)=B et f(I)= 0O donc Al=—=0B de plus

S est une similitude indirecte de rapport 1 donc S est un antidéplacement.
S(A)= g(f (A)) =g(B)=A ,il en résulte que S est une symétrie orthogonale d’axe A qui passe par O de

plus S(I) = g(f (I)) =g(0)=0"donc A estl medlitrlce'\fle [O°T]. _—




Exercice 2 ( Themes : sphére ; homothétie dans I’espace )

1) a) M(x,y,z)eS< x>+ (y —ES)2 + (z - 2)2 =4, on en déduit que S est la sphére de centre I(O, 3, 2) et de

rayon 2.
b) II suffit de vérifier que A €S, BeS et 1 est le milieu de [AB]..

2) a)Lacote dupoint I est 2 donc T€ P par suite S coupe P suivant le cercle I' de centre T et de rayon 2, or A
el B appartiennent a P el I est le milieu de [AB].donc [AB] est un diameétre de I™.

b) IA=2, JA=4et1J =6 donc TA+JA =1Jparsuite ["el ["'sont Langents exlérieurement en A.
3) a)Lerayondc S’ cst égal a %x 2=35. On pose 1'(x.y,2),
5 x—4=-10 X =—06
h(l):l'c:»ﬁ":;ﬁc:» y-3=0 < -<y=3 ,ilenrésulte que I'(-6,3,5).
B z=35 z=5

b) d(l B P_) =3 <5 donc S” coupe P suivant un cercle de rayon +25—-9 =4 et de centre le projeté

0
orthogonal de I” sur P, or J est un point de P et 1'J| 0 | est normal 4 P donc J est le projeté orthogonal de I’
-3

sur P, il en résulte que P coupe S’ suivant le cercle T,
¢) AeSN(EA) donc h(A)eS'n(EA)={A,Aor h(A)#A donc h(A)=A".
B est le point diamétralement opposé 2 A sur S donc h(B) est le point diamétralement opposé a A” sur S,

on en déduit que h(B) = B'par suite E, B et B sont alignés.
Exercice 3 ( Theme : statistique a deux variables)

1 @ G(X,Y) donc G(5.5,0.818).
b) G, (3,0.6).
X __

Yenl0' 2

d) a= 06_—0218 =0.09 donc (GG, ):y=0.0872x +b or G, €(GG,)

donc 0.6 =0.09x3+b <> b=0.33, il en résulte que (GG, ):y = 0.09x +0.33.
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e) Pour x =16, on obtient y =1.77.

cov(X,Z)
2) a) r=———==00987.
GXUV,
cov(X, Z) - = .
b) Z=bX+a avec b=———+>=02ct a=Z-bX =123, Ainsi Z=02X+1.23

Ox

¢) Z=02X+123<e" =02X+123< Y= (0.2X +1.23). Pour x =16, on obtient y =1.488399584.

Exercice 4 ( Thémes : variation d’une fonction ; notion de primitive ; notion d’aire)

I 1)a)Pourtout t>0, u'(t1)=——-—L =2 ¢
I+t 1+ (1+t)
X 0 +o0

u'(t) +
u . I +o0

lim u(t) = lim 31In ('l +t)—+ = 40,

[—»+er T—y+an
+1

L
b) u(]U, +oo[) = ]0, +oo[ donc u (t) > () pour tout > 0.

2) a) lll’{;ll f(x)=x"In(1+x)—x"Inx =0=7(0) donc f est continue 2 droite en 0.

im f(x)

x—0' X

=x*1n (l + x) —x’Inx=0= fd' ((_}) donc f est dérivable a droite en 0.

1 1
b) Pour tout 0,1], £'(x)=3x*|In(l -1 . ——
) Pour tout x & ]0,1], £'(x)=3x*[In(1+x)-Inx |+x LH X}

1
2 1y x 2 (1
=x"|3In| 1+— |- I =xu| —|.
X) 4 X
X

¢)Ona u(x)>0 pour toutx > 0donc u[l}>0pour toutx € ]0,1] d ot f'(x) >0 pour toutx € ]0,1]
X

X (] 1

f’(x) 0 +

r I
0

I 1)Pourtout x €]0,1], h'(x)=3x"Inx+x* =x*(3Inx +1).

1 ~ L
Pour tout x € ]0,1], h'(x)=0<Inx = -3 < x=e *. Onen déduit que (C, ) admet une tangente

1
horizontale au point d’abscisse e *.
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2) a) Pourtout x € [0,1], f(x)=x"In(1+x)—x"Inx =g(x)—h(x) et f(0)=g(0)-h(0)donc
pour tout X € [0, 1], f(X) = g(x) —h(x).
b) Pour tout x €[0,1], f(x)—g(x)=—h(x)=0donc (C; )est au-dessus de(Cg)et les points

(0,0) et (1,In2) sont des points d’intersection.

1 1 1 1 1
c) f’(e 3}—g"[e -’-‘Jz—h’{e 3}=0<:,>f’(e 3}=g'[e SJ donc TTIT

3)

4) a) La fonction h est continue sur [0, 1] donc elle admet une unique primitive H qui s’annule en 1.
b) A(a) = H(1)- H(at) = ~H(at).
1

u{x)=Inx u’(x):x
¢) On pose L .
VF X):X“ V(X):X_
4
Lo o’ 1 1 o [
3 4 4
A((L)—|:—111Ki'w—zv[xx b(:—TlIlOL—E[X :|a:_T _E—FEOL

. 1
d) 11(0) = ll_r}'r]l—A((x):E.

e) A= (£(x)-g(x))dx =] h(x)dx = H(0) = —.
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