Equations de droites, de plans et de sphéres Résumé de cours

Chapitre IV
Equations de droites, de plans
et de spheres

m Orthogonalité — distance d’un point a4 un point :

®Un vecteur non nul est dit normal d’un plan P s’il est orthogonal a tous les
vecteurs de P. Si (ﬁ;\7) est une base de P etn un vecteurs normal de P alors
nlu etn_lvalors ﬁ=a(ﬁAV)

" Une droite D est orthogonal a P si et seulement st W le vecteur directeurs de
D est colinéaire au vecteurs normal de P.

®a, b, c et d quatre réels données, I’ensemble des points M(x, y , z) vérifiant :
ax + by + cz+d =0 avec (a, b, ) # (0, 0, 0) est un plan de vecteurs
a

normal n| b |.
c
" P et P’ deux plans, d’équations respectives :
ax+by+cz+d=0eta’x+b’y ¢’z+d” =0 dans un repére orthonormal.
* P1P'<> n.n =0 &aa'+bb'+cc'=0.

M Intersection de deux plans :
P:ax+by+cz+d=0;P :ax+by+cz+d'=0

1

a a
n| b vecteur normaldeP ; n'| b' | vecteur normal de P'.

c c
P et Q sont strictement parallé¢les <> n=qa.n et ad'=d.
* P et Q sont paralléles <> n=0.n' < n etn' sont colinéaires.

* P et Q sont sécantes <> Pet Q non paralléles <>n etn' non colindaires.

M Intersection droite et plan :
a o

P:ax+by+cz+d=0; n|b | vecteur normal de P. u f [est un vecteur
c d

directeur de la droite A qui passe par A(Xa, Ya, Za).
*A//Peu.n=0< aa+pb+dc+0
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Si de plus axs + bya +cza +d =0 alors AeP donc AcP
et siaxa + by +czp +d#0 alors AgP doncA est paralléle strictement a P.

*AcoupeP < u.n #0

Sphere :

M Définition :

Soit R un réel strictement positif, I un point de ’espace. L’ensemble des points
M de I’espace tels que :

IM =R est la sphére de centre I et de rayon R, noté : S(I, R)

M Théoréme :

Soient A et B deux points de 1’espace. La sphére de diametre [AB] est
I’ensemble de points M de I’espace tels que AM .BM =0.

B Equation cartésienne d’une sphére :

Soient (O,T,}, fc) un repére orthonormé, le point A(xa, Ya, za) de I’espace et r un
réel strictement positif.

La sphere S de centre A de rayon r est ’ensemble des points M(x, y, z) tel

que : (x — xa) + (y - yA)2 +(z—-24) =17, Cest I’équation cartésienne de S.

* En développant cette équation on obtient alors une équation de la forme :

X +y*+ 72 +ax+by+cz+d=0.

W Positions Sphére et plan :

P:ax+by+cz+d=0etS de centre I de rayon R.

*Sid(, P)=R =>SnP= {H} H est le projeté orthogonal de I sur P.

On dit que P est tangent a S.
*Sid(I, P)>R =SNP =¢. On dit que P est extérieur a S.

*Sid(I, P) <R =>SNP est un cercle de centre H de rayon \/Rz -d%.
On dit P et S sont sécants.

Le point H vérifie IH=an oun vecteur normal de P et HeP.

Remarque : Si d(I, P) = 0 alors SNP est le cercle de centre I et de rayon R.

® Théoréme :

L’ensemble des points M(x, y, z) tel que x> +y* + 2z + ax + by + cz+d =0 est :

* Une sphére de centre I(%,—;,gj derayonR =\/H

2+ 2+ 2
6 h=ld 0T o
4
. -a -b ¢ .
* Un singleton I(—,—,—) si h=0.
222

* Le vide si h<O.
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Réflexes :

Situations

Réflexes

Comment déterminer une équation
du plan dont on connait un point et
un vecteur normal ?

* Une équation du plan
P:ax+by cz+d=0
a
n| b |et on calcul d 4 I'aide des
c
coordonnées de A
OuM(kx,y, z)e P <AM.n=0
On retrouve 1’équation du plan.

Comment déterminer ’intersection
d’une droite D et d’une sphére S ?

On écrit I’équation paramétrique de
la droite puis on remplace x et y et z
dans I’équation de la sphere.

On retrouve une €quation de second
degré.

Si1’équation a 2 solutions

donc SN D= {2 points}
Si’équation & 1 solution double
alors SND= {1 points}

Si I’équation n’admet pas de
solution alors SND=¢.
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