Etudes de fonctions Enoncés

ENONCES

C Soit (O, I,j ) repére orthonormé.

Déterminer la nature des branches infinies de la courbe de f dans chaque cas :

a)f(x)=x+14+Jx+1 b) f(x)=x + vx* +1

O)fx)=x vx-1 d) f(x) =x - !
x*+1
vSoitf: R——IR; x| \X+Jj_.0ndésignepar(C)
x°+1

- -
sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, j).

1) a) Calculer lim f(x) ; lim f(x).
b) Dresser le tableau de variation de f.

2) On désigne par (T) la tangente a (C ) en O.
Etudier la position de (C ) par rapport a (T).

Déduire que O est un point d’inflexion de (C).
3) a) Déterminer les asymptotes a (C ).

b) Construire (C).

4) a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que I’on
précisera.

b) Soit ' la fonction réciproque de f.
Montrer que £~ est dérivable sur J est calculer (f™')(0).
X

V1-x? .

On considere la fonction f définie par f(x)=1-

1) a) Déterminer le domaine de définition D de f.

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D.

¢) Etudier les variations de f.
2) Montrer que la courbe représentative C ) de f rencontre 1’axe des abscisses
en un seul point dont on déterminera son abscisse. En déduire le signe de
f(x).
3) a) Montrer que le point I(0,1) est un centre de symétrie de C ).

b) Etudier la position de (C ) par rapport a sa tangente T en 1. Que peut-on

déduire ?
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Etudes de fonctions Enoncés

c) Construire € ).

4) a) Montrer que f réalise une bijection de D sur R .
1-x

Jx? “2x+2

5) a) Montrer que I’équation f(x)=x admet dans D une solution unique c.

b) Montrer que pour tout x € R, (x) =

Vérifier quea € }O,%{ .

b) Montrer que pour tout X € [0,-;{] ona: |f(x) - OL| s§——9\/§|x - oc|

Soit la fonction numérique définie sur IR par f(x) = -x> + 6x2 — 9x +1de
courbe représentative (£) dans un repére orthonormé (O, f,}) (unité 1 cm).
1) Calculer f ’(x) , étudier son signe. Dresser le tableau de variation de f sur IR.
2) a) Ecrire une équation de la tangente (T) a (£) en x, =2.

b) Etudier Ia position relative de (T) et ().
3) Démontrer que (2 ;-1) est le centre de symétrie de (C).
4) Représenter graphiquement (&) et (T).
5) Justifier que f(x) = 0 admet trois racines x; < X3 < Xs.
6) Discuter graphiquement de 1’existence et du signe des solutions de
f(x) =m (melR).
Soit la fonction numérique g définie par : g(x) = x+1+vx*+ 2x
et (€) la courbe représentative dans un repére orthonormé (O, T,j ).
1) a) Déterminer le domaine de définition de g.
b) Etudier la dérivabilité de g a droite en 0 et a gauche en -2.
¢) Donner le tableau de variation de g.
2) a) Montrer que la courbe (£) admet une asymptote oblique (D) en +co.
b) Etudier la position de () par rapport a (D) relativement a IR..
¢) Construire la courbe ()
x2-1

WSoit la fonction numérique définie sur [1 ;+oo[ par f(x) = %x -

On désigne par () sa courbe représentative dans un repere orthonormé
(O, 1,j). (unité 2 cm).
1) a) Démontrer que la droite (D) : 2y —x +2 =0 est une asymptote a £ en +co.

Vx*-1

b) Justifier que pour tout x €[1, + ool ; <1.
X

En déduire la position relative de € et D sur [1,+oo][.
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Etudes de fonctions Enoncés

2) a) Calculer lim

h-0*

b) Interpréter ce résultat en terme de dérivabilité (a droite) pour f en xo =1.
3) Etude d’une fonction auxiliaire.

Soit g(x) = x? ¥x2-—-1-2 définie sur ]1,+o0[.

a) Calculer g(\/z ).

b) Montrer que g est strictement croissante sur ]1,+oof.

¢) Déduire de ce qui précede , le signe de g sur ]1,+oo[.
4y a) Calculer £’(x) . Montrer que f” est du signe de g sur ]1,+oo].

b) Dresser le tableau de variation de f sur [1,+o0[.

5) Représenter graphiquement la courbe () .
W On considére la fonction f (x) = vx2-3x+2 . On désigne par (£)

sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1,j).

f(1+h)-£(1)
h

1) Déterminer le domaine de définition de f.
. . . 3 o
2) Montrer que la droite d’€équation x = ) est un axe de symétrie pour la

courbe de f.
Soit g la restriction de f a [2,+oo],
3) Calculer g’(x) pour x €]2, +oo[ et dresser le tableau de variation de g.
4) Montrer que la courbe (£’) de g admet une asymptote quand x tend vers +oo
dont on donnera une équation .
5) Préciser la demi tangente a la courbe () au point d’abscisse 2.
Tracer la courbe (£’) de g.
6) a) Montrer que g réalise une bijection de [2,+co[ sur un intervalle que I’on
précisera.
b) Expliciter la fonction réciproque g ' de la fonction g.
¢) Tracer la courbe de g”'dans le méme repére que la courbe (£’) de g.

f(x) = Vx*+x-x -1 six <-1
Soit la fonction f définie sur IR par : K X242x+1

X)= ——— six>-1
x+1
(€) désigne sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, Y,} ).
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point (-1).
2) Montrer que la courbe () admet deux asymptotes A, etA, que I’on
déterminera.
3) Etudier les variations de f et tracer la courbe (§).
4} Soit g la restriction de f a I’intervalle I =]-co,-1].
a) Montrer que g réalise une bijection de I sur un intervalie que I’on
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précisera. Soit g”' la fonction réciproque de g.
b) Tracer la courbe (£’) de g ' dans un méme repére (O, 1j).
5) Soit la fonction h définie sur IR par h(x) = x* —x2 -x -1.
a) Dresser le tableau de variation de h.
b) Montrer que Y’ équation h(x) = 0 admet une seule solution réelle o .

c) Vérifier que a e }%,2{

d) En déduire que () rencontre la droite A : y = X en un seul point.

VSoit la fonction f: IR—IR ; x — x+/x2-2x
1

) a) Déterminer le domaine de définition D¢ de f et les limites
aux bornes de Dy.
b) Etudier la dérivabilité de fen O et 2.
¢) Etudier les variations de f.
2) Soit (£) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére

orthonormé (O, f,}) et soit la fonction g définie par g(x) = x-v/x2-2x , et on
désigne par (£”) sa courbe représentative dans le repére (O, L))
a) Montrer que (£) admet deux asymptotes a déterminer.
Vérifier que leur point d’intersection Q a pour coordonnées (1, 1).
b) Montrer que (£’) est le y symétrique de () par rapporta Q.
3) Soit (H) la courbe d’équation y2 -2xy +2x = 0 dans le repére (O, T,} ).
a) Montrer que H= () (&) b) Construire (H).

1) Etudier les variations de la fonction g définie par g (x) = v4 - x
et

construire sa courbe représentative (I") dans un plan rapporté
a un repére orthonormé (O, 1,j ).

2) Soit f la fonction définie par f(x) = —1—+\/4-x
X

a) Etudier la position de la courbe représentative () de f par rapport a (T").
b) Etudier les variations de f.
¢) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une seule solution a dans -

I’intervalle ]-00,4] et vérifier que a e }%,—%[ .

d) Construire la courbe () dans le méme repére (O, f,] ).
3) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans] 0,4] une solution unique x.

79
Vérifier que x, €]—;—[.
que X, ]4 4[
4) On pose h (x) = f(4 cos x) pour tout x & [O;g[ .
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a) Démontrer que la fonction h réalise une bijection de [O;E[ sur un
intervalle J que 1’on précisera. On note h ™' la fonction réciproque de h.

b) Etudier la dérivabilité de h™' en %.

¢) Calculer h (% ) et déterminer le nombre dérivée de h'en (% w2 ).

X

W Soit f la fonction définie par f(x) =-1 + ek
X -

1) Déterminer le domaine de définition de f et calculer les limites de f aux
bornes de son domaine de définition.

2) Dresser le tableau de variation de f.

3) Soit g 1a restriction de f sur 'intervalle] 1, + o[.
a) Montrer que g est une bijection de ]1+ oc[ sur un intervalle I que I’on
déterminera (on note g sa réciproque).
b) Etudier la continuité et le sens de variation de la fonction g’
¢) Exprimer g (x) pour tout x €1

d) Déterminer le domaine de dérivabilité de g™ et calculer (™)’ (—i—) .

4) a) Montrer que 1’équation g(x) = x admet dans I’intervalle] 1,+oc[ une
solution unique o .

b) Construire dans un méme repére orthonormé (O, 1,j ), les courbes
respectives g et G,

h(X)=g( ! j si x# =
5) Soit h la fonction définie sur]0,~] par : cosx 2
T
h(=)=0
( 2)
a) Montrer que h est continue & gauche en g .

b) Montrer que h est dérivable sur ]0, g [ et calculer h’(x).

c¢) Déterminer 1’expression de h(x) pour tout x e]0,~72£] .
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CORRIGES

va)f(x)= X+ 14+4x+1 ; Df=[-1, +o0f

* lim f(x)= lim X +1+/x+1 =+ o0

Jx+1 +
* lim 2 i L e L X L
X400 X X =>4+ X X X—>+0 X X ’X+1
+
Car lim l=O et lim X—1=1 et lim ! =0
Jx+1

X0 ¥ X=r+0 ¥

* limf(x)-x=liml+/x+1=+
donc &; admet une Branche parabolique de direction la droite y = 1.

b) f(x) = X ++/x2+1 : Df=IR

* lim f(X)=+o

/ x4f1+—
1+ —11m1+ —11m1+ f1+—~—-

)-x° =lim =0

* hm (f(x) 2x)= 11mw/x +1-x= 11m
o (\/x +1+1) * ‘/x +1+x

donc y = 2x est une asymptote au voisinage de +oo

X+ x>+ (Jx2+1- X) x*+1-x2 —lim 1 -0

* limf(x)=1lim
l‘gl(X) 1 \/x +1-x “°°\/x +1-x 'w\/x +1-x

Donc y = 0 est une asymptote au voisinage de -co.
¢) f(x) =x/x-1 et D¢=[1, +oo

* lim ()—11

X+ ¥

* limf(x)=+0c0 et * lim—= fx) =lim/x-1=+oo
+0 +0 X +00

donc {r admet une Branche parabolique de direction (yy’) en +oo.

! ;Df=IR

D) =X -—
w/xz +1
1 1
Iim———=0 et lim——=0
400 ’XZ +1 -0 ,XZ +1

On déduit que y = x est une asymptote (s au voisinage de +oo et de -oo.
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—>—00

; 1)a) lirp f(x)= lim [x+

X . 1
]zhm x[1+ j=—oo
Vi+x? ) *7 1+x°

lim f(x)= lim x(1+ ! ]:+00

X—>+0 X—>+0 [1+ XZ

b) x ——1+x7 est dérivable et strictement positive sur IR

1
V1+x?

est dérivable sur IR donc x ——f(x) est dérivable

donc X ——

est dérivable sur IR est par suite

X

V1+x?

sur IR et on a pour tout x IR :

1’1+X2 _l(_z___
2
fi(x)=1+ WI+x” g,

1
>0.
L+x? (1 +x? W1+ x?

X F—

— 00 + o0

X
£'(x) +

f(X) . /+ 0

2)T:y=£'(0)-x +£(0).
f(0)=0et f'(0)=2d0uT:y=2x.

X mx:x(l—m): x(—xz)
i+ x? 1+x? \/1+x2(1+x/1+x2)

donc le signe de f(x)—2x estceluide (—x).

f(x)-2x=

X — 00 0 + o0
f(x)-2x + o _
Position de (C) (C) est (C) est
par rapport a (T) | au-dessus de (T) | au-dessous de (T)

Ona C NnT= {O(O, 0)}.comme la courbe (C) traverse la tangente en O
d’ou O est un point d’inflexion pour (C)
3)a)e Ona lim f(x)=—o donc la courbe (C) admet une branche infinie

au voisinage de (—c0).
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. f(x) .. 1
lim —==lm l + =1.
X—=—0 X xirfloo [ 2
lim [f(x) x = lim = lim X =-1.

X=>—00 X—>—0c0 , X—>—0 1
—x‘/l-l——
XZ

Donc la droite (D) d’équation : y=x —1 est une asymptote oblique &

(C) au voisinage de (—0).

e lim f(x)=+o donc la courbe (C) admet
X=>+c0

une branche infinie au
voisinage de (+o).

163 1
lim —==lim 1 + =1.
X—=+0 X X—>+0 /1 + X2

lim [£(x) - x| = lim ——
X—>+o0 X—>+00 ,1+X2

- tim L =1, |
X+ 1
1+ —
X2

Donc la droite (A) d’équation y =x +1 est une asymptote oblique & (C )

au voisinage de (+0).

4) a) f est continue et strictement croissante sur IR donc elle réalise une
bijectionde IR sur J=f < IR >=1R

b) f est dérivable sur IR et pour tout x IR ; f'(x)#0 ;donc £ est
dérivable sur J=f < IR >=1R et (f)(0)= 11 = ,1 =l.
f'(¢7 ) £'0) 2
(;1) 2) D={xeR telque 1-x >0}=|-1,1]

b) x ——1—x? continue dérivable et strictement positive sur ]— 1, 1[

1
V1-x2

& ol f est continue et dérivable sur }-1,1].

—1-x? +xi

2W1-x -1

(1-x?%) (l—x 2)y1-x2
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donc f est strictement décroissante sur ]— 1,1[.

2) f(x)=0équivaut 341 —x> =x ouencore 1-x> =x’et x>0

. 1 N , . C . 1
soit x= \/; d’ou C rencontre I’axe des abscisses au point d’abscisse \/;

si xe}— 1,\[%:’ alorsf(x)>0 et si xe{\/g,l{ alors f(x)<0

X

Dayvxel-LI[,-xe-L1]  f(-x)=1+
1-x
X

V1-x?

donc I(0,1) est un centre de symétrie pour C
b) T:y=£f'(0)x +f(0) ouencore T:y=—x +1

rll

2-f(x)=2-1+

=£(-x)

f(x) = (X +1) =1 - 4+ x ~ 1 =x
1-x?
3

- X
-2 W =% 1)
] 0

X — 1
=X + o -
Position C C au dessus C audessous
etT deT de T

On en déduit que I est un point d’inflexion.
¢) lim f(x)=+w et lim f(x)=-w
x—=1"

x—>-1"

donc x=-let x =1sontles asymptotes
de C.

4) a) f est continue et strictement décroissante sur
- 1,1] donc f réalise une bijection

de ]—1,1[ sur R .

Y

Dt 'x)=y @ f(y)=x & 1-—L—=x

\ll—y2

ou encore 1 -x = équivaut a

y
J1-y?
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2 (1 _ X)Z
(1-x)? =—2— etyet 1 -x ont le méme signe par suite y? =——
1 —-y? 1+(1—x)

-]
soit |y| =——=—=—==——= comme y et 1 —x ont le méme signe
4 J1+ (1 =x)?
1-x
Alors y = ainsi f 1 (x) = ————
Vx? =2x+2

1-x
J1+ (1 —x)2
5) a) On pose g(x) =f(x) —x

g est dérivable sur ]— 1,1[ et g'(x)=f"(x)-1 comme f'(x)<0

Alors g'(x) <0donc g est strictement décroissante sur ]— 1,1[ comme g est
continue sur ]— 1,1[

par suite g réalise une bijection de |- 1,1[ sur gFL1h=R

car li1r+n g(x)= (11}}} f(x) —x =+owet lill_‘n g(x)=—0

or 0 R, alors il admet qu’un seul antécédent o € ]— L1[ tel que
g(a) =0 ouencore f(a)=0

1 i 1 1 1 1
0)=f(0)=1>0et Zl=fl 2|l 2=2——<0d 0,— .
g(0) ) >ue g(zj (2) 5% ,_3 onc ae} 2{

b) e fest continue sur {O,%}.

o f est dérivable sur

OVXEIZO,;jl %<1—x <1et——<\/1 x? <1

Alorsﬁsa—xz)\/l—x2 Sldonc—8ﬁ<ls ! Sgﬁ
8 1-x)V1-x>

8\/_

d’ou

N PR . . 1
d’aprés le théoréme des accroissements finis sur {O,E

on a pour xe{o,l etaejlo,l{
2 20 .

83 83

If(x) - f(oa)|sT|x —a| commef(a)=a |f(x) —oclsT|x —q.
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W D (x)=-3x2+12x-9.

X -0 1 3 +00
£(x) - ¢ + 9 -
+oq 1

f(x) \ / \
- -CO
6 9

hm f(x) = hm x*(1—— ————) 400, de méme lim f(x) = —0

x x* x X

2) a) f(2) = -1 et £(2) =3 d’ou I’équation de la tangente (T) a (£)

enxo=2estT:y=3x-7.

b) f(x)-(3x-7) = - x* + 6x2 -12x +8 = -(x-2)’.

Pour x > 2 ; -(x-2)° < 0 donc ¢ est au dessous de T.
Pour x < 2 ; -(x-2)° > 0 donc ¢ est au dessus de T.

3) On a: f(4-x) = -(4-x)’ + 6(4-x)>- 9(4 - x) +1=x> - 6x 2+ 9x - 3.
D’autre part -2 —f (x) =x"-6x2+ 9x - 3 d’ol1 f(4 - x) = - 2- f(x).
Donc Q (2 ; -1) est le centre de symétrie de (£).

4) A

1
)

5) f est une fontction continuesur IR doncd'aprés le théoéme des valeurs

en particulier sur[0,1;0,2] intermédiaires il existe x, € ]0,1;0,2[
et f(0,1) x {(0,2) <0 tel que f(x,) =0

avec le méme raisonnement on reléve que :
*x €]2,3;2,4[ tel que f(x,) =0.  * x3€]3,5;3,6[ tel que f(x3) = 0.

6) Les solutions, si elles existent de f(x) = m sont les abscisses des points
d’intersection de () avec la droite variable d’équation A, :y =m.
1¥ cas : sim > 1 ; I’équation admet une solution négative.
2™ cas:sim=1;x=0etx=3.

“"cas:sim €]-3,1 ; il y a 3 solutions positives.

4 cas:sim=-3;x=1etx=4.

5" cas : si m €]-0,-3[ ; il y a une solution positive.
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V )a) Dg = {x € IR, tel que x2 + 2x >0} = ]-00,-2] W [0,+00.

- + 2+ +
by fim S0LBO) gy XXX _ g, XOHD)
x—0* X x—0* X x—0* XJ;ZTZ_;(—

Donc g n’est pas dérivable a droite en 0.

g()-e(2) _ . MxH2x . x(xf2)

lim =—=————~ —= im _— =0
x=(-2)7  X+2 =27 X+2 x>(27  (x+2)/x2 +2x

Donc g n’est pas dérivable a gauche en -2.
¢) La fonction x > x2 +2x est dérivable et strictement positive sur :

I = J-00, -2[ W]0,+00[. Alors la fonction x > «/x2+2x est dérivable sur I et
x> x +1 est dérivable sur IR en particulier sur I d’ou g est dérivable sur I
etpourtoutx € Ionag’ (x)=1+ xt1 =X+1+ XX

VX2 +2x Jx42x

*Six+1>20&x > -1 alors x €]0,+0].
Donc g’(x) =0 pour tout x €]0,+co[.
*Six+1 <0< x <-1alors x €]-, -2[.

S
()= <0
= [ Varax -(x+1) |/ x2+2x
X | -o -2 0 +oo
gx) - +
0 100
00 | N, 7
-1 1
lim S S 0

lim g(x) =+o0; lim g(x) =
x—>+ocg() x—>—mg ) x—>—wx+1_ X2+2X

2)a)Ona: lim g(x) =+ donc la courbe () adﬁet une branche infinie,

B _ tim 14 L+ 1+ 2y=2
X

lim ===
X—+o ¥ X—>+0 X
1
1- 4x A 4
lim [g(x)-2x] = lim (1-x+/x*+2x )= lim = lim X =2.
X—>+00 X—>+0 X—>+0 1-X—\/X2 + 2% x40 [ ] 2
—-1-/1+—=
X X

Donc la droite (D) d’équation : y = 2x +2 est une asymptote oblique en +co.
-1
<0.

b) Pour tout X €IR , ; g(X) -y = vx2 + 2X X-|=——=——
© 8 4 N X2+ 2x+x+]

Donc (£) est au dessous de la droite (D) pour tout x € IR,
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¢) *y =0 est une asymptote a ({ ) au ¢
voisinage de (-0).

* La courbe (£ ) admet deux demi
tangentes verticale aux points

d’abscisse x=-2 et x =0. 7

; ; 1) a) Pour démontrer que la droite d’équation : 2y —x +2 = 0 ou encore

Q| <.
—l

1 e e
= —2~x —1 est une asymptote a ¢ étudions :

L i Y L
X+ X ‘ X—>+0 X(X + 4/ )
Donc la droite D est une asymptote oblique a la courbe £ en +co.

lzls

X X

hm (f(x) ( x-1)) = 11

b) Pour tout x €[1,+oo[ ; v/x?—1<x done <1

c’est — a —dire que 1- >0 ou encore que f(x) - (EX -D=0

X
Donc pour tout x € [1,+oo[ C est au dessus de D.

\/ 1+2h+h*-1 1

+ h-
+h)-
2)a) fim D 2 2 Ith 2
h—0* h h—>0+ h
mcL- Jh*2h RLGCTNP) S () BN ht2

= lim
h-0'"2 h(l+h)~ b0t meG - h(1+h)\/h2+2 G (1+h)\/h2+2

+h)-
b) Comme wn’a pas de limite finie quand h tend vers 0, fn’est

pas dérivable en x, = 1, mais on 1nterprete ce résultat a I’aide d’une demi

tangente verticale au point (1 ; 5 ).

3) Etude de la fonction auxiliaire : g(x) =x* Vx?>—1-2 sur]l ; + .
2) (v/2) =0

2x x’

b) g’(x)=x* +2xVx3-1=

)8'x) 24/x2-1 Vx3-1

, x(3x2-2)

X = ee——
N =

D’ou g est strictement croissante sur]1 ; + oof.
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Solutions

X 1 \/5 +00

g’ (x) +

+

+00
g(x)

\

2
lim g(x)=+c0

X—>+00

c¢) On déduit le signe de g a partir du tableau précédent :
* Six > /2 alors g(x)>g (\/5 ) donc g(x) > 0.
*Six < /2 alors g(x)<g (\/5) donc g(x) <0.

2x
X -x%1
\ I 2% 1 1
4)a) f'(x)=—- . =—-
2 X 2 x2/x2-1

XZ\/X2-1-2: g(x)
2x%3/x2-1  2x*x2-1

Le signe de f’(x) est celui de g(x) pour tout x €]1,+o0].

Soit £(x) =

X 1 \/5 +00
£(x) - +
1
f(x) 5\ / +0o0
0
5 4

v D) f(x) = Vx2-3x+2
Ds= {x € IR tel que : x*> -3x+2>0} = ]-o0, 1] U[2,+00] .
2)x €]-0,1] U2,+0[ <@ x<loux>2 <& x>-lou—x<-2

<3x>20u3x<1 & 3-xel-w,1] U2,+0f < 3-x €Dy
£(3-x) = \J(3-%)2-3(3-x)+2=v/x2-3x+2=f(x)
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donc x = % est un axe de symétrie .
3) x > x%-3x +2 est une fonction dérivable et strictement positive sur
]-00,1[ ]2, +e0[ en particulier sur ]2,+c0f donc x > vx*-3x+2 est dérivable
sur ]2,+oo[ et on a pour tout x €]2,+00[

o 2x-3
g 24/ x2-3%x+2
Xll')rga g(x) = Xlirgﬂ fx) = xl_i)lga x2-3x+2 = +e0;{(2) =0

X 2 +00

g || +

—+00
g(X) /
0

4)Ona lim g(x) =+ donc £ admet une branche infinie au voisinage de +co.
X—>+>

v x2-3x+
B _ i 2 _ iy 12 2y
X+ X X—+n X X400 x x?

lim
2. +2. 2
lim [g(x)-x]= lim [\/x2—3x+2 -x] X3xA2-x2

= lim
Xt \x2-3x+2+x

2
x(-3+=)
3x+
3x+2  _ i X 3

= lim ————
X—>+0 ,X2-3X+2+X x—>+wx{ 3 2 :l

>0.

Donc la courbe (£’) admet une asymptote au voisinage de +oo d’équation :
3

=x____
Y 2

5) 1im 8XER) _ yjp, VX3
x>2"  X-2 x-2" X2

= lim _ X2 lim _eD0el) =400
%22 (X2WXEZRH2 02 (X-2)Vx2-3x+2

Donc g n’est pas dérivable en 2

et la courbe (£’) admet une demi

tangente verticale dirigé vers le

haut au point (2,0)

6) a) g est continue est strictement croissante sur [2,+oo[ donc elle réalise une

158



Etudes de fonctions Solutions

bijection de [2,+oo[ sur g < [2, +oo[ > = [0, -+oo][.
b) Soit x €[0,+oo[, cherchons y € [2, +oof tel que g” (x) =y.
X =y ©g)=x o Xx=y>3y+2 & x2=y2 3y +2
< y2-3y +2-x2=0.
A=9-42-x¥)=1+4x2>>0

3-1+4x

Doncy = B <% donc y & [2,+o0[

3+1+4x2 ] 3441 +4x2

OQuy="———""">2donc g'(x) =
y 5 g (%) 7

c) La courbe de g' est 1a symétrique de celle de g par rapport a la premiére
bissectrice.

f(x) =Vx*xx-1 six<-1
X2+
f(x) = 231 ! six>-1

1) Pour étudier la continuité et la dérivabilité de f en (-1) il est nécessaire de
les étudier a droite et a gauche de (-1).
* Continuité de fen -1 :

lim f(x)= lim (Vx*+x-x-1)=0=f(-1)

x—=>(=1)" x—=>(-1)"

xX22x+
lim fx)= lim 2L _0_ 4
x=(=1)" x=>(-1)*  x2+] 2

Ona lim f(x)— hm . f(x) = f(-1) donc f est continue en (-1) .

x—>(-1)"

* Dérivabilité de fen —1 :

. fx)-(-1) o VXxex-1 XHx-(x+1)?
* lim ————== lim ———= lim
-7 x+] e xFl xe() (x+1)(\/x2+x+x+1)
0D o
x=(=1)" (x+1)(\/x2+x+x+1) x—>( 0 \/x2+x+x+1 '
Donc f n’est pas dérivable a gauche en -1.
-1( - 2 + +1)2
e lim )41 _ i x| lim )
-0t x+H =0 (XFDEHD) et (x+H1D(x2HD)
. x+1 . , . . .
= lim =0 d’ou fest dérivable 3 droite en -1.
x=(-1)* x2+1
Donc f n’est pas dérivable en -1.

242%+
2)* hm f(x) = lim ﬂ
X+ X2+1

Donc la droite A, d’équation : y = 1 est une asymptote a la courbe (£)au
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voisinage de (+0)

* lim f(x) = lim (v x2+x -x-1) =+

Donc la courbe (£) admet une branche infinie au voisinage de (- o)
lim 9 _ lim —( 1+l+1+~1—) =-2

X X

x—-— ¥ X —>—0

lim [f{(x)+2x]= lim (v x*tx+x —1)

1
) x(3-—)
TR .l S— - X 3
_x( 11

1+—+1-—J
X X

Donc la droite A, d’équation : y = -2X—% est une asymptote a la courbe(Z)

au voisinage de (-c0).
3) * Si x €]-00,-1] :f(X)=v/x*+x x-1
X x>+ -x-1 est dérivable sur ]-o0,-1{ U]0,+00[ en particulier sur ]-co ,-1[
et on a pour tout x €]-o0,-1[
2x+1

f’ =
) 240 x%++x

-1<Qcar 2x+1<-1

24D %+
*8ix g]-1,+0[ ; f(x)= x—i—xllest dérivable sur IR en particulier sur
X
D2
]-1,+o0[ et on a pour tout x €]-1,400 [ ; £(x) = 242
(e+1)?
X -0 -1 1 +00
2x%42 - d o+ O -
D’ou le tableau de variation de la fonction f.
X ) -1 1 +00
Peo | -+ 9 -
+00 2
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4) a) La fonction g est la restriction A
de la fonction f sur I = ]-00,-1] est une y=x
fonction continue et strictement
décroissante donc elle réalise une \ +
bijection de I sur g < J-o0,-1] > = [0,+00][.
b)f’=S,()avec A :y=x

5)h(x)=x’—x2-x-1.

a) D, =1IR ; h est une fonction polyndme,

elle est dérivable sur IR eton a :
h’(x) = 3x% -2x -1.

h’(x)=0®x=-% oux =1, &
X -00 -% 1 +o0
h’(x) + ¢ - n
iz— ~+00
h(x) /27
-0 | -2/

b) D’aprés les variations de h on a : pour tout x €]-0, 1[ ; h(x) <0

donc h(x) = 0 n’a pas de solution sur -, 1] la restriction de la fonction h sur

[1,+oo[ est une fonction continue et strictement croissante donc elle réalise

une bijection de [1,+o0[ sur [-2,+o0].

0e[-2,+oo[donc I’équation h(x) = 0 admet une seule solution réelle

ae[l,+of .

&) h(2)=-Tn)-1 e
2 8 d'apréslethéorémedes valeurs

h est continue surIR . o 3
intermédiaires o 6]5,2[.

en particulier sur [—3—,2]

d) * Six €]-o0-1].

Soit M(x,y) € N A <:>{

f(x)=x {\/x2+x -x-1=x
<

y=X y=X
X3x=(2x+1) 3x*+3x+1=0 n'a pas de solution
Jxrx = 2x+1 & x4x > 0 & ex+Hx 20
2x+120 2x+120

*Six €]-1,+o0].
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Solutions

flx)= 2%+
Soit M(x, y) € on{(x) X o X2
y

=X - x*+1
2+l =%’ +x © x’-x2x-1=0h(x) =0

cette équation admet une seule solution d’apres 5) b)
Donc £ A = {lpoint}.

; f(x) =x + Vx%2x

1) a) Df = {x €IR tel que x> -2x >0}.
X I 00 0 2 +00

x| + 0 - ¢ 4

Donc Df =]-0,0] U [2,+o0[

-2X
hme—hm X+ x22x) = lim ———= lim ————=1
0=, b = I o (\P J
X[ 4 J1-—+1
X

lim f(x) = lim (x++Vx%2X) =+
f(x)-f(0) . Vx®2x+x .. Vx*2x
n = lim = lim

. . x(x-2)
b) lin =1 =i +=1lim| I+——= |=
x=0"  x-0 x—0" X x=0" X. . x—0" ( XA/ X2-2X j

Donc fn’est pas dérivable a gauche en xo=0.

— 0

- Jxe- - -
lmf(x) f(2):lirn X 2x+x2:lim 1+ x(x-2) e lto=tw
2" x-2 x—=2" x-2 x=2" (x-2)Vx%2x

Donc fn’est pas dérivable a droite en x, = 2.

¢) f est dérivable sur ]-00,0[ W ]2,+00[ et on a pour tout x €]-00,0[ U ]2,+00[

Py=1+—22 1y X

2/x2-2x Vx22x
*¥six €]2,40[ <& x—1>0donc f°(x)>0
*sixel-wl & x-1<0

Vx22x+x-1 -1

f(x)= <0
S x -2x\/ JxE2x-(x-1))
\_._w—J
X -0 0 2 +00
() - +
1 +00

f(x)
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2) a) lim f(x) =1 donc la droite A, : y=1 est une asymptote horizontale au

voisinage de(-c0).
lim f(x) =+

fx) lim X+V/x3-2x i

lim m(l+ 1~2)=2
X=>+0 X X —>+w0 X X —=>+400 X
lim (f(x)-2x) = lim (-x++/x%-2x)= lim _—2)(5__2 -1
x(, [1+=+1)
X

Donc la droite A, :y =2x - 1 est une asymptote oblique a la courbe () au
voisinage de (+c0).

y=2x-1 X=
b) Montrons que (§’) =S, (§).
Soit M(x,y) e Pet M’(x’,y’) € P.

Soit Q(x.y) € A, NA, & {y o {y | done &, N4, = {Q(L,D}

%
2 x=2-x'
SaM =M oMM =Q o o ,
yy_, 2y
2

M(x, y) €€ < y=x+ Vx22X < 2 -y =2X"+/(2-x"*-2(2-X")
S -y =X+ VxP2X &y =xx 22K
SME,y)e@)douS, ©)=C.
3) H={M(x,y) tel que y2 -2xy +2x = 0}

MEx,y) e H © y?-2xy +2x=0 < (y —=x)2-x2+2x =0

x*-2x >0
S(y—x)P2=x2-2x& {‘y—x|=m
X €]—00,0] ]2, 40| x €]—00,0]U[2,+0]
< {y - X =Vx*2x o {y - X =vx3-2x
X €]—00,0]U[2,+00] X €] —0,0]V[2,+oo]
Q{y=X+x/m=f(x) o {y=x-J;(TZ)<=g(x)

S M, y) e LouMx,y) el © MK, y) e L > dou H=C L.
b) La courbe (£) admet aux points (0,0) et (2,2) deux demi tangentes verticales
dirigées vers le haut.
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Solutions

v

i H=© UE)

v; 1) g(x) = v4—x ;Dg = {x IR, tel que 4-x >0} =]—0,4].

La fonction g est continue sur ]-0,4] et dérivable sur J-00,4[

et on a pour tout X €]-00,4{.

* = O
g’ (x) N <
X -00 4
g'(x) ~

+
g(X) \
0
lim g(x)=+c0; fim B fim Y4X _ ji /4—"‘—:0
X—>—m X —>—c0 X X—=-0 X X—>—0 XZ

car v x® = -x au voisinage de -o0).
g

Donc la courbe ( I') admet une branche parabolique de direction I’axe des

abscisses au voisinage de (-o0).
* Dérivable a gauche en x, = 4
llm g(X)-g(4) = lim v 4-x

x—4" X - 4 x=4" X - 4

—lime 2 lime = o
x—4" (4-X)2 x4 \f4 . x

d’oti la courbe (I )admet a gauche
au point A(4, 0) une demi tangente

de vecteur directeur j

2) f(x) =%+\/4 - x; Dy =] —0,0[U]0,4]

164




Etudes de fonctions Solutions

2) f(x) —g(x) = %

X -0 0 4
00 -g(x) - as
Position (I')estaudessus | (I') est au dessous
de (€) par de (&) de (©)
rapporta (I")

b) f(x) = l+ 4-x est dérivable sur ]—00,0[\]0,4[ et on a pour tout x
X

-1 1
—o0,0[U]0,4f'(x)=—- 0
€10, 004 )= =<
X -00 0 4
' (x) - -
+00 +00
£(x) \_w \%

lim f(x) = +c0 ; lim f(x)=—o0 ; lim f(x) = +0 ; {(4) :—3
X=»—0 x—=0" x—0*

c) D’aprés les variations de fon a :

* Pour tout x €]0,4] ; f(x) > 0 donc f(x)=0 pour tout x €]0,4]

* f est définie , continue et strictement décroissante sur }-co, O[

Donc f réalise une bijection de ]-o0, Of sur f < ]J-o0, O[ >= IR

0 e f < ]-o0, O[> donc I’équation f(x)= 0 admet dans ] -0, O[ une solution
unique o .

Conclusion : L’équation f(x) = 0 admet dans ]-o0,4] une seule solution o,

*f(——)——2+3‘/—_ Oetf(—%)z— +\/§<0

1 1
donc f(—=).f(-=) <0 d'ov -=,—.
( 2) ( 3)< uo €] 5 3[

fx) .1 J_ 1 (_'1)
d Jim = lim o+ = lim ()=

donc la courbe () admet une branche parabolique de direction I’axe des
abscisses au voisinage de (-c0).

 y = 0 est une asymptote a (§).

* Dérivabilité en xy = 4.
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lim = lim = lim
x—4" x4 x—4" x-4 x—4"

4x  /4-x

1 1
o) VT { L1 }z_oo

Donc la courbe (£) admet a gauche au point (4,%) une demie tangente de

vecteur directeur 3 .(voir Fig 1)

3 fx)=x < f(x) —=x=0.

On pose k (x)=f(x) —x ; pour tout x €]0,4].

Pour tout x €]04[; k’'(x) = (x) -1 <O.

K est une fonction continue et strictement décroissante sur ]0,4] donc elle

réalise une bijection de J0,4] sur k < J0,4] > - [k(4) ; Iim k(x)[= [—$;+oo[.
x=0"

0 ek < ]0, 4] > donc il existe un unique x, €]0,4] tel que k(xq)= 0.
Conclusion : L’équation f(x) = x admet dans ]0,4] une unique solution Xq.

-2y -2

T VAT

f(g)z_ [l 9_4. 7, k(_)_ 65+ _,
4 492 36

7
k(=)k(=) <0 d —=[
(k) Oncxo€]4 4[

4) a) h(x) =f(4 cos x ) ; pour tout x € [O,g[
Pour tout x € [O,g—[ ; 4 cos x€]0,4] donc h est définie sur [O,g[
*u:x 4 cos X est dérivable sur [0,125[ et f est dérivable sur ]0,4[ ;
pour tout x €]0, 2[ ;u(x) €104(.
Donc x — h(x) = f(U(x)) est dérivable sur ]O,g[
et on a, pour tout x e]O,g[ s (x) = -4 sin x £’ (4 cos x) >0.
La fonction h est continue, et strictement croissante sur [0, E[

Donc elle réalise une bijection de [0,12[—[ sur h < [0,%[ >
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=[h(0) ; 11m hx)[ = [— +0o[ car lim h(x)= 11rn f(x) = +o0

X (= ) x—>(—)‘

b) Etudions d’abord la dérivabilité de hen O

1 1 1

E f(4cosx)-— +4(1 -COSX)-—
lim hx)-h(©®) = lim 4 _ iy Acosx 4
x—0* X x—0% X x—0* X

. 1 1-cosx 1-cosx
= lim( ( )+2 ).
x=0" "4cosX X
Ona lim (1 cosx) 0 tl (1 cosx)h_ ol irgl h(x)-h(O)z\/E
x—0" X—0* X

Donc h est dérivable en 0 et h’(0) = \/— par suite h ! est dérivable en

1 _1 2
h(©0) V2

h(0)= %et ona: (h' )’(%)=

B =3+

! +,/4(1-cosx)
< .

pour tout x &[0, =[;h(x)=
2 4cos

1 ohn

4cosx

. X
carl- cosx = 2sin?—

1 . X
+24/2 sin—
COSX \/— 2

2 cos%; pour tout x e]O,g[

X
Sin -~
2

Or pour x & [O,%[; sin§> 0 donc h(x)=

sinx

h’(x) =

4cos*x

\/—+\/_ 1
h3 (h)(2+\/_)h()*/§+“[_ 3(ff)

f(x) = -1 + —— .
W(x) +\/x2_-1

1) D= {x€lIR tel que x®-1 >0 } = J]-00,-1{ U] 1,+00[.

lim f(x) = lim [~1 —~il—] =2 et lim f(x) = lim[~1+
le-——
XZ

X
J=+0; lim f(x)=-o.

X4 /l-i
XZ
JX - "X (1)

2) x > x2 -1 est dérivable et strictement positif sur ’intervalle

1=0

11m fix)= 11m
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]-00,-1] W]1,+o[ donc X est dérivable sur cette intervalle .

1
Vx3-1

Donc x = f(x) est dérivable sur ]-co,-1] ] 1,+0[.

et on a , pour tout X €]-00,-1[ UJ1,+o0[, '(x) =

-1
d’ot f’(x) =——————=—= < 0 pour tout x €]-o0,-1[ ] 1,+o0[.
(x>-1)vx*-1 P
X -0 -1 1 +00
f’(x) - -
) +00

i) \ \

-0 0

3) a) La fonction f est continue, définie et strictement décroissante sur ]1,+o0[
donc g réalise une bijection de ]1,+[ sur:
g <]l40 >=f<]l,+0] >=10,40[ = IR =L
b) g est continue et strictement décroissante sur ]1,+oco[ d’ol g'1 est continue
et strictement décroissante sur 1.
c¢) Pour tout x € [, il existe un seul y €]1, +oof tel que g(y) = x.

2
Y ==+l < Y =(x+1)?

gy)=x N oy
y2=(y2-1) (x +1)? < y?2 (1-(x+1)? = -(x+1)?
x+1)?
© yA(-2x-x3)=-(x+1)?’ < y2= %
(6500 SRR (S s
2x+x? 2x+x2
(x+1)? _ |x+1| __ x+l

ory € ]1,+[ donc y =

2x+x2 [2x+x? A/2x+x?
(car x +1 > 0 pour x €I) donc pour tout x € IR,
x+1

A 2x+x2 '

d) g est dérivable sur ]1,+f ;ona: g’(x) =-

Ona:g"'(x)z

=0, pour tout

1
xe-Dxe-1

x €]1,+00[ donc la fonction g'l est dérivable sur IR: .
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5
o-lz—— —i—
3

64

5 -1 -1 -1 5
(S = = =——donc g'(=)=—-——
&) (25 j 25 9\[? 77 done g =—77

2= = =
16 16 16 64

5] donc g est dérivable en g( p )= %

* gest dérivable en —

27
5 64 et (g” )( )——=-—
'=)=—>=#0
g'( 4) > .( y 64
4) a) On pose k(x)= g(x) —x ; pour tout x e]1,+oo[.
kK'(x) =g’ (x) -1 <0; pour tout x €]1,+00].
k est continue et strictement décroissante sur ]1,+00[ donc k réalise une
bijection de ]1,+o[ sur h< ]1, +oo > =] lim k(x), lim k(x)[.
X—>+e0 x—=1"

lim k(x)= lim [f(x) —x]= -0
lim k(x) = lim [f(x)-x]= +oo d’0ol k < ]1, +oo[ > = IR.
x=1* x—1*

0 € IR, donc il existe un unique « €]1,+wo[ tel que k (a)=0

< gla)-a=0< g(a)=a.

Conclusion : L’équation g(x) = x N e

admet dans 1’intervalle ]1,+o00[ une y=x

unique solution « .
b) ® x = 1 est une asymptote a {g. ¢!

ey =0estune asymptotea {g  y=1

au voisinage de + oo. R L ,t,\>
| | : — > —
5) a) limh(x)=lim g(—) -l
X x>X COSX l
2
x=1

lim =+00; lim g(X) =0 avec X =
> COSX x>0 COSX

2

Donc lim[g(L)] 0 et par suite hm h(x)=0= h( ).
0SX

X—— x>t
2 2

. N T
alors h est continue 4 gauche en 3
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b) Soitv:x ! par suite h(x) = g(v(x))=go v (x)
COSX
X > v(x) est dérivable sur IR \{g +kn;ke Z} en particulier sur ]O,g [;

X > g(x) est dérivable sur ]1,+[ et pour tout x & ]0, g [; V(X) €]1,+00]

donc h(x) = gov (x) est dérivable sur ]0, g [ et on a : pour tout x e]O,g [;

b’ (x) = v’(x). g'(v(x)).

r _
h(x) = sinx -1
cos’x 1V 1V
(o) )
L COSX cosX
h*(x)= -sinx 1 _ -sinx cos’x _ -€osx

cos2X tg X cosX sin’x  sinx

d’oth’(x) = — —oos% ———, pour tout x € J0,— [
sinx 2

1
¢) Pour tout x €]0, [ h(x) = g(-—) =_]14+—C0SX
-1
cos’x
1 1
= -1+-208% = 14+.L08X (carpour x €]0, —[tg x> 0)
|tgx[ tgx

D’ou h(x)=-1+ —1— ; pour tout x e]O,E[
sinx 2
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