
Etudes de fonctions Enoncés 
  

ENONCES 

\L Soit (O, i,j } repère orthonormé. 

Déterminer la nature des branches infinies de la courbe de f dans chaque cas : 

a) fX)=x+1+Vx+1 b)f(x)=x + Vx? +1 

  

  

c)f(xX)=x Vx-1 d) f(x) = x - l 
x? +1 

V2 soir: R——@R; xkx+ = . On désigne par (C ) 
x +1 

 — 

sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i, j). 

1) a) Calculer Jim f(x) ; Jim f(x). 

b) Dresser le tableau de variation de f. 

2) On désigne par (T) la tangente à (C ) en O. 

Etudier la position de (C }) par rapport à (T). 

Déduire que O est un point d’inflexion de (C ). 

3) a) Déterminer les asymptotes à (C ). 

b) Construire (C ). 

4) a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que l’on 
précisera. 

b) Soit f "la fonction réciproque de f. 

Montrer que f”! est dérivable sur J est calculer (F7!) (0). 

X 

\1- x? | 

  On considère la fonction f définie par f(x) =1- 

1) a) Déterminer le domaine de définition D de f. 

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D. 
c) Etudier les variations de f. 

2) Montrer que la courbe représentative € ) de f rencontre l’axe des abscisses 

en un seul point dont on déterminera son abscisse. En déduire le signe de 
f(x). 

3) a) Montrer que le point 1(0,1) est un centre de symétrie de € ). 

b) Etudier la position de © ) par rapport à sa tangente T en I. Que peut-on 

déduire ? 
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c) Construire € ). 

4) a) Montrer que f réalise une bijection de D sur R. 

1-x 

2 2x +2 
5) a) Montrer que l’équation f(x) = x admet dans D une solution unique «x. 

b) Montrer que pour tout xeIR ,f"!(x) = 

Vérifier que & € bal . 

b) Montrer que pour tout x € Lo on a : f(x) — al «585, _ al 

Soit la fonction numérique définie sur IR par f(x) = -x° + 6x? — 9x +1de 

courbe représentative (£) dans un repère orthonormé (O, 1j) (unité 1 cm). 

1} Calculer f (x) , étudier son signe. Dresser le tableau de variation de f sur IR. 

2) a) Écrire une équation de la tangente (T) à (£) en xo —2. 

b) Etudier la position relative de (T} et (6). 

3) Démontrer que (2 ;-1) est le centre de symétrie de (Ë). 

4) Représenter graphiquement (6) et (T). 

5) Justifier que f{x) = 0 admet trois racines x; < x2 < X3. 

6) Discuter graphiquement de l’existence et du signe des solutions de 

fx) = m (MER). 

Soit la fonction numérique g définie par : g(x) = x+1+Vx?+ 2x 

et (6) la courbe représentative dans un repère orthonormé (O, 1j ). 

1) a) Déterminer le domaine de définition de g. 

b) Etudier la dérivabilité de g à droite en 0 et à gauche en -2. 

c) Donner le tableau de variation de g. 

2) a) Montrer que la courbe (£) admet une asymptote oblique (D) en +co. 

b) Etudier la position de (Ë) par rapport à (D) relativement à IR... 

c) Construire la courbe (Ë) 

2 

\G/ soit la fonction numérique définie sur [1 ;:+c[ par f{x) = 2x xl . 
X 
  

On désigne par (Ë) sa courbe représentative dans un repère orthonormé 

(O, i,j). (unité 2 em). 

1) a) Démontrer que la droite (D) : 2y —x +2 —0 est une asymptote à 6 en +co. 

Vx2-1 
b) Justifier que pour tout x E[1, + of ; <1. 

X 
  

En déduire la position relative de 6 et D sur [1,+ool. 
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2) a) Calculer lim 
h-0* 

b) Interpréter ce résultat en terme de dérivabilité (à droite) pour f en xs —1. 

3) Etude d’une fonction auxiliaire. 

Soit g{x) = x? Vx2-—1—2 définie sur 11,+o0f. 

a) Calculer (V2 ). 

b) Montrer que g est strictement croissante sur ]1,+oo. 

c) Déduire de ce qui précède , le signe de g sur ]1,+oof. 

4) a) Calculer f(x) . Montrer que f’ est du signe de g sur ]1,+cf. 

b) Dresser le tableau de variation de f sur [1,+cof. 

5) Représenter graphiquement la courbe (€) . 

V7 On considère la fonction f (x) = Vx2-3x+2 . On désigne par (£) 

sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i,j ). 

f(1+h)-A(1) 
h 

1) Déterminer le domaine de définition de f. 

, : 3 ee 
2) Montrer que la droite d’équation x = 3 est un axe de symétrie pour la 

courbe de f. 

Soit g la restriction de f à [2,+ool. 

3) Calculer g’(x) pour x € l2, +ool[ et dresser le tableau de variation de g. 

4) Montrer que la courbe (£’) de g admet une asymptote quand x tend vers +oo 

dont on donnera une équation . 

5) Préciser la demi tangente à la courbe (£”) au point d’abscisse 2. 

Tracer la courbe (£”) de g. 

6) a) Montrer que g réalise une bijection de [2,+co[ sur un intervalle que l’on 

précisera. 

b) Expliciter la fonction réciproque g * de la fonction g. 

c) Tracer la courbe de g ‘dans le même repère que la courbe (£”) de g. 

fx) = Vitre x 21 si x <-1 
Soit la fonction f définie sur IR par : & x2H2x+ 1 

X)= ——— six >-1 
x2+1 

(£) désigne sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, 1] ). 

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point (-1). 

2) Montrer que la courbe (£) admet deux asymptotes A, etA, que l’on 

déterminera. 

3) Etudier les variations de f et tracer la courbe (Ë). 

4) Soit g la restriction de f à l'intervalle I =]-,-1]. 

a) Montrer que g réalise une bijection de I sur un intervalle que l’on 
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précisera. Soit g'' la fonction réciproque de g. 

b) Tracer la courbe (6) de g ‘' dans un même repère (O, 1j). 

5) Soit la fonction h définie sur IR par h(x) = x° -x2 -x -1. 

a) Dresser le tableau de variation de h. 

b) Montrer que }’équation h{x) = 0 admet une seule solution réelle a . 

c) Vérifier que ae bA 

d) En déduire que (Ë) rencontre la droite À : y = x en un seul point. 

V7 Soi la fonction f : IR—IR ; x + x+4Vx2-2x 

L } a} Déterminer le domaine de définition D: de f et les limites 

aux bornes de D:. 

b) Etudier la dérivabilité de f en 0 et 2. 

c) Etudier les variations de f. 

2) Soit (£) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repère 

orthonormé (O, 1) et soit la fonction g définie par g(x) = x-Vx2-2x , et on 

désigne par (6?) sa courbe représentative dans le repère (O, 1j). 

a) Montrer que (Ë) admet deux asymptotes à déterminer. 

Vérifier que leur point d’intersection Q a pour coordonnées (1, 1). 
b) Montrer que (£’} est le y symétrique de (Ë) par rapport à Q. 

3) Soit (H) la courbe d’équation y? -2xy +2x = 0 dans le repère (O, 1] ). 

a) Montrer que H = (£)L (&) b) Construire (H). 

1) Etudier les variations de la fonction g définie par g (x) = V4-x 

et construire sa courbe représentative (1°) dans un plan rapporté 

à un repère orthonormé (O, i,j ). 

2) Soit f la fonction définie par f(x) = Liz 
x 

a) Etudier la position de la courbe représentative (6) de f par rapport à (T°). 

b) Etudier les variations de f. 

c) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une seule solution à dans : 

l'intervalle ]-c0,4] et vérifier que &e hi . 

d) Construire la courbe (&) dans le même repère (O, 1] ). 

3) Montrer que l’équation f(x) = x admet dans] 0,4] une solution unique x. 

7 9 
Vérifier que x, €e]—;—|[. que x, I al 

4) On pose h (x) = f(4 cos x) pour tout x € (OST . 
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a) Démontrer que la fonction h réalise une bijection de [ST sur un 

intervalle J que l’on précisera. On note h ‘ la fonction réciproque de h. 

b) Etudier la dérivabilité de h' en 2 

c) Calculer h G et déterminer le nombre dérivée de h'en G +42 ). 

X 
\y Soit f la fonction définie par f(x) = -1 + — 

X _ 

1) Déterminer le domaine de définition de f et calculer les limites de f aux 

bornes de son domaine de définition. 
2) Dresser le tableau de variation de f. 

3) Soit g la restriction de f sur l’intervalle] 1, + ocl. 

a) Montrer que g est une bijection de ]1+ «c[ sur un intervalle I que l’on 

déterminera (on note g'' sa réciproque). 
b) Etudier la continuité et le sens de variation de la fonction g”. 

c) Exprimer g'! (x) pour tout x el 

  

d) Déterminer le domaine de dérivabilité de g'! et calculer (g') À . 

4) a) Montrer que l’équation g(x) = x admet dans l’intervalle] 1,+oc[ une 

solution unique &.. 

b) Construire dans un même repère orthonormé (O, ï,j }, les courbes 

respectives Es et Ég-1. 

  ho) 1 | sixzT 

5) Soit h la fonction définie sur]O, 2] par : COsx 2 
T 

h(—) =0 ( 7) 

a) Montrer que h est continue à gauche en 5 . 

b) Montrer que h est dérivable sur ]0, 5 [ et calculer h’(x). 

c) Déterminer l’expression de h(x) pour tout x €]0, 5] . 
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CORRIGES 

V2 100 - x+1+4/x+1 ; Ds=f[-1, +o0f 

# Jim {x)= Jim x+1+/x+1=+ 00 

x + # tien OO ira pa LEE fin qe 4 1 
X+0 % X +00 x X X—+00 x X x +1 

+ 

Car lim Lu et lim xtl_ et lim Î =0 
V/x+1 X+0 ZX XD+0  % 

    

  

* limf{(x)-x=limi+./x+1=+00 

donc Ë; admet une Branche parabolique de direction la droite y = I. 

b) fx) = x +/x2 +1 : D=IR 

* Jim f(x}=+00 

F2 te 

1+=——— im Ve =<limi+ Fr 

#1)-x° =]im =0 * Jim 1 (AR) - 2x)= lim /x° +1-x= lim 
Fe Te +141) * = +1+x 

donc y = 2x est une asymptote au voisinage de +00 

x+4/x°+1)(/x?+1- x) x?+1-x? im 1 _0 
* Himf(x)=lim 

10) = x? +1-x Fr +1-x 7 fe +1-x 

Donc y = 0 est une asymptote au voisinage de -. 

c) f(x) =x/x-1 et D;=[1, +o0[ 

* lim TC ir 
X+0 XX 

* limf(x)=+co et  * lim—— fx) =lim./x-1=+ 00 
+90 + X +00 

donc Ë$ admet une Branche parabolique de direction (yy”) en +00. 

1 ; DR= IR d) FX) = x - ———— 
x? +1 

1 1 
Him———=0 et lim—=0 
+00 Îx2 +1 00 /x2 +1 

On déduit que y = x est une asymptote Eau voisinage de + et de -co. 
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    Ÿ 1) a) lim fG)= lim he 
—>—00 

x . 1 
} in ie }-— 

\1+x2) 1+x? 

lim f(x) = lim is Î ]e 
X +0 X +0 f + x? 

b) xi——1+x° est dérivable et strictement positive sur IR 
1 

V1+x° 

est dérivable sur IR donc x -— f(x) est dérivable 

  

donc x +   est dérivable sur IR est par suite 

X 

\1+ x? 

sur IR et on a pour tout xe IR : 

V1+ x? 2x 

2 

f'G)=1+ 2N1+ x" 5, 1 
>0. 

1+x° (1+x°)V1+ x? 

  x 

  

— 00 + © 
  

X 

FX) + 
  

  
f(x) Le D nd co 

2)T:y=f"(0):x+f(0). 
f(0)=0et f'(0)=2d'oùT:y=2x. 

x ee) x(-x?) 

Visx? Virx? fie) 
donc le signe de f(x) —2x est celui de (-x). 

f(x) —2x=     

  

  

    

X — 0 0 + co 

f(x) — 2x + oO _ 

Position de (C) (C) est (C) est 

par rapport à (T) | au-dessus de (T) | au-dessous de (T) 

OnaC NT= {O(0, 0)}.comme la courbe (C) traverse la tangente en O 

d’où O est un point d’inflexion pour (C) 

3)a)e Ona lim f(x)=-« donc la courbe (C) admet une branche infinie 

au voisinage de (—c0). 
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.…. FX) 1 
lim ——= lim 1+ =]. 
X——0 x X—-—0 f + x? 

lim [f(x)-x]= lim = = lim À =-1. 
X—>—00 X—>-00 X——00 

—X./l+ L 
x 

Donc la droite (D) d’équation : y =x —1 est une asymptote oblique à 

(C) au voisinage de (0). 

e lim f(x)=+00 donc la courbe (C) admet 
X => +00 

une branche infinie au 

voisinage de (+c). 

.. T{xX) 1 
Him ——== Jim 1+ =]. 
X—+0  X X—+00 1 + x? 

lim [f(x)-x]= 1im 2 
X—+00 X +00 f + x2 

= dim 1. | 
X—+c0 ] 

1+— 
x? 

  

  

  

  
Donc la droite (A) d’équation y = x +1 est une asymptote oblique à (C ) 

au voisinage de (+). 

4) a) f est continue et strictement croissante sur IR donc elle réalise une 
bijection de IR sur J=f <IR>=IR 

b) f est dérivable sur IR et pour tout xeIR ; f'(x) #0 : donc f”! est 

dérivable sur J=f <IR >=IR et (f7!) (0) = 1 = 1 1 
f'( (0) FO) 2 

VA D=heR tte 1x >0)-L 11 

b) xi—1-x? continue dérivable et strictement positive sur F- 1, 1] 

1 

V1- x? 

d’où f est continue et dérivable sur |-1,1[. 

—V1- x? x 
2V1-x — 1 

(1—x°) x 2)41- x? 
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donc f est strictement décroissante sur r- 1,if. 

2) f(x) = 0 équivaut à 1x? = x ou encore 1-x°? =x?et x >0 

. 1 | , . on . 1 
soit x=— d’où C rencontre l’axe des abscisses au point d’abscisse E 

si se À) alors f(x) 20 et si sel alors f(x) <0 

X 
  3)a)Vxe}-11[,-xe]-11 f(-x)=1+ 
1-x 

X 

\1-x° 

donc I(0,1) est un centre de symétrie pour © 

b) T:y=f'(0)x + f(0) ou encore T:y=-x +1 

f 

2-f(x)=2-1+   =1( +) 

Lx) = x +0) =1 2 + x 12 x 
1- x? 

3 
— X 

ki x +0 
1 0 
  

  

      

x — 1 

— X + Oo _ 

Position C C au dessus C au dessous 

etT de T de T 

On en déduit que I est un point d’inflexion. 

c) lim f(x) =+0 et lim f(x) =-00 
xl xl" 

donc x=-—let x=1sont les asymptotes 

de C. 

4) a) f est continue et strictement décroissante sur 

E1,1] donc f réalise une bijection 

de Lil sur R.   Y
 

  

  

Dr tG)=y © fp=x © 1-2 = x 

ou encore 1-—x = équivaut à         y 

\1-y° 
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y° (1 . x) 

(1- x)? = et yet 1-x ont le même signe par suite y° = ——— 
1-2 - y? 1+(1—x) 

x soit (Y = comme y et 1-x ont le même signe 
M J1+(-x) 

1—x 
Alors y = ainsi £ (x) = ———— 

Vx? -2x+2 

1—x 

J1+4G-x) 

5) a) On pose g(x) = f(x) -x 

g est dérivable sur L 1,1] et g'(x)=f'(x) -1 comme f'(x) <0 

Alors g'(x) < 0 donc g est strictement décroissante sur }- 1,1] comme g est 

continue sur }- 1,1[ 

par suite g réalise une bijection de }-1,1[ sur g(-L1D=R 

car lim g(x) = lim f(x) —x =+wet lim g(x) = —-c 

or 0ER, alors il admet qu’un seul antécédent & € }- 1,1] tel que 

g(æ) =0 ou encore f(a) = 

1 Î 1 1 1 1 0)=f(0)=1>0et gd —|=fl—|-===-<0d 0,— . g(0)}=f(0)=1>0e d2) 5) 2 2j onc ue 1 

b)e fest continue sur as] 

e fest dérivable sur 

velo). Fsi-x? sta Dei x? <1 

Alors V2 20 x) <1 donc #3 et 5 
8 (i—x?)V1- x? 
A 

  

d’où        

s es . _ 1 
d’après le théorème des accroissements finis sur 10 

on a pour xe[oe eue (2) 
2 2... 

83 83 
f(x) — Fa)< x —al commef(a)= a |f(x) as — a. 
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\/ 1) (x) = -3x2 +12 x — 9. 

  

  

  

X -co 1 3 +00 

(x) - D + 9 - 
+00 1 

fx) Le LT NN 
a C0 

6 9 
Jim n f(x) = = lim x°(1—— +21 - +, de même lim f(x) = -c0 

x x x° x 

2) a) f(2) = -1 et f (2) =3 d’où l’équation de la tangente (T) à (Ë) 

en x, = 2estT:y=3x-7. 

b) f(x)-(3x-7) = - x? + 6x2 -12x +8 = -(x-2)°. 
Pour x > 2 ;-(x-2)° < 0 donc & est au dessous de T. 

Pour x < 2 ; -(x-2)° > 0 donc 6 est au dessus de T. 

3) On a : f(4-x) = -(4-x)° + 6(4-x)2- 9(4 - x) +1= x? - 6x 2 + 9x - 3, 
D’autre part -2 f(x) = x° -6x2 + 9x - 3 d’où {(4 - x) = - 2- f(x). 
Donc Q (2 ; -1) est le centre de symétrie de (Ë). 

4) À 

_ 
> 

  

  

5) festune fontction continuesur IR donc d'après le théoème des valeurs 

en particulier sur[0,1;0,2] intermédiaires il existe x, € ]0,1:0,2[ 

et f(0,1) x (0,2) < 0 tel que f(x, ) = 0 

avec le même raisonnement on relève que : 

* x €]2,3 ;2,4[ tel que f(x) =0.  * x3 e]3,5 :3,6[ tel que f{x3) = 0. 

6) Les solutions, si elles existent de f(x) = m sont les abscisses des points 

d’intersection de (©) avec la droite variable d’équation AÀ,, : y = m. 

1" cas : sim > 1 ; l'équation admet une solution négative. 
2° cas: sim=1l;x=0etx=3. 
3°% cas : si m €]-3,1[ ; il y a 3 solutions positives. 
AT cas: sim=-3;,x=letx—4. 

5°" cas : si m e]J-w,-31 ; il y a une solution positive. 
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ü 1) a) Dg = {x € IR, tel que x2+ 2x>0} = ]-00,-2] U[O,+o0[. 
_ + 24 

b) im BOXE ji NX in 14 ED vo 
X x—0* x x 0 XA Jx24+9% x—0* 

Donc g n’est pas dérivable à droite en 0. 

e@)-802) _ LL, VEH2x 1, x@2) 
Em =—— = — lim —_———© "© —— = 20 

x) X+2 «(27 x+2 2) (x+2)/x2 +2x 

Donc g n’est pas dérivable à gauche en -2. 

c) La fonction x H x2 +2x est dérivable et strictement positive sur : 

I = ]-00, -2[ }0,+0o[. Alors la fonction x > Vx2+2x est dérivable sur I et 

x+H x +1 est dérivable sur IR en particulier sur I d’où g est dérivable sur I 

x+1 _x+1+4Vx242x 
et pour tout x e Ion ag (X)= 1 + ——————— —————— 

P ë x2 +2x Vx2+2x 

*Six+1 >08 x > -1 alors x e]0,+0[. 

Donc g’(x) >0 pour tout x €]0,+of. 

*Six+i <0< x <-1 alors x e]-c0, -2[. 

-1 QE < 0 
Fe [Va2x +1) 2x 

-00 
  

    
  

      

X -2 0 +00 

g’(x) - + 
0 +00 

CR OT 
1 1 

dim 10 lim g(x) = +00; lim g{x) = 
Jim ex) LE ) X—-0 x+1- X2+2x 

2)a)Ona: lim g(x) = +0 donc la courbe (6) admet une branche infinie, 

8) L ji (+ + +232 
X 

  

lim =— 
X+0  X X +0 x 

1 

1- 4x = L 
lim {g@)-2x1= lim (-x+4Vx2+2x = Him = lim X. =2, 

x +0 X—>+00 X— +0 1-x-Vx2 + 2x x+0 [7] 2 

—-1-,/1+— 
x x 

Donc la droite (D) d’équation : y = 2x +2 est une asymptote oblique en +00. 

-1 
<0. b) Pour tout x ER , ; g(x) -y = 4x2 + 2x -x-1= ————©È©——— 

8 . Vx2+2x+x+] 

Donc (Ë) est au dessous de la droite (D) pour tout x eIR. 
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c) + y = 0 est une asymptote à (£ j au Ç 

voisinage de (-co). 

+ La courbe (Ë ) admet deux demi 

tangentes verticale aux points 

d’abscisse x= -2 et x = 0. AT 

\ , 1) a) Pour démontrer que la droite d’équation : 2y -x +2 = 0 ou encore 

O
I
:
 

1 pu de 
= 5* —1 est une asymptote à & étudions : 

VAL Lin EL im 2 7 
X +00 x | X—>+00 x(x + = D. 

Donc la droite D est une asymptote oblique à la courbe Ë en +oo. 
al x 

X X 

Jim n (x)- G x-1)) = Jim       

b) Pour tout x e[1,+oo[ ; Vx?-—1<x donc <1   

  c’est — à -dire que 1- >0 où encore que f(x) - Gx —1)>0 
X 

Donc pour tout x € Pr - est au dessus de D. 

p_VL2h+h?-1 1+2h#h-1 1 

  

1,1 h- 
+h)- 2) a) lim HO) |, 22 14h 2 

h—0* h a h 

1 V2 1 Hh#2) hi 
CG LE DE RER 2 (HR) 

+h)}- 
b) Comme LA ne pas de limite finie quand h tend vers 0, f n’est 

pas dérivable en x, = 1, mais on RRepréte ce résultat à l’aide d’une demi 

tangente verticale au point (1 ; : ). 

3) Etude de la fonction auxiliaire : g{x) = x? Vx?-1-2 sur]l ; +of. 

a) g( 2) =0 
2x x 

b) g’(x}=x? +2xVx?-1= 
) 86) 2V%x2-1 Vx2-1 

, x(3x2-2) 
X EE —————————— 

ET Jar 
D'où g est strictement croissante sur]1 ; + of. 
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X 1 2 +00 

g’(x) + 
  

+
 

+00 

g(x)     \ -2 

Him g(x)=-+00 
X—+00 

c) On déduit le signe de g à partir du tableau précédent : 

* Six > V2 alors gx) > g (V2 ) donc g(x) > 0. 

# Six < V2 alors gx) < g (V2) donc g(x) < 0. 

  

  

2x 
x -V/x2-1 

1 24x21 l l 4)a) FD =—- —-—- 
2 x 2 x2Vx2-1 

x 2-12 gx) 
2x2/x2-1 2x2 2-1 

Le signe de f(x) est celui de g(x) pour tout x e]1,+ol. 

x 1 V2 +00 

P(x) - ® + 

f(x) 7, LT +00 

Soit Ê’(x) = 

  

  

      

  

\Ÿ/ 1) f(x) = Vx2-3x+2 

D;= fx € IR tel que : x? -3x+22>0} = ]-c, 1] L{2,+00(. 

2) x e]-c,1] LU[2,+0[ Sx<loux>2 & -x>-1ou-x<-2 

3-x>2ou3-x<1 & 3-xE]-0,1] L{2,+0f & 3 -x eDr 

f(3-x) = 6-36 72-52-3572) 
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donc x = =. est un axe de symétrie . 

3)x + x2-3x +2 est une fonction dérivable et strictement positive sur 

J-0,1[U]2,+00[ en particulier sur ]2,+c0[ donc x + Vx?-3x+2 est dérivable 

sur ]2,+c[ et on a pour tout x e]2,+co[ 

UN 2x-3 

go 24Vx2-3x+2 

lim gx) = Jim (x) = Jim Vx2-3x+2 = +00:f(2) = 0 

x 2 +00 

g@) |] + 
+00 

0 

4)Ona lim g(x) = +c donc Ë admet une branche infinie au voisinage de +co. 
X—+20 

. .… Vx2-3x+2 . 3 2 
Im ——— nn ——— = Jim ,f1-—+—"1. 

X40  % X +00 x X— +00 X x? 

2. +9 2 

lim [g(x)-x]= lim [he x | ESSLS = lim 
+0 /X2-3x42+x 

>0. 

  

  

2 
-3x+2 x(3+7) 3 

= D : = lim ——?#—- 
X—+00 23x49 + XD +00 

CARTER «| 24) 
X X 

Donc la courbe (£”) admet une asymptote au voisinage de +co d’équation : 

     

  

_,-3 
Ÿ 2 

_ 2 + 

5) Jim 20980) L ji, VEXE2 
x—2* x-2 x—2* x-2 

= lim __ Fix lim __@2)0 D) = +00 
x2 (x-2}Vx2-3x42 22 (x-2)Vx2-3x 42 

Donc g n’est pas dérivable en 2 

et la courbe (£”) admet une demi 

tangente verticale dirigé vers le 

haut au point (2,0) 

6) a) g est continue est strictement croissante sur [2,+oo[ donc elle réalise une 
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bijection de [2,+c[ sur g < [2, +co[ > = [0, +col. 

b) Soit x e[0,+o[, cherchons y € [2, +co[ tel que g'! (x) = y. 

g'R)=y Sgp=xe x= /y-3yr2 & x2= y2-3y +2 

> y2-3y+2-x2=0. 

A=9-4(2-x?) =1+ 4x2 > 0 

3-V1+4% 
Donc y = 2 <= donc y #[2,+00[ 

3+4V1+4x? . 3+4V1+4x2 
Où y = = >2donc g'(x) = y g (x) 5 

c) La courbe de g'' est la symétrique de celle de g par rapport à la première 
bissectrice. 

(x) =Vxtx-x-1 six <-1 

x2+ 
to xs 
x 

1) Pour étudier la continuité et la dérivabilité de f en (-1) il est nécessaire de 

les étudier à droite et à gauche de (-1). 

* Continuité de f en -1 : 

lim f(x)= lim (Vx2+x-x-1)= 0 = f(-1) 
X—(-1) X—(-1)" 

X2+2x+ 
lim fx) lim X72XTI 0 5, 

x (1) x(-1}*  x2+1 2 

Ona lim GX lim . FG) = f(-1) donc f est continue en (-1). 
Xx—(-1)" 

* Dérivabilité de fen 1. : 

  

fx) D) VX Hx-x-l xX2+x-(x+1) 
© 2% Gen —————° Len — 

xD x+1 D Xl xD  EDREREETD 

2 jm "D u 
D (xt) +1) im D FER | 

Donc f n’est pas dérivable a gauche en -1. 
-{(- 2 2 . lim fx)-(-1) = Jim 2 +2x+1 = lim (x+1) 

xt x+l x (GX DGAHT) x 0 (X+ D) (G2+1) 

. x+] | , | . 
= lim =0 d’où f est dérivable à droite en -1. 
x) x2+1 

Donc f n’est pas dérivable en -1. 

249x+ 
2) * Jim 1 (x) = = lim XX 

X—+c0 x2+1 

Donc la droite À, d’équation : y = 1 est une asymptote à la courbe (£jau 
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voisinage de (+co) 

* lim fG) = lim (Vx2+x-x-1) = +00 

Donc la courbe (6) admet une branche infinie au voisinage de (- co) 

lim 10) _ lim —( ut, = —2 
x X XD x X 0 

lim [f)2x]= lim (V xx +x — T1) 

1 
xl xG--) 3 

= lim = lim 

x( but) 
x x 

    

Donc la droite A, d’équation : y = 2x est une asymptote à la courbe(£) 

au voisinage de (-co). 

3) # Si x e]-00,-1] :f(x)= Vx2+x-x-1 
xH Vx2+x-x-1 est dérivable sur ]-0,-1{ L/]0,+co[ en particulier sur ]-00 ,-1[ 

et on a pour tout x €]-00,-I[ 

2x+1 
f = 

G 2Vx2+x 
-1<0 car 2x +1 <-Il   

  

  

  

  

  

249x+ 
* Si x e]-1,+00[ ; f(x)= ER est dérivable sur IR en particulier sur 

x 
D x2+ 

]-1,+00[ et on a pour tout x e]-1,+00 [ ; F(x) = 2x°+2 
CHI) 

X -co -] Î +00 

-2x242 - 0 + À - 
D'où le tableau de variation de la fonction f. 

X -2 -l 1 +00 

rG | = | + 9 - 
+00 2 
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4) a) La fonction g est la restriction \ 

de la fonction f sur I = ]-«,-1] est une Y=X 

fonction continue et strictement 

décroissante donc elle réalise une \ + 

bijection de I sur g < ]-c0,-1] > —[0,+cof. 

b)E=S,()avec À :y= x 

S)h(x)=x"-—x2-x-1. 

a) D, =IR ; h est une fonction polynôme, 

elle est dérivable sur IR et on a : 

h’(x) = 3x2 -2x -1. 

  

  

  
  

  

    

MO=0Sx= -W oux= 1. à 

x -00 -l 1 +00 

h°(x) + 94 - d + 

22 +00 
h(x) TR 

00 | LT 
b) D’après les variations de h on a : pour tout x e]-, 1[ ; h(x) < 0 

donc h(x) = 0 n’a pas de solution sur ]-w, 1[ la restriction de la fonction h sur 

[1,+o[ est une fonction continue et strictement croissante donc elle réalise 

une bijection de [1,+c0[ sur [-2,-+oo. 

0€f-2,+o[donc l’équation h(x) = 0 admet une seule solution réelle 

ael,+o . 

oh) 2 hO)=1 ue 
2 8 d'après lethéorème des valeurs 

h est continue sur IR | . 3 
intermédiaires a el >2L 

en particulier sur 2 

d) * Si x €]-,-1]. 

Soit M(x, y) E& NA = 
f(x) = x pe -X-1=x 

Le 
Y—X Y=X 

xX2+x=(2x+1} 3x2+3x+1=0 n'a pas de solution 

Vitx=2xtle dl xx > 0 4x+x20 

2x+120 2x+1>0 

*Sixel]-l,+ol. 
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f(x) = 2+2x+ 
Soit M(x, y) el na ef * 4 #42xH1 

y 
  

=X x] 

x2+2x +1 =x +x © x'-x2x-1= 0€ h(x) = 0 

cette équation admet une seule solution d’après 5) b) 

Donc En A= {point}. 

Ÿ FX) = x + Vx2-2x 

1) a) Df= {x EIR tel que x? -2x > 0}. 

x | -00 0 2 +00 

x2-2x | + ® - ® + 

Donc Df=]-0,0] U [2,+oo[ 

dim LG) = lim (+ VE2x) = lim =— | 
X—-00 2_ = X>—0 Vx2-2x-x | 24 

X 

lim f(x) = lim (x+4Vx2-2x) = +00 

  

  

L 2_ + 22 _ 

b) im CO L 5, VER ÈX _ j,, NX72x ae in [1 2) }F-s 
x—07  Xx- x—07 X x=07 X.. x—07 XV x2-2x 

Donc f n’est pas dérivable à gauche en xo = 0. 

- 2 _ _ dm CO) Lg RL png XD) | 44 0 2 + oo 
x—2* x-2 x—2* x-2 x—2* (x-2} / x2-2x 

Donc f n’est pas dérivable à droite en xo = 2. 

c) f est dérivable sur ]-c0,0[ L ]2,+co[ et on a pour tout x e]-00,0[ LU ]2,+co[ 

2x-2 x-l 
PO =1+——— = 1+ 

24/x2-2x Vx2-2x 

* si x el2,+0[ x —1 > 0 donc f(x) >0 

*six el-o 0 & x—1<0 

Vx?-2x +x-1 2x +x- 1 _ 

  

  

      

f(x) = 
Vx?-2x Vx?-2x ES) x2-2x EEE) 1)) 

X -00 0 2 +00 

PCx) = + 
l +00 

f(x) 
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2) a) lim f(x) =1 donc la droite À, : y=1 est une asymptote horizontale au 

voisinage de(-co). 

lim f(x) = +00 

10 pr VX lim m (1+ 1-2)22 
X +00 x X +00 x X #00 x 

lim (f(x)-2x) = lim (-x+Vx2-2x) = lim —È—- -l 

X([1+—+1) 
x 

Donc la droite À, : y = 2x - 1 est une asymptote oblique à la courbe (£) au 

voisinage de (+co). 

y=2x-1 X = 

b) Montrons que (£’)=S, (6 ). 

Soit M(x.y) € Pet M'(x’, y’) e P. 

Soit Q(xy) EA NA, © p S p | donc A, NA, = {OLD} 

XYX'_, 
2 x=—2-x' 

S,.(M =M SM*M=Q0S ne 
y, LW2y 

2 
MX, y) EG & y=x+ Vx2-2x &2-y =2-x"+,/(2-x)7-2(2-x1) 

S -y'=-x + Vx/2x'e y'=xVx7-2x 

< M'(x, y’) e(E jd'où S, (6) =C. 

3) H = {M{x.y) tel que y? -2xy +2x = 0} 

MG YEeH ee y2-2xy #2x=0 & (y-x}2-x2+2x = 0 

x2-2x > 0 
(y-x}=x2-2xe RE 

x €]-c,0]L1[2,+co[ x €]-00,0]L[2,+00[ 

x €]-00,0]L[2,+00[ x€]-0,0]U[2,+00[ 

pre ” Ps 

<> M(x, y) € € ou Mx, y) El’ © MAX, y) € 6 LE’ d’où H=6 LUE’. 

b) La courbe (£) admet aux points (0,0) et (2,2) deux demi tangentes verticales 

dirigées vers le haut. 
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  î H=@ UC) 

Y 

\Y 1) g@x) = V4-x ;Dg = {x ElR, tel que 4-x >0}=]- 00,4]. 

La fonction g est continue sur ]-c,4] et dérivable sur ]-c0,4[ 

et on a pour tout x e]-co,4f. 

  

  

0 0 
SO 7x 

X -00 4 

g’(x) - 
    

+ 

g(x) _—— 
0 

lim gx) =+c0: lim 22 jim VTX L Him [1% 0 
X—>-—00 X 00 x X—-0  X X 00 x2 

(car Vx =-xau voisinage de -co). 

Donc la courbe ( I") admet une branche parabolique de direction l’axe des 
abscisses au voisinage de (-co). 
* Dérivable à gauche en xs = 4 

tim 20980) L im V4LX 
X—4" X- 4 Xx—4 X - À 

im JE 2 im Le = 
x—4" (4-x}) x—4 V4 -x 

d’où la courbe (T }admet à gauche 

au point A(4, 0) une demi tangente 

  

  

  

de vecteur directeur j 

2) f(x) = +4 - X;D, =]-0,0[0]0,4] 
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2) x) -g(x) = L 

  

    

    

X 2 0 4 fx) 8) - + 
Position (T') est au dessus | (1°) est au dessous de (£) par de (£) de (£) rapport à (T°) 

b) f(x) = 1, 4-x est dérivable sur ]—co,0[01]0,4[ et on a pour tout x 
X 

  

  

    

-1 Î 
— ©, 0[1]0, 4[.f (x) —- 0 SSD GE TE < 

x -00 0 4 

f(x) - - 
+00 +00 

£0) LL y         
lim f(x) = +00 ; lim f(x)= — 00 ; lim f(x) = +00 ; (4) => 
X—>—00 x—07 x—0* 

c) D’après les variations de f on a : 

* Pour tout x €]0,4] ; f(x) > 0 donc f(x}#0 pour tout x e]0,4] 

* fest définie , continue et strictement décroissante sur ]-co, O[ 

Donc f réalise une bijection de ]-co, O[ sur f < ]-co, O[ >= IR 

0€ f<]-c, 0[> donc l’équation f(x)= 0 admet dans ]} -c, O[ une solution 

unique &. 

Conclusion : L’équation f(x) = O0 admet dans ]-c,4] une seule solution & 

rhe2 32, >0 etf(-)=- -< 

1 1 
donc f(——).f(——) <0 d'oi ——,——|. ( D ( D< ùu el] 7 7 

fx) 1 fx L CD 
d) Jin in Gr im +) 
donc la courbe (£) admet u une branche parabolique de direction l’axe des 

abscisses au voisinage de (-co). 

* y = 0 est une asymptote à (). 

+ Dérivabilité en xo = 4. 
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  lim = lim 
x=4  XÀ x—4 x-4 x4" 4x VJ4-x 

1 1 
0 x V3 | 1 1 f 

Donc la courbe (£) admet à gauche au point an une demie tangente de 

vecteur directeur j (voir Fig 1) 

3) f{x}= x & f(x) -x = 0. 

On pose k (x}=f(x) -x ; pour tout x e]0,4]. 

Pour tout x e]0,41 ; k’(x) = f(x) -E < 0. 
K est une fonction continue et strictement décroissante sur ]J0,4] donc elle 

réalise une bijection de ]0,4] sur k < ]0,4] > - [k(4) ; lim k(x)[= (Rte. 
x—0* 

0 Eëk < ]0, 4] > donc il existe un unique x, €]0,4] tel que k(xo)= 0. 

Conclusion : ne f(x) = x admet dans ]0,4] une unique solution xo. 

1,229 à 7 
AO don KO T7. 

ro h_2 4% où kÉ)= —65+97 0 
4 49 2 36 
RC k(—).k() <0 d —,—[. GK) one x, € À 

4) a) h(x) = f(4 cos x ) ; pour tout x € (0,5 

Pour tout x € (0.51 : 4 cos x€]0,4] donc h est définie sur (0.5 

*u:x H 4 cos x est dérivable sur [0,51 et f est dérivable sur ]0,4f ; 

pour tout x el0, SL: ; u(x) el0,4f. 

Donc x + h(x) = f(U(x)) est dérivable sur 10,5 

et on a, pour tout x eo. : h’(x) = 4 sin x f (4 cos x) >0. 

La fonction h est continue, et strictement croissante sur [0, Tf 

Donc elle réalise une bijection de (OST sur h < (0.51 > 
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= [h(0) ; lim h(x)[ = Fe +00[ car lim h(x} = lim f(x) = +00 
x (— D 30) 

b) Etudions d’abord la dérivabilité de h en 0 

  

  

      

    

i 1 1 
_ f(4cosx)-— +,/4(1 -COSX)-— 

lim RG)-h(0) = lim 4 _ Jin 4COSX 4 
x0* X x—20* X x—0* X 

= lim( 1 çlcosx 2 1- 2) 

x0* ÀCOsx x 

On a lim d 2) - o et Tim a C =. d où à lim hG&)-RO) _ 

x—0* x—0* x 

Donc h est dérivable en 0 et h°(0) = V2 par suite h ‘l'est dérivable en 

1 1 V2 
h(0) V2. 

h(0)= se ona:(h'! "D 

oD=S+v2 

  l +/4(1-cosx) x . 
pour tout x e[0,[:h(x)= 

2 4cos 

= 1,5 
Acosx 

. X 
cari- cosx = 2sin?— 

1 . X 
+2,/2 sin— 

COSX 2 2 

  

    
. X 

sin — 
2 

  Or pour x € DS sine > 0 donc h(x)= 

  

> — SX x, T 
h’(x) = Zoe 2 cos 7; Pour tout x eo, » 

H DE a à HN VD —— 246 V5,   

fx) = 14 2, V7 60 tr 

1) D= {xElIR tel que x2 -1 > 0 } = ]-00,-1[ LJ1,+oof. 

lim A(x) = lim [-1 Ti = 2 et lim {x)= lim[-1+ 
xA]1-— 

x2 

x 

F+; lim f{x}=- 0. 

X4 h-2 
x2 

+= - x) 

2)x H x? -1 est dérivable et strictement positif sur l’intervalle 

  

J=0 

  lim f(x) = Jim[— 
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est dérivable sur cette intervalle .   ]J-c0,-1[ L]1,+o1[ donc x H 
1 

Vx2-1 

Donc x R f(x) est dérivable sur ]-c,-1[ C]1,+00f. 

  

etona, pour tout x e]-c,-1[ U}1,+cof, (x) = 

  

  

—1 
d'Où Ê’{x) =———— < 0 pour tout x €]-00,-1[ L]1,+00[. 

(x2-1)Vx2-1 P 

X -00 - 1 +00 

f°(x) - - 

2 +00 

109 N \, 
-00 0           

3) a) La fonction f est continue, définie et strictement décroissante sur ]1,+c0[ 

donc g réalise une bijection de ]1,+co[ sur : 

g<]L;+00[ >=f<]1,+00[ >= ]0,+o0[ =IR° = I. 

b) g est continue et strictement décroissante sur ]1,+00[ d’où g' est continue 

et strictement décroissante sur I. 

c) Pour tout x € L, il existe un seul y e]i, +oof tel que g(y) = x. 
2 

Y =x+l Ÿ =(x+1}     
gy)=x En FI 

= (2-1 G +1) & y? (1-G+1P = -Gx+1Y 
x+1)? 

<> y2(-2x-x2)= -(x+1}e y2= — 

= JE 2. JC 
2x+x? 2x+x? 

+1) Ix+il xl 
  or y € ]1,+00[ donc y = 
2x+x? V 2x+x2 V2xtx2 

(car x +1 > 0 pour x el) donc pour tout x eIR; 

xt] 

V2x+x? | 

d) g est dérivable sur ]1,+cof ; on a : g’(x) =- 

  Ona:g''(x)= 

Æ0, pour tout 
1 

(x2-1)Vx2-1 

x €]1,+c[ donc la fonction g'! est dérivable sur IR‘ . 
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5 

ot (2) = _3 

3 

64 5 1 1 -1 5 (> = = = donc g(—)=-— 
Cp) z ) 25 . 27 donc 8O) =, 
Lt 2 — 
16 16 16 64 

5] donc g''est dérivable en e(2 : }= £ 

  

- gest dérivable en — 

27 
5 64 et (g” Je j=—— © 
O=-— 720 g" 2) 77 8 ) 64 

4) a) On pose k(x}= g(x) -x ; pour tout x el 

k’(x) = g’(x) -1 < 0 ; pour tout x e]1,+o0f. 

k est continue et strictement décroissante sur ]1,+co{ donc k réalise une 

bijection de ]1,+00o[ sur h < ]1, +co[ > =] lim k(x), lim k(x)[. 
X +0 xt 

lim k(x)= lim [f(x) -x}]= -c0 

lim k(x) = lim [f{x)-x]= +00 d’où k < ]1,+00[ > = IR. 
xl xl* 

0 ER, donc il existe un unique & e]1,+co[ tel que k(æ)=0 

& g(a)-a =0& g(a)=«.. 

Conclusion : L’équation g(x) = x Ce 

admet dans l’intervalle ]1,-+c0[ une Y=X 

unique solution «. 

b)e x = 1 est une asymptote à Üg. Ce! 

e y =0est une asymptote à Ég  y=1 
  

  

    
    

au voisinage de + oo. id La nm | | l + » + 

5) a) li h(x}= lim g(—) _' 
x" x»  COSX [ 

2 
x=] 

lim = +00; lim g(X) = 0 avec X = 
x COSX x COSx 

2 

Donc lim[e(—)] = 0 et par suite li h{x) = 0 = hG }. 
OSx X—— xt 

2 2 

. \ T 
alors h est continue à gauche en 5: 
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  b)Soitv:xh Î par suite h(x) = g(V())= g o v (x) 
COosx 

xH v(x) est dérivable sur IR Es +krike z| en particulier sur 10,7 [; 

x g{x) est dérivable sur ]1,+00[{ et pour tout x € ]0, 5 [; V(Xx) €E]L,+oo[ 

donc h(x) = gov (x) est dérivable sur ]0, 5 [et on a : pour tout x el, [; 

h’(x) = v'(x). g'(VG). 

    

  

9 — SinX -] 

cos?x 2 2 

(CN: COSx COSx 

-sinx 1 -sinx cos’x _ “COSx 
  h’(x)= . 
cosx # x cosx sinx sinx 

d’où h’(x}) = — ZCOSX — , pour tout x € ]0,— Tf 
sin?x 2 

  

  

    

  

1 
1 

c) Pour tout xe]0, T[h(x) = g(—)=-1+— COX 
2 cos 1 { 

cos’x 

1 1 

= -1+- 208% = [+ CO8X (car pour x €], SL x > 0) 
[tex| tgx 

D'où h(x) = -1 + == ; pour tout x ep, 2 
sinx 2 
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