Fonctions continues et strictement monotones Enoncés

ENONCES

C On considére la fonction f définie sur [O, \/_2_:, parf(x)=x* —4x* +1.

1) Démontrer que f est bijection de [o,ﬁ } sur un intervalle J que I’on
précisera.

2) Expliciter f ' (x).

3) Montrer que I’équation f(x)=—4x ++/5 admet dans ]1,+/2 [une solution

unique.

C reQ", soit f la fonction définie sur IR par f(x) = (1 + x)".
1) Déterminer I’équation y = T(x) de la tangente a {; au point d’abscisse O.

2) Pour x assez proche de 0, on décide d’approximer f(x) par T(x)
Calculer ainsi une valeur approchée 1,002’.
Comparer avec la valeur fournie par la calculatrice.

) Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x> +x? +x —1.
a) Montrer que I’équation f(x)=0admet dans R une solution unique
o e]O,l [
-«

b) En déduire que a est le seul réel vérifiant o = Tro
+o

2) Soit g la fonction définie sur [0,1 ] par g(x)= ‘, i 2
+X

a) Montrer que g est une bijection de [0,1 ] sur lui-méme soit h sa bijection

réciproque.
b) Expliciter h(x) pour toutx € [0,1 ]

3) Soit Be J O,% [ tel que o =cos 2P . Montrer que [3 est ’unique solution dans

[O,%} de I’équation : tgx —cos2x =0,

W Soit f la fonction définie par

£(x) = X—42-X six<0
4x’ +x* +x-1si x>0
1) Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.
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Fonctions continues et strictement monotones Enonceés

2) Etudier la dérivabilité de f et donner sa fonction dérivée.
3) Montrer que I’équation f(x)=0admet dans ]O, + 0 [ une unique solution

o. Vérifier que a e [0,1{.
4) Montrer que la restriction g de fa ]— 0,0 [ réalise une bijection de
]-o0,0[ surunintervalle J & préciser.

Donner [’expression de g ™' (x) pour xe7J.

5) Soit h Ia fonction définie sur |- m,0[ par h(x) = f[ ,1 )
sSmx

Etudier la dérivabilité de h et donner sa fonction dérivée.

Soit la fonction f:x > \/xz-x+l+% x+% )

1) Montrer que f est dérivable sur IR . Donner le tableau de variation de f.
2) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que I’on

précisera. Expliciter f'(x) en fonction de x.

3) Déterminer le nombre dérivé de ' au point % :
. T T 2 1
4) Soitg: 75 — R xl——4Jtg"x —tgx +1 +tgx+5.

a) Montrer que g est dérivable sur }— g,g[ .

b) Donner le tableau de variation de g.
VSoit f:[—l,O]—{O,%} ; xl——ésinzgx.

1) Montrer que I’équation f(x)=x +1 admet une solution dans }- 1,— %[

2) Montrer que f est une bijection, soit f~' sa réciproque.
3) a) Montrer que f ! est dérivable en %, calculer (f -t ) (%j .
-1
b) Montrer que lim LI¢) =—00

y~0* y
. _ . Y1
4) Déterminer la fonction dérivée de £, puis retrouver (f 1) (—j .

4
C Soit la fonction f définie par f(x) =3/2 — 2x
1) Etudier la dérivabilité de f.
2) Dresser le tableau de variation de f.
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3) Montrer que f réalise une bijection de |- c0,1] sur J que I’on précisera.

4) g étant la réciproque de f.
a) Etudier la dérivabilité de g.
b) Calculer g'(x).

c) Expliciter ’expression de g(x).

Soitf:jl%,l}—)]R; X !

cos? mx
1) Etudier la dérivabilité de f.
2) Dresser le tableau de variation de f.

3) Montrer que f réalise une bijection de }%,1 j| sur J que I’on précisera.

4) g étant la réciproque de f.
a) g est elle dérivable en 1 et en g
b) Calculer g'(x).
Soitf:]0,2[— R x I———)tgg(x +1)

1) a) Montrer que f réalise une bijection, soit h sa réciproque.
b) Déterminer I’ensemble de continuité de h et son sens de variation.
Construire C, la courbe de h.

2) Montrer que h est dérivable en (— g) et calculer h'(:?’—ﬁj.

3) a) Déterminer la fonction dérivée de h.
b) Soit p:R" —— R ; x ——>h(x)+ h(—l—)
X

vw Déterminer la fonction dérivée de p. Expliciter p(x).

1) Soitf : [—g,ﬂ—»[— 1,1] définie par f(x)=sinx .

a) Montrer que f admet une fonction réciproque f'.

b) Calculer ™ (g] s f! (— 1) f! (— ﬁj .

2 2
¢) Calculer h(a)=f""(a)+f ' (-a) pour ae [— 1, l].

d) Calculer sin[f - (x)]et cos [f ! (x)]
2) Soit g la fonction définie sur [O, n] par g(x)=cosx.
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a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ et déterminer le
domaine de définition de g™,
b) Calculer cos[g"1 (x)] etsin [g" (x)].
¢) Montrer queg™ (-x)=n—g~ ().
d) Soita e [— 1,1]. Exprimer 4 I’aide de g™'(a) toutes les solutions de
I’équation cosx =a.
3) £~ et g™! étant les fonctions définies dans 1) et 2).

a) Montrer que 0 sg-— fr(x)<n.
b) Calculer cos B — ! (x)} .
¢) Monter que pour tout x € [— 1,1] X))+ g7 (%) =§.
WSoit f: [—g,g}e R :x ——>f(x)=x+sin” x. On désigne par (C )

- o
sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, j).
A) 1) a)Etudier les variations de f.

b) Déterminer les points d’abscisses X, € [—g—,g} en les quels (C ) est

tangente aux droites d’équations : y=Xx et y=x+1.
. : 1
2) Soit (P:JO,—;T—[%IR:XI——)—X+sm2x+%—5.

a) Etudier les variations de ¢.
b) Déterminer le signe de ¢(x) suivant les valeurs de x.

c¢) Déduire sur j' O,g[ la position de (C ) par rapport a la tangente au point
d’abscisse — .
4

B) Soit g:[ ~%,—Z~J—>IR X ——1+sin2x.
1) Montrer que g admet une fonction réciproqué G définie sur J a préciser.

2) Calculer G(0), G(1) et G(2).
3) a) Sur quel ensemble K, G est elle dérivable.
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b) Démontrer que pour tout x €K ; G'(x) = L .

2-4/x(2-%)
@smunammmmdammmrwg]mn:Mm=3§1—G@y

a) Etudier la dérivabilité de h aux points O et 2.
b) Dresser le tableau de variation de h.

V Soit f la fonction définie sur }—l,l} par f(x)=1- ————1—
22 1+ sin ©tx

1) a) Montrer que f réalise une bijection de }—%,%} sur un intervalle J.

b) Onnote g=f"" calculer g(-1) ; g(0); g(éj ; g(%j etg(-1- \/5) .
2) a) Sur quel ensemble K, g est elle dérivable ? Déterminer g'(x)pour x €K .
b) Soit h la fonction définie sur ]g, n] par h(x)=g(cosx).
Montrer que h est dérivable et calculer h'(x).

.. ‘s . .. 11
3) a) En utilisant le théoréme des accroissements finis sur [—3—,5] pour la

fonction g, montrer qu’il existe un réel o € }%,%[ tel que :

1
—_ 2 — = ——
(l-a) (1-20) i

gla+t)—glo—1t)
t

b) Trouver la limite éventuelle de quand t tend vers 0.
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CORRIGES

VSoit f(x)=x*—4x? +1 avec xe[O,\/-Z_]

1) La fonction f est définie, continue et dérivable sur R en particulier sur
[O,«/E] eton a pour tout x e [O,«/E] J(x)=4x> - 8x =4x(x* -2)

d’ou le tableau de variation :

X 0 V2
(%) 0 -
f(x) : i

La fonction f est continue et strictement décroissante sur [0, V2 }

donc elle réalise une bijection de [0,\[2—] sur f( [O,ﬁ] )= [-3,1] .

2)Onapourtout ye [— 3,1], il existe un unique x € [0, «/5]
telque f(x)=y < x*—4x’>+1=y.
oxt—4x’+4=y+3 o x* -2 =y+3.
<:>’x2—2‘=\/yT3 or xe[O,\/E] o 0<x<2 ©0<x? <2
d’olt x? —2<0 et par suite lx2—21=2—x2

donc 2-x*=\y+3 & x?=2-.Jy+3 or x>0

d’olt x =4/2—+Jy+3 etparsuite £ (y)=+2—+fy+3
3) Soit g(x)zf(x)+4x—«/§ avec xe[l,x/i] .

La fonction g est définie, dérivable sur R en particulier sur [l, V2 ] etona

pour tout X € [1,\/5 ]
g'(x)=4x> -8x +4=4(x> - 2x + D) =4x-D) > +x -1

gx)=0 & x=1 ou x2+x-1=0

~1-45 —1+45
= ou X =

2 2

x’+x-1=0 X
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X ] V2 X 1 V2
x—1 + ;
N g'(x) +
x%+x-1 + d’ou
g'(x) + g0 |__— "

g est continue sur [1,\/_2—] etona:
g()=2-/5<0; g(W2)=-3+4J2 /550 d’oi gl) g(/2)<0
donc il existe o e]l,«/g [ tel que g(a) =0 et comme g est strictement

croissante sur [1,«/5] donc g est une bijection sur [1,\/—2-] d’ou I’unicité de a.

Vl) f0)=1, () =r(l +x)™ etf(0)=r

L’équation de la tangente au point d’abscisse O est
y=10)x+f0) = y=rx+1.

2) L’approximation affine de fvoisinde O est f(X) = rx+ 1= T(x)

Soit (1+x)" = r x + I donc (1,002)” = (1+0,002)" =7 x 0,002 + 1= 1,014
et avec une calculatrice (1,002)7 =1,0140842.

V)f(x)=x3+x2+x—l.

a) f est une fonction polyndme donc elle est dérivable sur IR et on a pour
tout xe IR, f‘(x)=3x2 +2x+1>0, VxeR

Donc f est strictement croissante sur IR et par suite f est une bijection sur IR
Montrons I’existence de la solution o pour I’équation f(x)=0

On a : f est continue sur [0, 1]

f(0)=-1; f(1)=2 et par suite £(0)-£(1) <0

Donc il existe o e ]0,1[ tel que f(o) =0 et comme f est une bijection
d’ott ’unicité de o et par suite ’équation f(x)=0 admet une unique
solution a e ]O, 1[.

b) Résolvons dans R 1’équation x = —* (E)
1+x
<50 X - - 1 + o0
1-x 1-x
= 1+x20 D l+x _ n _
2=1—X
1+x
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xe}11] xel0,1]

Le systéme (1) équivaut asx >0 & xz_l—x
xz_—_l_x 1+x
1+x
2 _1-Xx 2 3 3 2
X = S x T 4+x =l-x © x"+x"+x-1=0 avec xe[O,l]
+X

donc d’apres (a) o est la seule solution de 1’équation (E) car ae ]0,1[.

2)a) g(x)= 1’ pour tout x € [0 1]

Dg=10,1]
X 1 continue et positive sur [0 1] donc xF——
+X

continue sur [0,1].

I-x ‘. . -
X I— N est dérivable et strictement positive sur [0, 1[
+x

d’od x b—— est dérivable sur [0,1] et on a pour tout x & [0,1]

1-x ' 1
g'(X)=(1+Xj~ -
) -X

1+x

d’ou g'(x) =————1—— <0; Vxe [O,l[

1
(1+x) X
1+x

et par suite g est strictement décroissante sur [O, 1].

On a : g est continue et strictement décroissante sur [0,1] donc elle réalise

une bijection de [0, l] sur g([O,l])=[g(l),g(O)]=[0, 1]
soit h sa bijection réciproque.
b) On a pour tout y e [0,1], il existe un unique x € [0,1] tel que

g(x)=y<:>y=1’1—X or y=0 donc yzzl——i Syrl+x)=1-x
1+x l1+x

2 2
ex=rY_ doi hy) ==L
l+y 1+

2
ou encore h(x) = ! X2 pour tout x €[0,1].
I+x
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3) Soit Be }0,3[ tel que a=cos2p.
Soit K(x)=tgx —cos2x , montrons que [3 est [’unique solution dans
[o,ﬂ de I’équation k(x)=0.

X ——tgx est continue et dérivable sur IR — {g +km ke Z}
- T
en particulier sur [O’Z} .
X ——cos 2x est continue et dérivable sur IR en particulier sur [O,%}
donc x ——k(x) est continue et dérivable sur {O,%:' et on a pour tout
L ' 2 : T
X 6[0,2} ; K'(x)=1+1tg"x +2sin2x >0 pour tout xe[O,ZJ.
La fonction K(x) est continue et strictement croissante sur [O,%
réalise une bijection de [o,ﬂ sur KHOED:[K(O),K(E—H =[-1,1]

Or0e [— 1,1] donc il existe un unique ce :IO,%[ tel que K(c)=0

} donc elle
[_

1-tg’c
& tgc—cos2c=0 < tge=cos2c= -—=h(tge).
1+tg-c

Or h est la fonction réciproque de g donc g(tgc) = tge <> i ~ :gc =tgc
\/ +tge

d’aprés 1) b) nécessairement tgc=a <> cos2c=a
or aa=cos2f d’ou cos2c=cos2f

orc et BG}O,-Z—I: donc C=

et par suite [3 est ’unique solution de I’équation tgx —cos2x =0.

W)szIR.

e x —— 2 —x est continue et positive sur ]— w,0[
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donc x ——>~/2—x est continue sur ]— oo,O[ et X —— x continue sur
R d’ol f est continue sur |- <0,0].

e f(x)=4x> +x* + x —1 polyndme donc continue sur [O,+ oo[

et lgnf(x) =f(0)=-1.

e limf(x)=1limx —v2—x =—+2 = f(0) donc f n’est pas continue en 0.
0" 0”

Conclusion : f est continue sur R .
2) x —> 2 — x dérivable et strictement positive sur |-, 0[
alors x F—>+/2 —x est dérivable sur |- 0,0[ et x ——>x dérivable sur
1
22 -x
sur [0,+ oof fest dérivableet f'(x)=12x" +2x +1
f est discontinue en O donc f n’est pas dérivable en 0.

R d’ou f est dérivable sur ]—— oo, O[ et f'(x)=1+

1
f'(xX)=1+ ————= six<0
242 -x

f'(x)=12x> +2x +1si x>0

3) La restriction de f a I’intervalle ]O, + oo[ est continue et strictement
croissante donc f réalise une bijection de 0,+ o] sur £(Jo,+ wof)=-1,+ oof
or Oe ]— L+ oo[ donc I’équation f(x) =0 admet une unique solution
oe ]— L+ oo[donc I’équation f(x)=0admet une unique solution a.e J0,+ o]
£(0)=-1et f(1)=5 d’ob £(0)-f(1)<0 donc o e 0,1

4) g est continue et strictement croissante sur ]— 00, O[ donc g réalise une
bijection de ]— ,0[ sur g(]— 0, OD: J
lim f (x) =limx - V2 X =—w et limf (x) = 2

donc J=]-o0,—v/2[.

Jg =y x =g(y)
{Xe&—oo,—\/a[ <::){ye}—oo,O[

g(y)=x & y—42-y=X & 2-y=y-X

ouencore y—x2=0 et 2—y=(y—x) soit y* —(2x -1)y-2+x>=0
ety—-x>0
A=02x~1)? —4(-2+x*)=—4x+9>0 car x<—/2<0
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. 2x—14++4/9-4x w 2x—1-+9-4x
y: ou y =

2 2
Vérifions la conditiony ~x >0 :

2x —1-4/9-4x -1-+4/9-4x

pour y"= ona y'-x=———— <0

2 2

donc y" arejeter.
g 1++4/9-4x

2x —1++/9-4x ,
2 2

Pour y'= onay

ona x<-+2 équivauté—4x>4\/§

ou encore —4x +9> 42 +9

Soit (1) ++—-4x+9 >\/4w/5+9+(—1)>0 donc y'-x>0
-1+ 2x +v9 - 4x

2

finalement g™ (x) =
S)Vx e |- n,0[, h(x) = f(—LJ =f o U(x)
Sin X

on pose U(x)= d’ot h=f-U

sin x
U est dérivable sur ]— T, 0[

f est dérivable sur |- ,0]

et Ux)=

s x
donc h est dérivable sur |- ,0[

<0 dol Ux)e]-»,0[.

h'(x) = U'(0)- £/ (U(x) =— = L
sin” X 1
2,2~
Smx
d’ou h'(x)=~cotgx(l— ! )
2v2sin’ x —sinx

W)f(x)zx/xz -x+1+x+~;—.

xbF——>x*—x+1 dérivable et strictement positive sur R

d’ot x ——>+vx?—x+1 estdérivable sur IR etona xl—>x+%
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2x -1

dérivable sur IR par suite f est dérivable sur R et f'(x) = ———=——==+1
' 2vx? —x+1

2x =1+ 29x% = x +1
2Wx? —x+1
f'(x) =0 équivauta 2x —1+2vx’ —x+1=0 Soit sz—x+1:—;——x

f'(x)=

Ou encore x> —x-{-1=~1~—x+x2 et——x20
4 2
D’oli 1:% impossible donc f'(x)=0.
f' est continue sur R et f'(x)#0 donc f' garde un signe constant sur IR

celui de f'(0)=%>0 donc f'(x)>0.
X — 0 + 00

f'(x) +
f(x) 1/
limf(x)zlimx[‘h——l—+iz+1+—1—J=+oo
+o0 +o0 X X 2X
1 2
2
- - =
(x“=-x+1 (x+2j

\/x2~x+l—x—%

lmf(x) =limvx® —x +1 +x+%=lim

x(—2+4i)
~1lim l =1
x(—“l—l+—17~l+—l—J
X X 2X

2) f est continue et strictement croissante sur IR donc f réalise une bijection de
R sur[l,+o[=].
Vx e ]1, + oo[ il existe qu'un seul yeIR tel que

f(y)=x < 4y° —y+1+y+%=x¢f> yz—y+1=x—y——;—

2
Ou encore y’ —y+1z(x—y—%}
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D’ou y* —y+1=%+x2 +yr-2xy-x+Yy

, .3 "2"“%
y(-2+2x)=x —x—z donc y=——2—£—_—2—
x? —x—g
Vxell,+oof ; f"(x)=—2x_—2~.

3)f(0):% et f'(0)=%¢0 donc £ est dérivable en —Z—

aY (3 1
ol )(Ej'f'«))'z

4) a) x —> tgx est dérivable sur }—

SRR

3

R

[ et f est dérivable sur R

Alors g est dérivable sur J~g,§[

T

b)Vxe}-g,—z—[, g'(x)=(1+tg’x)f'(tgx) >0

car 1+tg’x>0 et VxelR, f'(x)>0.
lim_ tgx =—o0 et limf(x)=1 donc lim g(x)=1

3] )

lim tgx =+o0 et limf(x)=+o0 donc lim g(x) =+

X—>— 3
T T
X 2 =
2 2
g'(x) +
g(x) 1/ o

W) Soit h(x)=f(x)—(x +1), h continue sur [ - 1,—% etona:

h(—1)=sin2(—£]=l>0 et h[—g =sin2(—ﬁj—l=l—l<o.
4)72 3 6) 3 4 3

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires on déduit que h(x)=0
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admet une solution o e] —l,—%[ h(a)=0 & f(a)=a+1
D’ou I’équation f(x)=x +1 admet une solutiona € } -1,- —i—[ .

2) f est continue, dérivable sur [— 1,0 ] et f'(x) =§sin%x : cos%x

~-1<x<0 & —ESEXSO donc cos£x>0 et sinlxso
4 4 4 4

Donc f'(x) <0 d’ou :

X -1 0
fiex) |- q
1
2 T |
o f est continue et strictement décroissante sur [-1,0] et £(~1) =%

et £(0)=0 alors f réalise une bijection de [— 1,0 ] sur [ 0,%} .

3) a) D’apres la 1°) question f[_%)zi— et —%e[—l,O]

d’ol f—'(lj=——2—. !
4 3

f est dérivable en —~§— et f’(—%) =§sin(—1t—) cos(—ﬁj _ I3 £0

donc f™' est dérivable en % et (f™ )’(—3) = =—.

. TNy . ‘ 1
lim —== = lim — = lim ————=—
b i = ) T e T )
x-0
car lirgl&()—_?lzf'@):O et f'(x)<0 etona: f'(0)=0
x—0" X —

d’ott ™! n’est pas dérivable en 0.
4) £ n’est pas dérivable en 0.
f est dérivable sur [—1,0] et pour tout x €[ - L0[ona: f'(x)=0
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1 1
alors £~ est dérivable sur f([—l,O Dz} O,—] et f71)({y)=———,;
2 (67 (v))
~1 LI N 1 2
onpose {7 (y)=x dobt (f)'(y)= =
f'(x) LT T
TSN — X cOs — X
4 4
f'y)=x © f(x)=y & sinz—}x=y & sin%x:i\/;
or sin—}x<0 donc sin%x:—ﬁ.
On sait que coszﬁx=l—sin2£x=1—y
4 4
donc cos£x=i -y or coszt-x >0 d’ou cos£x= -y
4 4 4 -
par suite (f“‘)’(y)—*z——— donc (f")’(y)———z—
_n_\/y. [1_.y _n,y_yZ

2 -8

£ '(lj= - .
e O
Va 16
W)sz{xe]Rtelque2—2x20}:]—oo,l]

X ——> 2 — 2x est dérivable et strictement positive sur |- o, 1]

donc f est dérivable sur |- oo, 1[ et
I

_ )3 1 e
im fO D i =27 051257 =0
x—1 x —1 1 X — 1

donc f n’est pas dérivable en 1 d’ott Dy = - ,1[.
1 -2 -2
2)Vxe]—oo,1[, f'(x)zg(z_zx) 3 -(_2)=____7<0
3(2-2x)3

1 1
lim f(x)=1im(2 — 2x)3 =+o0. lim f(x) = lim(2-2x)% =0.
X—>=0 ~c0 x—1" x—>1"

X
£'(x) _

) | T —

3) f est continue et strictement décroissante sur ]— 0, 1]
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donc f réalise une bijection de ]— o0, I] sur [0,+ oo[: J.
4y a) f est dérivable sur |- oo, 1[ et f'(x) # 0 alors g est dérivable sur lo,+ o[

dérivabilité en O : 1}1_{% E) ; a0 }(12’11 f(_X)_l;f:Q -0
x—1
1 -tQ)

car lim N —oo donc g est dérivable en 0
1 X —

d’ot D, =[0,+ o[

1 -
b) Yxe[0,+f g'(x) = on pose f'(x)=y
f'if_l(x))
2

-1 30 53 -
“F) 2(2 2y) x=f(y)

1
x=(2-2y)°

d’ol g'(x)=—%x2 pour tout X & J0,+ oof
etona g'(0)=0.
-1 - f —
of =y [Ty =x
x €[0,+ oo yelo,1]
2-x’
2

1
f(y)=x & 2-2y) =x ©2-2y=x’ & y=

Vxe[0,+oo[ g(x)zl—%x3.

f(x)=

1
Ona:5<xs1 = g<nxSn = —1<cosnx<0

COSs TX

1 .
donc cosmx #0 sur }5, lj| , X ——cos nx dérivable et non nul sur

}%, l:' donc f est dérivable sur }%, 1} .

2cosmxsinmx  2sinmx

1
2) Pour tout xe}—,l} ; f'(x)= 7 =7
2 coS mX CcOS™ X
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Fonctions continues et strictement monotones Solutions

1 T .
E:‘—z-,l} @nxe}g,ﬁ] = cosmx <0 et sinwtx>0
d’ou f'(x)<0
e f'(x)=0= sinax=0 < x=1.
X - 1
f'(x) - )

f(x) \}1

f1)=1; limf(x) =+ car limcosnx=0.
) G

. . . 1
3) f est continue et strictement décroissante sur 5,1

donc f réalise une bijection de ]—;—,1} sur [1,+0[=T.

4)a)eOna: f()=1 < g)=1
On sait que f est dérivable en 1 et f'(1)=0

gly)—gd® _.. 1
bim y-1 =
x—1

. g(gjzx Rt f(x)z% &

—oodone g n’est pas dérivable en 1.

1 4 2
=— & cos X =—

COS2 X

3 3
o cosnx:—2~ ou cosnx:~7 or cosmx <0
donc cosrcx:——3 o nx=%+2kn ou nx=—%+2kn
<::>x=£+2kou x=:—5+2k,keZor X € l,l donc x=£.
6 6 2 6

f est dérivable sur }%,1 J donc f est dérivable en % .

f '[—5—) #0 donc g est dérivable en 4
3\/— 3

6
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(4 1 -33
el s
iq
6
b) f estdérivablesur } —;— )1 [ g est dérivablesur |1,+ |

I Tetg'(x)=
pour toutx € jl—g , 1‘: f'(x)#0 f{e(x))

1 1 . cos® Ty
- =—— onpose g(x)=y d’oll g'(x)=
f'gx) f'(y)

gx)=y & x=f(y) & x=

IX —
g'x) 2sinmy

3 1

& cos” My =—
cos” my X
, 1 . 1

o I-sin’ny=— < sinny=1-—
X X

. . 1
On sait que cosny <0 et sinmy >0 donc cosmy =—,[—
X

1
et siny = 1~l d’ol g'(x)=—2X = !
VX [l 2xx-
X

;; 1)a) f est continue et dérivable sur ]0, 2[.

f'(x) =%{ 1+tg? g(x + l)il >0 donc f est strictement croissante sur

lo,2 [ et continue donc f réalise une bijection de 10,2 sur

f<]0,2[>=] lim f(x),h'mf(x)[zJ

-x—0" 2

limf(x)= lim tg—(x +1) =~ car lim—(x +1) =(E)
0* x>0t T 2 ot 2 2

limf(x) = limtg = (x +1) = +0 car lim—(x +1) =(ﬁ‘-)
2 27 2 27 2 2

donc J=1R.
b) f est continue sur ]0,2 [ => h est continue sur IR .

f est strictement croissante sur |0,2 [

= h est strictement croissante
sur IR
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Fonctions continues et strictement monotones

Solutiony

C,=S,C;); Ary=x.

ex=0 et x=2 sontles
asymptotes de C; .

e y=0 et y=2sont
asymptotes de C, .

3 3
2)h[—7]=x<:>f(x)=—T y=x

53

Tt
otg—(x+1)=—-—
gz( ) 3

<:>lt—(x+1)=—£+k7'c<:>x=1=—l+2k
2 6 3

<:>X=—§+2k, keZ or xe0,2[ donc x=§ donc h[—

)

= 2_
(5 %

on pose h(x) =y ou encore f(y)=x

f est dérivable en —?— et f’(%} =—

donc h est dérivable en -5 et h' 3

1
f'(h(x))
1 1

f’(Y):E X
2(l+tg 2(y+1))

3)a) h'(x)=

h'(x)=

1 2

§(1+xz):n(1+x2)'
2

d’ot h'(x)=

b) p:R"—IR; xl——>h(x)+h(l).
X

f est dérivable sur ]0, 2| et pour tout x 0,2 [ f'(x)=20

donc h est dérivable sur IR .

LT
2 2 2

V3 («/EJ_

1

L

1

et tg—’z(y+l)=x

3

ALY
6

X ¥—>—1— est dérivable sur IR* d’oul p est dérivable sur IR ;
X

p’(x)=h’<x)+(- %Jh'[lj
X

X
71
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Fonctions continues et strictement monotones

Solutions

22 2
_ =
R(H_lz_j al+x?) m(x?+1)

X

p(x) = h(x) -

donc p(x) est une constante, p(x)=c.

p(H)=h@) +h(@)=2h().

) =x & fx)=1 & tgl‘-(x+1)=1
1 1
—(X+1)——+k7t ®x+1—5+2k<:> x:—§+2k
Or x€]0,2[ donc x== d’ou h(l)—E,p(x)=2h(l)=3.

3
2
' 1)a) f est dérivable sur [~2£

f'(x)=0 équivaut a x—— ou x———
(x)=0 ¢&q 5 5

} et f'(x)=cosx>0

N[?—i

. . . T
donc f est continue et strictement croissante sur [—2—,—2—} d’ou f réalise

une bijection de l:——Z—n’ng sur [-1,1] par suite f' existe.

- ‘\/E . _ -\/3 — T E
b) f =X équivautad sinx=— or X €| —,
12 2 2 2
_@):E

2] 3

() ar S

¢) h(@)=f"(a)+f'(-a)

N T .
d’ou x=§ ammf'(

Onpose f'(a)=a et f'(-a)=P avec aetPe l::;—t,-;j
ou encore a=sino et —a=sinf3

donc sin o =sin(—f) équivaut (o) =f(-3)

or f est une bijection d’oll ao=—f3 ouencore a+pB=0

soit f7'(a)+f ' (-a)=0 ainsi h(a)=0

d) sin(f "' (x))=f(f ' (x)) =x
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Fonctions continues et strictement monotones Solutions

cos? [f“’ (x)]+ sin’ [f“ (x)]: 1 or cos[f‘1 (x)]z 0
d’ou cos[f'1 (x)]:m.

2) a) g est dérivable sur [0, n] et g'(x)=—sinx <0
g'x)=0 ©x=0 ou x=7
g est continue et strictement décroissante sur [O, n] .
donc g réalise une bijection de [0, 7] sur [-1,1].
ainsi g~ existe et elle est définie sur [-1,1].
bycos(g™ (x)=geg™ (x)=x
on sait que cos’x +sin’x=1, xe [O, Tt] alors sinx >0
par suite sinx =+/1—cos” x ainsi sin[g_l (x)]z Ji-x?
c) g7'(x)=a et g7 (—x) =P avec a et Be [O, n]
x=g(a) et —x=g(B) ouencore x=cosa et —x =cos[3
d’olt —cosa =cosf soit cosP=cos(n—a)
donc B=m—o parsuite g7 (—x)=n—g" (x)
d)cosx =a ou encore cosx =cos(g ' (a))

équivauta x =g~'(a)+2kn ou x=-g '(a) +2kn avec keZ
T T
3)a)Ona: ——<f'(x)<—
)a) 5 (x) 3
ou encore > —f! x)= L ajoutant T on obtient : 7>~ £ (x)20
2 2 2 2
b) cos{g —f (x)} =sin [f*' (x)]= X.
¢) Pour montrer que £ (x) + g™ (x) =12t— il suffit de prouver que
T -
——f7(0)=g"(x)
2
s s
——f7(x) |=cos| = — ' (x) [=x
g[ 5 (X)] [2 ( )}

g(g”' (x))=x D’od g(g —f7 (X)J =g(g” (x)) or g— —£7(x) et

gl (x)e [0, n] et g est une bijection donc g - x)=g(x)
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Fonctions continues et strictement monotones Solutions

C A/ 1) a) fest dérivable sur [—g,_g]

et f'(x)=1+2sinxcosx =1+sin2x.

o f(x)=0 & sin2x=-1 2x=—§+2kn<:> x=—§+kn

T T
or xe| ——,—| donc x=——
[ 2° ?j 4

eOna —-1<sin2x <1 donc sin2x+1>0.

T T i
X - - il
2 4 2
£'(x) + b + |
|
T
2
-——+1
2

b) On remarque que les deux droites ont le méme coefficient directeur 1.

1+sin2x, =1 sin2x, =0
f'(xy)=1< T & T T
Xy €| ——,— Xg €| ——,—
22 22
2x, =km,keZ .
T | < X,=0o0ux,=—oux,=——
Xy € 2,5 2

en x, =0 lepoint O (0,0) et T :y=£'(0)x +£f(0) dou T,:y=

X
en x, :E le pOiIlt A(E,E-{-lj et T7t :y:f’(—il(x_ﬂ_) (gj
2

d’od T, :y=x+1

2

=T B -~ 1) et T, y=x+1
en x, = ——2— e point (——2~—2+) et _g.y—x+

2) a) @ est dérivable sur ] O,g[ et @'(x)=-1+sin2x

sur}O,gl:; ~1<sin2x <1 donc sin2x —1<0
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e sin2x=1 < x=§

X 0 n r
4 2
¢'(x) - b-
r_1
1.
2 4

b) (p(-}j =0 alors Si x <£— et @ strictement décroissante

alors @(x) >q)( j donc @(x)>0.

. 1 . . T
Si x> 7 et ¢ strictement décroissante alors ¢(x) < (P(Z)

d’ot p(x)<0.

T T T
i |

fE]=Z+2 et f|Z|=2dot T, :y=2x-L+=
4) 4 2 4

Positionde C et T,
4
1 T 1
F(X) =y =X +8in2 X — 2% + = —— = —x +sin? X + =~ — = o(x
(x)-y sin 773 273 o(x)
Si erO,g{, ¢(x)>0 donc f(x)>y d’ouC est au-dessusde T,
"
T
Si xe:|z E[ ¢(x) <0 donc C est au-dessousde T, .
n
‘o T ,
B/ 1) g est dérivable sur [_Z’Z} g'(x)=2co0s2x

Tex<l o Tkl o cos2x20
4 4 2

g'(x)=0 < cos2x = 0<:>2x—5+kn<:> x=§+%7£
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Fonctions continues et strictement monotones

Solutions

T T i n
or xe| ——,—|donc x=—— ou x=—
[ 4 4] 4 4
s T
X = ad
4 4
g(x) |0 + o)
g(x) 0 /’2
. . . T T
g est continue et strictement croissante sur { 2 ,ZJ

donc g réalise une bijection de [ —%,—Zﬂ sur [O, 2]= J.

T T s T

Q)gl-— =0 ©G0)=—— ;g —|=2 = G2)=—;

-0 2002 2]z c0r-
g(0)=1 < G(1)=0.

b

3) a) g est dérivable sur ] ——Z—,%[ et g'(x)#0 sur } -

N
1

LN

alors G est dérivable sur ]0,2].

Dérivable en 0 de G :
limG—(Y)—_g@ = lim S =400 car g'(— Ej =0
y—0 y P (X) —g _EJ 4
AT
s
X +—

4
limg—(}i—G—-——(22 =400 car g'(Ej =0
y—2 y— 2 4

donc G n’est pas dérivable nien Onien2;d’ ot K=]0,2{.
11
g'Gx) g

avec y=Gx) < g(y)=x

b) Pour tout xe]0,2[, G'(x)= avec y=G(x)

G'(x)=

2cos2y
g(y)=x & l+sin2y=x < sin2y=x-1
donc sin’ 2y =(x —1)* or sin? 2y =1—-cos? 2y
d’ott 1-cos® 2y =(x~1)? par suite cos” 2y =1-(x —1)*

& €082y =4/1—(x =1)? ou cos2y=~—/1-(x-1)*
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Fonctions continues et strictement monotones Solutiony

or ye ——73,2 ou encore 2ye —E,E donc cos2y >0
44 2°2

Ainsi cos 2y =4/1 — (x —1)?

1 1 1
Par suite G'(x) = = =
21-(x-1> 2J-x+2x  2Yx(2-%)
x—1 1
L X2 _G(x)+=+G(0)
Haye lim 2 =hO) 2 2
x—0 X x->0 X
= liml _ 9_(_’_()___9@ = —o0
0 2 X

Donc h n’est pas dérivable en 0.
2 X—2 2 2 x-2
Donc h n’est pas dérivable en 2.

b)h(x) = x -1 ~ G(x) est dérivable sur ]O, 2 [
1 1 1 x(2—-x) -1
hMx)=—-G'(x)=—~ =
=) 2 () 2 2Jx(2 ~X) 2\/x(2 —-X)

h'(x)=0 @ x(2-%x)-1=0 & x(2-x) =1 x(2-x)=1
o x> +2x-1=0 < x=1
Si xe]O,l[ , h' estcontinueet h'(x)#0.
Donc h' garde un signe constant d’ou le signe de h'(x) est le signe de

¥
h'(lj= 2 <0 d’ou h'(x)<0.

Si xe]1,2[ h' estcontinue et h'(x)#0 donc h' garde un signe
V3

M2
constant est celui de hl(%] or h’(gjz 2 <0 donc h'(x)<0

F
4
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X 0 1 2
h'(x) - ¢ -
1 =
.
h(x) 2 4 \1 i
2 4

h(O)~—%—G(O)—~%+Z et h(2)=——G(2):E~%

VI) a) f est dérivable sur } —l,l} , T'(x) :_&s_nx_z
22 (1+ sin ©tx)
1 1 T T
——< X <— ouencore —5<nx <5 alors cosmx >0

donc f est strictement croissante sur :I - E’E} et comme elle est continue

d’ou f réalise une bijection de } - —l—,l} sur }limf(x),f[lﬂﬂ:] —oo,—} .
2°2 4 2 2

b) g(-)=x <f(x)=-1 <:>1——-?——=—1<::> SINTX = ——
14 sin x 2

1 1 1 1 1
€® g(j g(zj y °© gl ) y
. 11
2) a) f est dérivable sur }~——,—}
22
et f'(x)=0 < x :% alors g est dérivable sur }—oo,%{:]{_

Vxe}—oo,%[ g’(x)=—f,—(-ffll(;)3 onpose f'(x)=y

: 2
1 :(1+s1n1ty) et £(y)=x

IX —
&) f'(y) T COS LY
fy)=x & 1——L—=x P 1“X=——L—
1+ sin®y 1+sinny
. 1 s . X
ou encore 1 +sinmy =—— d’olt sinmy = ~1=
1-x 1-x 1-x

78
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2
2 2 2 _ X
comme cos” my +sin” ny =1 alors cos” ty=1—| ——

1-x
T 2 1-2x
or iye ——,—{, cosmy =0 donc =htX 1 =
g } 2 2J v cosTy \[l (1) 1-x)°
i)
1—x) 1 1
par suite g'(x)= = , Vxe:l—oo,—[
7t_\/1~2x n1-2x(1-X) 2
(1-x)

b) On pose U(x)=cosx, h(x)=g°U(x)

e U est dérivable sur Jg, Tt}, g est dérivable sur J— oo,é[ .
i 1, . 1
eVVXx e g,n ona —Igcosxsz d’ot U(x)e —oo,—z—

par suite h est dérivable sur }%n}

sin x

nvl—2cosx (I —cosx)

. 11 . 1
3) a) o f est continue sur ‘E’E alors g est continue sur | —o0,—

et K'(x)=U"(x)- g'(U(x)) =—

2

donc g est continue sur l,l . et g est dérivable sur }—,—1—
3°2 32

alors il existe un réelae]%,%{ telque g'(o)= 7
2 3
car (l]-let (l)-l
12)72783)7%

[ 1
——————=2 ouencore V1-20(1—-0o)=—
avl-2a(l—-a) 27

1
Soit (1-2a)(1-a)? =——
(1-26)1-0)* =
b lip S D@0 ung[ glot)-g)  go0- g(a)}
1= t—> —
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1)a) f est dérivable sur }_l,_l_} £1(¢ :MX—{
22 (1+sin nix)

1 1 T T
——<X<— ouencore ——<nx <— alors cosnx >0
2 2 2 2

. . 11 .
donc f est strictement croissante sur J —E,E} et comme elle est continue

d’ou f réalise une bijection de J —%,%J sur

Iirlnf(x),f(%j = J:}—oo,%} .
2
1

b) g(-D=x @fE=-12l-———=-1 sinnxz——l—
1+ sinmx 2

2) a) f est dérivable sur }l,lJ
22
. 1 y 1
et f'(x)=0 © x :E alors g est dérivable sur | — OO’E =K.

Vxe}—oo,%[ g’(x):m onpose f'(x)=y

1 (+sinmy)’

"(x)= = et f(y)=x
gx) f'(y) TCOSTY )
fly)=x < l——;—:x < 1_X:_L~
1+ sin wy 1+ sinwy
. 1 N . X
ou encore 1+sinty=——- d’ou sinny = ~1=
1-x 1—-x 1-x
2
comme cos’® Ty + sin” wy =1 alors  cos’ n:y=l~(1X j
- X

On sait que &y e}—g,g}, cosmy >0

80
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x Y 1-2x
Donc cosny = 1—( ) = -
I-x (1-x)

1 2

o _(T:;) B 1 Y
Par suite g'(x) = 'Jl—ZxdnJl—Zx(l—x)’vxe] ,2[
(I-x)

b) On pose U(x)=cosx, h(x) =g U(x)
o U est dérivable sur }g , n} , g est dérivable sur ]’— oo,% [ .

'VXEJE,TC}OHH ~1§cosxsl d’olt U(x)e]—oo,-l—[
3 2 2

par suite h est dérivable sur }g,n}

sin x

mvl—-2cosx(1—cosx)
1

. 11 .
3) a) e f est continue sur ——5,5 alors g est continue sur {— oo,~2—

et h'(x)=U"(x) g'(Ux))=-

Donc g est continue sur i,l . et g est dérivable sur 1 ,l
3°2 3°2

3

[ telque g'(a) =

D | —

Alorsilexisteunréel ae ]

1) 1 N 1

Car gl — |[== et g = |=—=

o g[zj 2 ° g(sj 6
1 1 1
=2 J1-20(-a)=—o (1-20)1-a)? =—
m1-2a(1~a) 2n ( ) 4n?

b lim glo+t)-glo—t) hm[g(oc +t)—go)  gla—t)- g(a)}

t—0 t t—0 t —t

W | —

=gy +gy=2¢ga)y=4
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