
Fonction logarithme népérien Enoncés 
  

ENONCES 

Na 
Pour chacune des questions suivantes indiquer la bonne réponse. 

1) L'ensemble des solutions de l’équation Log(x’ — 4) = Log(2 + x) 

B] 10, +co[ HD {-2,3) 3 
2) La fonction f(x) = x?/Log x est dérivable sur ]0, --co[ le nombre dérivé en 

e est : 

El 3e H €” 0 
3) La fonction définie par f(x) = Log(2x’ + 1) est dérivable sur IR et f(x) 

est égale à : 

1 4 2x°+1 
El + gd ==       

2x? +1 2x° +1 4x 

4) L'ensemble des solutions de l’équation Log x < 0: 

do die EM 
Log(4x? +x+1) 

5) La limite au +c de f(x) = 
x? 

E] 4 ll Log4 0 
Vrai — Faux 

Chacune des affirmations suivantes elle est vraie ou fausse ? 

justifier votre réponse. 

1) Log x est positif. 

2) La fonction Log|x +3] est croissante sur ]-c0, -3[. 

3) L'approximation affine de Log(x + 1) pour x proche de O est x. 

V7 dans IR, les équations suivantes : 
+ 

1) Log x = -2 2) Log (1 *)=3 
X 

3) Log(x” — x) = Log(x + 1) 4) Log(x’ +x—2)= Log(x +3) 

VA Simplifier les écritures. 
9, 1 2 3 98 

A=Log(—)+Log(—)+£Log(—}+...+Log( —)+L 8) 8() 8(7) 89) Co 

- Lest5-D+ test +n ; C =Log(e}+Log(e®)Log(e"Va-Lon| (> | 
e 

Sans chercher à les calculer, comparer les intégrales suivantes : 

a) f Log x dx et f: LogLdx ; b) f x°(Logx)“dx et f: Vx(Log x)‘ 4x 
3 3 X 2 2 

B 

Résoudre dans R ; les inéquations suivantes : 

l)Logx>4, 2) Log(x + 2) + Log(x + 4) > Log(x + 8). 
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3) Log(2x” +3x+1)<0. 4) (Logx)” +3Logx+2>0. 

Y Calculer les limites suivantes : 
10 

1)LimxLogx”° 2) lim Logx 3) Lim —— 
0* +00 x +00 re 

  s)timLog[ 2 = 5) lim BCE 22087 6) lim ET etneN 
X+1 0 x x" 

7) lim3x — Logx 8) lim 7 (08 x) 
+00 x 

9)lim x Log fi + 1 
+00 x 

  10) Log 2 =) 11) x Log[ EE) 
( | x +2 0* x 

2 

  12) lim LE T2, 4 coeten 0 13) lim EE - Log(x 1) 
Logx —] — | 

14) lim Log(1 + x) 15) Tim Log(l + x) 16) lim Log(1 + sin x) 

” ( x J +0 x x+0  sin2x 

\5/ Catcuter f'(x) en précisant sur quels intervalles ce calcul est valable : 

Logx 
    a)f(x)=x -4+ ; b)f(x) = Log (3x +1) - Log x + 

4 3x +] 

c)f(x)=x Logx —x ; df()=1t Lex 
1-Logx 

x +1 
1) F(x) = Log|— ; j)f(x)=Log(Logx) 

Déterminer la forme générale des primitives de chacune des fonctions 
suivantes sur l’intervalle proposé : 

  

  

  
  

  
  

a) f(x) = * x sur ÏL, + co| b)f(x)= x —1 + LOBX sur [1,+ cf 
_. x 

1 1 TT 
UT sur 10,+ œ d)f(x)=tgx sur . 

= sur ]1,+ oo[ ff, (x) = ; neIN’\f}. 
—X xLog' 

Soit f la fonction de la variable réelle x définie par : 

f(x)=Logk(x) avec Kk(x)>0. 
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1)si k(x)=x, montrer en appliquant la formule des accroissements finis à f 

  que : l <Log(l + x)— Logx <— : VxelIR:. 
1+x x 

En déduire la limite de la suite S, définie par : 

S, 141,1, 1 ou ne IN’. 
2 n 

1 

2)Si k(x)=[xfr1 avec x#0 et xz#1. 

a) Calculer la dérivée f'(x) . En déduire k'(x). 

b) Calculer f'(-4) et f'(—-2). En déduire qu’il existe 

VAI Soit gix 1x? -2+ Logx définie sur |0,+0 

1) Etudier les variations de g. 

2) En déduire que l’équation g(x) =0 admet une seule solution o:; 

13<a<1,4. 

3) Déduire le signe de g(x) selon x. 

B/ Soit f la fonction définie sur Jo, + 00 [ par f(x) 1 +1-Logx). 
X 

1) Etudier les variations de f. 

2) Montrer que f(a) = 20 — L , puis donner un encadrement de f(æ). 
a 

3) a) Montrer que la courbe de f admet deux asymptotes. 
b) Préciser la position de C la courbe de f par rapport à D'y=x. 

c) Construire C en précisant la tangente à C en son point de rencontre avec 

son asymptote. 

4) Soit h la restriction de f à [e,+ co [. 

a) Montrer que h admet une fonction réciproque h°' définie sur [e, + œo[ . 

b) Ecrire l’équation de A", la demi tangente à C : au point d’abscisse e. 

c) Représenter C et tracer A". 

2) Soit g définie sur ]0,+ o0 [ par g(x)=1+x-xLogx. 

a) Étudier les variations de g et dresser son tableau de variation. 

b) Prouver que l’équation g(x) =0 admet une solution unique f dans 

]0,+c0[; vérifier que 3<B<4. 

c) Déterminer alors le signe de g(x). 

LE X 
2) Soit f la fonction définie sur b, + œ[ par f(x)=2+—— 
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a) Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition. 

b) Exprimer la fonction dérivée de F à l’aide de g en déduire les variations 

de f. 

c) Soit D la droite d’équation y = 2, déterminer les coordonnées du point A 

d’intersection de D et de C et la position de C et D. 

d) Tracer C et D. 

3) Soit h définie sur [1,+ co [ par h(x)=f(x)-x. 

a) Montrer que h est strictement décroissante sur ÏB, + co [ . 

b) Etablir que pour tout x e [1,8 ]; 0< roosE0 | 

c) En déduire les variations de h sur [1,B |. 

4) Prouver que l’équation f(x) = x admet une unique solution «& sur [1,+ co [, 

montrer que 2 < @ <3. 

5) Prouver que pour tout xe|2, 3], f(x)e[2,3] 

NE Soit la fonction g(x) = — 2 + Lol T ?) avec Xe Jo, + 00 [. 
x +2 X 

Etudier les variations de g. En déduire que pour tout x e Jo, + 00 [ 

    

on a: g(x)>0. 

  
f(x) =xL x+2 :xS0 

2) Soit f la fonction définie sur [O,+ co [ par X/ TX 08 SX 

f(0)=0 

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0. 

b) Calculer lim f(x) (on pourra poser X = 2 ). 
X—+00 x 

3) a) Dresser le tableau de variation de f. 

b) Tracer C la courbe de f dans un repère orthonormé. 

x +2 
  

2 

4) Soit h{x) = À Lou | pour tout x€ ] 0,+ oo [. 

a) Calculer h'(x). 

b) En déduire la primitive de f sur Lo, + oo [, qui s’annule en 0. 

5) Soit k un réel strictement négatif, soit f, la fonction définie sur [O,+ 00 [ 

par f,(x)= f(x) +kx. 

a) En utilisant les variations de g sur 10, + 0 [, montrer que l’équation 

f! (x) =0 admet dans |0,+ o | une unique solution notée a, . 

b) Dresser le tableau de variation de f, sur [0,+ 0 [ et déduire le signe 
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de f,(a,). 

Soit f définie par f(x) = x?4/Log x|. 

1) Déterminer le domaine de définition de f. 

2) Etudier la dérivabilité de fen 1. 

3) a) Résoudre l’inéquation dans 10,+ co [ ; ALogx+12>0. 

b) Déterminer f'(x). 

4) Déterminer le tableau de variation de f. 

5) Etudier les Branches infinies de f et construire sa courbe dans un repère 

orthonormé (Unité 4 cm). 
= 

NA Le plan est muni d’un repère orthonormé (O, i, j). On considère la 

Log(1 + x) 

x 
fonction définie sur [o, + 00 [ par f(x) = pour x>0 et f(0)=1. 

La fonction h définie sur [o, + œ| par h(x)= — — Log(1+x} et la 
X + 

fonction définie sur [o, + © [ par (x) = f(x) - x 

1) a) Montrer que f est continue sur [o, + 00 [. 

b) Etudier le sens de variation de g définie sur KR, ; 

2 3 

par 200=Lonqrx)-[x- +2) 
3 

Calculer g(0) et en déduire que sur R,,ona: 

2 3 X° x 
Log(l+x)<x-—+—, g(+x) 7 +3 

2 

c) Par une étude analogue, montrer que si x>0 : Log(i+x)>x—- F . 

1 _ 
d) Etablir que quelque soit xeR,,0ona: _1 < Le Ho x < _ + 3 

X 

En déduire que f est dérivable à droite en 0 et que f à (0) = _ . 

2) a) Etudier le sens de variation de h et en déduire le signe de h sur R.. 

h(x) 

X 
  b) Montrer que sur Jo, + 00 [, f'(x) = et dresser le tableau de variation 

de f. 

3) Etudier les variations de @ et construire sa courbe dans (O, i, j) et la demi- 

tangente au point d’abscisse 0. 
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4) a) Démontrer que l’équation f(x) =x admet une unique solution sur 

Jo, + 00 [ que l’on notera &. Montrer que a € È il . 

r 1 
b) Montrer que si xe ui | alors f(x}e È | . 

c) Montrer que si x€ É | alors h(1)<h(x) < H(3) et que [h(x)| <= . = 1 
2 

4 1 4 
d) En déduire que sur 3°! on a : If") <=: 

5) Soit la suite U définie sur IN par U, =5 et pour tout neIN ; 

U; — f(U,) L 

n+l n-1|* a) Montrer que pour tout ne IN’, [U -U,|<£JU, —U 

En déduire que lim | U,,, — U, =0. 
n+0 

b) Montrer par récurrence que la suite V définie par V, =U,, est 

décroissante et que la suite W définie par W, =U,,,, est croissante. 

c) Montrer que la suite V est convergente et déduire que la suite W est 

convergente et que les deux suites V et W ont la même limite. 

Pour tout neIN” on pose U, = [ x" Log(1 + x)dx et 

  

  

  

V, = -1,1,,,© 
2 3 n+l 

1) a) Montrer que pour toutn eIN° ona :0< U, < LE puis calculer lim U,. 
n + n—>+00 

1 x? 
b) Calculer | dx puis calculer U,. 

0 1+x 

2) On pose S,(x)=1-x+x?+:.+(-1)"x" avec xe[0,1] et neIN'. 

Cr Loti 

a) Montrer que S, = 1, CDXT 
1 1+%x 

1 xt 

et que V, =Log2+(-1)" Î dx. 
0 1+x 

1 b) En déduire que |V, -Log2[<   puis calculer lim V,. 
n+2 n—>+00 

3) a) En utilisant une intégration par parties pour U, montrer que : 
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L … n 

- Log2, CD” [Log2 — V, |. 
n+il n+i 

b) En déduire que la suite (w,) définie par ©, =(n+DU, 

est convergente et calculer sa limite. 

n 

  

  

  

      

VD Soit f la fonction définie sur 10, + 00 [ par f(x) = Logx 

Etudier le sens de variation de f. 

2) a) Montrer que pour tout kEIN' — {1 } on a : 

Log(k + de <[* Logx Logx «Lo8k 

(k +1)? x? : k? 
L 

b) Par une intégration par parties, calculer [° . * ax. 
X 

* Log2 L L 
3) Pour tout n eIN — {1} on pose S, = 3 + + ++ ET 

n 

a) Montrer que pour tout neIN' - {1 }, on à : 

    

  

s,-—82<[" LoEx x < <S, _ Logn 

2? 2 x? 

b) En déduire que : 

l+Log2 n+(n-llogn -2+3Log2 1+Logn 

2 n° 7. 4 n 

c) Donner un encadrement de S,5% à 107? près. 

Soi f la fonction définie sur | oz) par : 

f(x) = [” Lt si xe 0 | et f(0)=0. 

1) Justifier l’existence de f(x) pourtout x <| 0 | . 

2) Montrer que f est dérivable sur | 0e | et déterminer f'(x) pour tout 

se lo). 
2 

re N 1 
3) En utilisant le théorème de la moyenne, montrer que pour tout x <| 0 | 
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X 
    on à : <f(x)< . 
Log2x Log x 

4) a) Montrer que f est continue et dérivable en ©. 

b) Donner le sens de variation de f. 

NY Soient les suites (U,) et (V,) définies sur IN” par : 

U,=let VneIN,U,=U,:+ 1 pournz2et V,=U,-Logn 
n 

1) a) Calculer U;, U; et U4. 

1 
b) Montrer que Vne IN”, U,= > L 

k=1 

“ +] 

2) a) Montrer que VKkEIN , __ [ Läx <1 
k+1 X k 

b) En déduire que pour tout entier n > 2 

On a U,-1 < Log n < U, - L etO<V,<lI 
n 

3) a) Montrer que V, converge vers une limite 6 (on ne cherchera pas à 

calculer 5). 

b) Quelle est la limite de (UÜ,) ? 

1) Représenter graphiquement la fonction x R 1 sur ]0,+oof. 
x 

2) Subdiviser l'intervalle [1,2] en n intervalle de longueur 1 (n € IN”). 
nl 

. 21 
En déduire un encadrement de [ — dx par les sommes 

X 

  

  

u = + + [ 

DU 1+— 142 142 
n n n 

Et v = a + 1 I 1 

Dlye + 142 2 
n n n 

21 © 3) a) Calculer [ = dx. 
X 

b) Obtenir des encadrements de Log 2 en calculant Us et Vs puis Uo et Vi. 

g On considère la fonction numérique f définie sur ]0, +co[ 

223



Fonction logarithme népérien Enoncés 
  

Logx 
  par f(x) = x + 

Soit (6) sa courbe représentative dans le plan #muni du repère orthonormé 

(O,i, j) d'unité graphique 3 cm. 

1) Calculer à l’aide d’une intégration par parties I = [Loex dx. 

2) Soit H la fonction numérique définie sur JO, +co 

par H(x) = À (Logx) 2 Logx 2 
X X X 

Démontrer que sur l’intervalle considéré, la fonction H est une primitive de 

Le Log x) 
la fonction h définie par h(x) = Logx) . 

On considère l’espace rapporté au repère orthonormé (O,i,j, k).. Le solide S 

est engendré par la rotation autour de l’axe (O, 1) de la surface délimité par 

la courbe (Ÿ), et les droites d’équations respectives x = Letx=e, 

et l’axe (x’x). 

Calculer le volume V du solides. 
2 

V6 pose pour x > O, f(x) = og 
X 

1) Déterminer les limites de f en +0 et 0. 

2) Déterminer le sens de variation de f sur ]O, +col. 

3) Tracer la représentation graphique (6) de f dans le plan. 
2 P 

LoeT gx. 4) On pose pour p > 1, I, = [ 
X 

a) À l’aide d’une intégration par parties, Calculer : I, = [ (EX) dx. 
X 

p+l 
  b) Montrer que, pour tout p2 1:1,,, =- +(p+ll,. 
e? 

c) En déduire L, L et 4. 

d) On fait tourner autour de l’axe des abscisses l’arc de courbe constitué des 

points de () d’abscisses comprises entre 1 et e°. Le point M de (6) 

d’abscisses x, décrit alors un cercle de rayon f(x). 
Calculer le volume du solide ainsi engendré, en unités de volume. 
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CORRIGES 

\ 1) La réponse est | : car Log(x? — 4) = Log(2 + x) définie que pour x >2 

Log(x° — 4) = Log(2 + x) S(x+2)x-2)=(x+2)S (x+2)(x-3)=0 

x=-2ou x=3 or x>2 d’où Sr= {3} 

2) La réponse est | : P(X) = 2x Logx + x 

P(e)=2et+te=3e 

, (2x° +1) 4x 
3) La réponse est [bd : Ê (x)==——— =", 

) P : re) 2x°+1 2x?+1 

4) La réponse est [dl : Log x <0 & x <e°= 1orx> 0 d’où Sr = ]0, 1[ 

Log érbr) 
X X 

2 
5) La réponse est : f(x) =   

Log(4x? +x+1) _ 

x’ x 

Log x” +Log(4+1 +1) 
= X_X 

x? 

1 1 

lim (x) =lim Logx + x x 
+0 +0 x x 

g 1) Faux : Log=-0,69. 

2) Faux : car r'Gy= 1 0 si x<-3. 
x +3 

  0 
2 

3) Vrai : on a (Log(1 + x))’ — alors l’approximation affine de f voisin de 
X 

0 est (0) x + (0) = 1 x x donc Log{1 + x) = x. 

VS Lou x - 2 à Logx = 2 Log e <> Log x = Loge” 
SR = {e”?}. 

+ 

2) Log x ,-3 définie que pour x e IR -[-1,0] 
X 
+ 

Log (X)=3Loge- Loge’ 
x 

1+x 
— = & 1+x=xe 

X 
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1 
RS)         X — 

e - 

x>-] 
3) Log(x? — x} = Log{(x + 1) définie que pour ) Log — x) = Log(x + 1) que p 0 

sig x € ]-1 ,+oo[ -[0, 1] 

x'—x=x+l 

x—2x-1=0 or A’=2 

ni et x’=1+V2 

  

UV, + V2} 

À = Log(s +Log(e )+.. +Log(En)+ Log( PE) 

Log Lex, x 08x08 2108 = Lo o8* 7° *0g* 1007 Log(——)=-2Log10 

_Log[(V5-1) (VS#1) _Log4_210g2 
2 7 2 2 

3 -2 2 1 3 C =Log(e*)+Log(e?)+Log(e’e)-Log(—) 
€ 

=3Loge-2 Log + Logé” +Loge+3Loge 64 
2 

VE alors Logx <0 

322 >1 alors Log-L >0 
X X 

d’où ve] .1) on à Logx < Log-+ 
X 

par suite fi Logx dx < f: Log dx. 
3 3 X 

b) Pour tout xe[ ai on a x° <4Vx et comme (Logx)* >0 

d'où x°(Logx)* <Vx(Logx)‘ 

donc f x° (Logx)* dx < f: Vx(Logx)“ dx 
2 2 

)L’inéquation a un sens si x >0 

Logx>4e Logx > 4Loge<> Logx >Loge‘ &x>e 
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d’où S= 4,4]. 

2) L’inéquation a un sens si x+2>0 et x+4>0 et x+8>0 
ouencore: x>-2 et x>-—4 et x>-8 donc définie sur |-2,+| 

dans ces conditions : 

Log(x + 2) + Log(x + 4)>Log(x +8) équivaut successivement à : 

Log((x +2)(x+4))>Log(x +8) 

(x+2)(x+4)>x+8e x°+5x>0ex(x+5)>0. 

X — © —5 0 + 00 

x(x +5) + D = ® + 

x(x+5)>0 & xel-00,-5 ]U[0,+c[ or xel-2,+0| 

d’où S=[0,+w|. 

3) II faut que 2x° +3x+1>0 

  

  
  

2x? +3x+1=0 admet pour racines —1 et _ 

donc l’expression est strictement positive « à l'extérieur » des racines ; 

A 1 
d’où D=]-0,-1 Lu] tel 

L’inéquation est donc équivalente successivement à : 

Log (2x? +3x+1)<Logl 

2x? +3x+1<i ouencore 2x? + 3x <0 

  

X — © _ 0 + 00 
2 

2x° +3x + ® 7 ® + 
  

  * 2x? +3x<0 S xe 30) or xeD 

où 8= |-1 _3 vo s-]-Lof 0] 
4) Ici D = ] 0, + oo [ ; car l’inéquation ne comporte que des « Log x ». 

Nous allons procéder par changement de variable en posant : X=Logx. 

Logx=X 

X°+3X+2>0 

X°? +3X+2=0 admet deux racines : —1 et —2 

Alors X?+3X+2>0 & Xel-o,-2[U]-1+0| 

Donc : (Log x}? +3Logx+2>0 2 
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X>0 
L’inéquation est équivalente à : 

Logx <-—-2ouLogx >-I 

x>0 
ou encore : 

Log x <—2Loge ou Logx>-Loge 

x>0 
, à ‘ 1 c’est-à-dire Log x < Loë( + | ou Logx > Log? 

e € 

    

  

x > 0 1 1 
ou encore x <—oux>+ finalement s-lo [ul 

e € 

VS lim x Log x° =lim3x Logx =0. 
0* 0* 

10 

2) me im IOLOBX _ 5 
+00 x +00 X 

2 2 

3) lim = Jim? = lim 2x = lim 2 = +00. 
+ ee +00 15 Logx +00 Logx +00 Logx JL 

2 x x 

  4) On sait que lim2*=1=2 donc im, Log[ 2 +) Log?. 
X + +00 X + X=—>+00 

Log(x + 2) - Log2 
5) lim représente le nombre dérivé de f(x) = Log(x + 2) 

  en x) =0, comme PE alors rO=> 

d’où lim Log(x +2)-Log2 _ 1 

  

      

x 2 

6)n=lona Tim LOEX =0 
+00 x 

n>l; lim LE L Jim LOEX . L =0 
+00 X +00 X X 

  
L 7) lim3x — Log x “tima(s - x) = +00 

sin (Log x) <1 

X 

  

8) Pour tout x>0 ona 0<|sin(Logx)|<1 donc 0 < 
  X 

sin (Log x) Co d'où lim sin (Log x) _o 

+ X 

Comme lim =0 donc lim 
+0 x +00 X   
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9) On pose X = L , il suffit alors de chercher la limite quand X tend vers 0 
X 

  
  

  

  

  
  

lim xLog( 1 À) dim 2 Log (+ x) = 22800 
X=>+00 X X-0 X x=0 

10) lim 221 = 0+ d'où ir Log 2) 
(y *+2 Gy x +2 

2 2 

. x+1 . 
11) mx Log }rimxLog(n+D-xLogx 

o* X 0* 

Or HimLog(x +1)=Logi=0 donc Himx Log(x +1) =0 
0* 

et lim x Log x = 0 d’où mx Log[ Et) 0. 
X 

L > Logalt+ = | 1 

0 12) * Tim ET Jim EL Jim 8? 1     

+0 Logx—1l ++ 
  

  

1 +0 1 

Logx| 1- 1- 
Logx Logx 

Car lim 1 =0.   

  

+ Logx 

* lim L8* +2 =] en utilisant la même méthode. 
0 Logx-I1 

1—-(x- —] 13) 2x +1 ox ne 22 (x -1)Log(x —1) 

x—1 x—1 

limx —-1=0* 
li -DL —1)=0 

HimtLogt=0 Dim }Log (1) 
0* 

d’où lim2x +1—(x-—1)Log(x —-1)=3 
1 

2x +1-(x-DLogG=D 
et limx —-1=0* donc lim 

1 + x—1 
1 

Log(i + x) lim Log(1 + x) 

CNE 
m L°80 + x) _1 = li == +00 

o* X Vx 

car lim LOEC + %) _; et limvVx =0*. 
0* 0* X 
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Loctl Logft+) 

15) lim LEE X) x 
Vx 0° 1 

X 

= lim VrLo[ 21) = lim VxLog( +x)— VxLogx 
o* x o* 

=limvVxLog(l+x)-2VxLogvx =0 
o* 

Log(i + sin X) lim Log(l+sinx) 1 

  

16) lim - 
0 sin 2x û sin x 2cosx 

Lorsque x—0 alors sinx——>0 on pose X =sinx 

lim Log( + sin X) = im Log(i + X) _] 

0 sin X X-0* 

1 1 - . é 1 
et lim —— par suite la limite recherchée est —. 

0 2cosx 2 

  \/ a) f est dérivable sur ]0,+|, r'e=1+ Le #ti 
4x 4x 

b) f est définie que pour 3x+1>0 et x >0 ou encore x > 0 
d’où f est dérivable sur Jo, + 00 [, 

3 1 3  -6x-1 
3x+1 x (3x+1)? x(3x +1) 

c) f est dérivable sur 10,+o0f, f'R)= x 1 +1. Logx -1= Logx. 
x 

d) f est dérivable sur 10,e [U]e,+ co [Cx >0etLogzl). 

LG Log (1+Lonx)| +) 
P'(x) = X X 
  

(1- Logx)’ 

L 1 _ Logx LL, Logx 

XX XX 2 
(i-Logx)’ x(1 - Log x)” 

x +1 

  

  i) f(x) = Log 

    

: comme la valeur absolue est un réel positif il suffit 
X 

  

x +1 Sd Le 
que #0 c’est-à-dire xÆ0 et x—1 donc f est définie sur 

X 

R \{0,—1}. 
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UG) = 211 est dérivalbe sur IR \{0,-1}. 

x—(x+1) 

_U@ x -1 f'(x == (Log| U = = = : (x ( g| ()}) UG) Ki xG+D 

x 
Remarque : On aurait aussi pu calculer la dérivée de cette fonction en 

écrivant : f(x) = Log|x + 1 - Log|x| on obtient beaucoup plus 

rapidement : 

pot lixxl 01 
X+1 x  x(x+1) xx +) 

) f(x) =Log(Log x), f est définie que lorsque Logx>0<x >1 

donc f est dérivable sur ]1,+|. 

(Logx) _ 1 

Log x [x Logx 

a) La dérivée de U:x— x? -1 c'est: U':xI——2x. 

En écrivant f(x) = 1._2x on fait apparaître la forme UV 
: 2 x] U(x) 

  
  

f'(x) = (Log (Log x))'= 

  

2 

Les primitives de f sont F définies par F(x) == Log| x? — i] +c avec 

celR sur [1+œ[ona x?-1>0 donc 6) =5 Log (x? —1)+c. 

b)f(x)=x-1+ JL Logx , Or À Logx est de la forme U'(x) U(x) 
x x 

dl 
avec U(x) = Logx qui admet pour primitive 3 U*(x) 

d’où les primitives de f s’écrivent : 

FG= x? -x +7 (Logx)? +c;cekR. 

1 1 ne 
—— dans ce cas les primitives de f sont : 

X+2 x 

F(x)= Log] x +2|-Log|x|+e, ceR : sur [0,+ | 

ona x>0et x+2>0 

d’où FC) = Log(n +2 Logx + e=Lag[ EEE) ceR. 
X 

c) f(x) =   
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d)f(x)=tgx = SX c’est la forme UG) 
cos x U(x) 

avec U(x)=cosx et U'(x)=-sinx 

f(x) =- ZX 

  

  donc F les primitives de f s’écrivent : 
cos x 

F(x) = -Log|cos x| +c avec ceR. 

or SUr |-23) on a cosx >0 d’où F(x})=-Log(cosx)+c. 

  
  

e)f(x = —A=x)+2 (x), 2 = _j+ 

l—x 1x Î1-x 1—x 
les primitives F de f sont définies sur Ji + 0 [ par : 

F(x)=-x-2Log/l-x|+c ;ceR. 

1 
D f, (x) = = 1, (Logx) ” on pose U(x})= Loex 

xLog"x x 

, dans ce cas 

  

U dérivable sur |0,+o0[ et U'(x) = . 
x 

d’où f, (x) est de la forme U"U”. 

par suite les primitives sont : F,(x) = ——U (x) +c 
-n 

I-n   F, (x) = Log (x) +c avec ceR. 

ur La fonction f(x) = Logx est continue et dérivable sur Jo, + © [ en 

particulier sur tout intervalle de la forme [x, x+1 ] avec x>0 doncil 

existe un réel CE ] X,Xx +] [ telque Log(l+ x) -Logx =. 

Ona: x<C<x+l alors L>L» Î 
x C x+1 

  

  En remplaçant = par sa valeur on obtient : 1 > Log(1 + x) — Logx > 
X 

On écrit l'inégalité pour xe{l,2,..,n-l,n} 

  l —< Log(l+n) Logn <= 
n 

= < Logn — Log(n — 1) <— 
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5e Log2 — Logl <1 

En sommant ces n inégalités, on obtient : 

LL Cpogt+n)<1+L4..+ Î +12s 
2 n n+l 2 n-1l n 

lim Log(l+n)=+ alors limS, =+0. 
n— +00 

  
n 

1 

2) f(x) = Logl x [+1 = Logx|. 

1 1 1 a) f'est dérivable sur IR*\{1} ; f'(x)= 
x—1 x (x-1)? 

UN xl 
ro EE Log x] 

    

    

or FO d’où k'(x) =f'(x) - k(x) = | [< 

1 

ae _ Log] x ) 

(x-D) X 

b) f'(-4)=-0,00544 et f'(—-2)=0,0896. 

f" est continue sur [- à,— 2] telle que f'(—-4)-f'(—-2) <0. 

Alors il existe x, e]-4,-2| tel que f'(x,)=0. 

NT 1) g est dérivable sur ]0,+ 0 [; g'(x) = 2x + 1 _ 2x” +1 s0 
X X 

  

d’où g est strictement croissante sur |0,+|{. 

2) g est continue et strictement croissante sur ]0,+ co [ alors g réalise une 

bijection de 10, + © [ sur g([0, + 00 D = | lim g(x);limg(x) | =R 
o* +0 

or DER, alors O admet qu’un seul antécédent: œe ] 0,+ oo [ 

Comme g(1,3)=-— 0,047 et g(1,4)= 0,296 et g est strictement croissante 

donc 1,3 <a <1,4. 

3)-Si x>a@ et g strictement croissante alors g(x) >g(œ) d’où g(x)>0. 

— Si 0<x<a etg strictement croissante alors g(x) < g(a) donc g(x) <0. 

  

B/ 1) est dérivable sur ]0,+ co [; f'(x)=- (x? 1-Logx)+ L{a 1) 
X X X 

L 7 _ = + Le 
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0 œ 
X 

+ © 

['(x) — ® + 

+ 0 + co f(x) TA 

lim f(x) = lim x +1 Logx =+00 et lim £(x) = limx ++ Logx = 
o* 0* X +00 +00 x X 

2) On sait que g(a)=0 & Loga =2-a° 

2 _ 

f(a)=L(o? +1-Loga)=L (a? +1-2+a°)=2% LL 

œ œ œ œ 

on a: 13<a<1,4 

1 1 1 1 1 Î 
& 

a  L4 
— << — — 

14 à 13 13 

Comme 2,6 < 2a <2,8 d’où 26-20-11 <28- + 

  

  

33 œ 1,4 

1,83 < f() < 2,086. 
3) a) limf(x}) =+c0 

+00 

dim 16) 2 Him + -L  LOBX _; 
+0  _X +00 x? x? 

timf£(x) -x]= lim - LOEX _ 
+00 +00 X X 

Donc y=x est une asymptote au voisinage de + co. 

limf(x) =+0 donc x =0 est une asymptote. 
o* 

b) £(x)- x =L(1- Logx) 
X 

1—-Logx>0&1>Logx<LogezLogxée>x 

0 e 
+ 00 

fx | + d - 

Si xe]0,e[ alors C est au dessus de D. 

X 

Si x e] e,+ | alors C est au dessous de D. 

Si x=e alors C et D coïncident au point (e,e). 

c) T:y=f'(e)(x-e)+f(e) or f(e)=e et 

234



Fonction logarithme népérien Solutions 
  

  

  

  

  

e? -1 1 tic 
'(e)=——=1-— | 

e e e 
2 

cour :y |" ; iherhee 
€ e À 

t + + + a + + + > 
2 _ 

donc ry=[s - hu. Oia € 
e e 

4) a) Comme Le,+æo[c[a,+oof, T 

donc h est continue et A:y=x 

strictement croissante sur Le, + co [   d’où h réalise une bijection de Le, + 00 [ sur h([e, + co) = Le,+ co [. 

b) On a: h(e)=e & h''(e)=e 

    

      

hest derivabieene h l'est derivableene 

e? —] > 1 e? 
NOË #0 et(h !)'(e)=— = 

e? RQ) h'(e) e?-1 

A':y=(h")(e)(x-e)+h(e) 
2 2 e 

A" vy= x—e)+e d’où A':y= X— . 
. ei! ) . e? 1 e? 1 

c) Pour xele,+l{; S)C)=C,: avec D'y=x. 

Ÿ\7 1) a) g est définie, continue et dérivable sur ]0,+ co [ 

g'(xX)=i-Logx-x À 2 _Logx 
X 

* —Logx>0&<Logx<0e0<x<i. 

0 1 + 00 X 

g'(x) + ® 

8) TN, 
#*liml+x-xLogx=1; liml+x(1-Logx)=-c et f(1)=2,. 

o* +00 

b) * Sur 10,1 }, g est continue et strictement croissante donc g réalise une 

bijection de 10,1] sur 12] or 0& l1,2] donc 0 n’a pas d’antécédent 

dans J0,1 ]. 

* Sur Ï1,+ co [, g continue et strictement décroissante donc g réalise une 

  

  

  

bijection de +0 sur ]-°,2[ or 0e ]-c0,2[ donc 0 admet 

qu’un seul antécédent B dans |1,+c |. 
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donc l’équation g(x) =0 admet une seule solution sur 10, + 0 [ . 

* g(3)= 0,63 et g(4) =—0,54 et g strictement décroissante sur Ji, + © [ 

donc 3<f<4. 

c)Si xe]0,B[ alors g(x) >0 

Si x e]B,+ co [ alors g(x}) <0 

Si x =$ alors g(B)=0. 

Logx __X 
    2) a) limf(x)=lim2 + 

+ +2 X _Xx+l 

Lim f(x) = lim 2 + LOBX _ 
o* o* 

—00 ‘ - 

x+1 1 

b) f est dérivable sur |0,+ oo [ A:y=x 

L(x4+1)-Logx 

  

  

  

  

_Xx+1-xLogx g(x) 

  

  

  

f'(x) = À = 
G (x +1)? x(1+x)° x(1+ x)? 

or x>0 et (x +1)° >0 donc le signe de f'(x}) est celui de g(x}) d’où: 

X 0 B + 00 

f'(x) + À 

f(B) f (x) 7 na) 

Log 1+B 1 
FORT or sB)=0S Loge d’où FE)=2+e. 

y =2 y=2 c)Mfx,y)eC ND & Po ? Po 

  

y=2 y=2 x=] | 
os Logx es = d'où  AI,2) 

2 + Lix =2 Log x =0 y=2 

* f(x) 2= TE 
+X 

  comme 1+x>0 

donc le signe de (f(x) — 2) est celui de Logx d’où: 

Si x e]0,1 [alors C est au dessous de D. 

Si xe]1,+00{[ alors C est au dessus de D. 

Si x=1 alors C et D coïncident. 

d) on a: x =0 asymptote et y =2 asymptote au voisinage de +0. 
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À 

D':y=2 LT. © 

4 —— y —+— 4 A y + t L + L L + +   
3) a) h(x)=f(x)— x , h est dérivable sur |0,+o[ et h'(x)=f'(x) -1. 

Si xe]f,+00 [alors f'(x) <0 donc h'(x)<0 

d’où h est strictement décroissante sur |f,+ co [ 

b)*xe[1,f],ona f'(x)20. 

8O 1 
4 2 

* x >1 et g est strictement décroissante sur Ji, + 00 [ donc g(x) < g(1) 

#*x>l&1+x>2(1+x)" >4 donc x(1+x})” >4 

,« 1 1 
d'où ——<— 

x(1+x)? 4 

Si xe[1,Blona O<g(x)<g(l) donc PPS 

d’où oo <80. Finalement o<r< 20. 

c) Sur[1,8 | on a POST d’où PGD-15 donc h'(x) <0 

d’où h est strictement décroissante sur |1,B ]. 

4)f()=xSf(x)-x=0h(x)=0. 

h est continue et strictement décroissante sur [1, + 00 [ donc h réalise une 

bijection de [1,+ co [ sur h ([1,+ 00 D=7=]-00,1] car: 

Logx __X 
  — X = —00   

  dimh(x) = Tim 2 + LEX _ x 21 et Jimh(x)=lim2+ 
1* 1+ x +1 +00 +00 x x+1 

Or 0e ]- œ,1 | donc 0 admet un seul antécédent & € [1,+ oo [ tel que 

h(œ) = 0 

< f(aœ)=a donc l'équation: f(x) =x admet une unique solution 

a e[1,+00 [ 

h(2)=0,23 et h(3)+-0,72 donc ae|2,3[. 

5)2<x<3 et f est strictement croissante sur ] — ©, f ] donc f(2)<f(x)<f(3) 

237



Fonction logarithme népérien Solutions 
  

Log2 Log3 
    2<2+ <f(x) <2+ ; <3 d'où f(x)e[2,3|. 

NEA g définie, continue et dérivable sur 10, +. 

  

    
  

_2 
2 _ 

g'(x)= += —- 2 _— —<0 
(x+2)? X+2 (x+2)* x(x+2) x(x+2) 

X 

lim g(x) = lim? + Log 212)-0 0 + 00 
+ + X +2 x 

g'() - 
  

Alors V xe|0,+| , 

  6 | 
XT 2) = lim xLog(x + 2) — xLogx = 0 

0* 

  2)a)e limf(x)=lim sLoëf 
0* o* 

car limxLogx =0 et limxLog(x +2)=0 x Log2=0 
0 0* 

d’où Him f(x) =f(0) par suite f est continue en 0. 

e DO in Log ETE car im Ÿ2 2 400 

0* x 0° X CR 
    

Alors f n’est pas dérivable en ©. 

  

  

  

    

1 
1 l — +2 

b) limf(x)= lim 2) =lim— Log] À 
+ 0 (x) 0 x JL 

X 

= Jim Log(1 + 2x)= lim L280 + 2%), _) 
ot x x—0* 2x 

car lim LE + X) =] 

0 

3)a)xk— x +2 est dérivable et positive sur 10, + co [. 
X 

x +2 Le . 
Alors x -—> Loël | est dérivable sur 10, + 00 [ par suite f est 

dérivable sur |0,+œw|. 

2 
x +2 2 x +2 2 

f'(x) = Lo +x-—#—_=Lo - = g(x (x) {#2 +52 {2 2 g(x) 
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X 

FO) + 
fx) +? 

b) y =2 est une asymptote au voisinage de + co 

  

  au point (0,0) la courbe de f admet une 

demi-tangente verticale dirigée vers le | 

haut. . O 
2 

4) hs = 2 Log 222) 

5 

    

  

2 

a) hest dérivable sur [0,+[ et h'(x)= so?) .X,_ C2 
X 

    

    

En x(x +2) 

d’où HG) =xLon( T2) * 
x x +2 

' X ? X 
b)h'{(x) = f(x) — alors f(x) =h'(x) + 

X +2 x +2 

160 = h'6e) + 2222 LG 412 
x +2 x +2 

Soit F une primitive de f qui s’annule en 0. 
F(x) = h(x) +x —-2:-Log(x +2)+C et F(0)=0 

  

2 

RG = À Log L TE) «x -2Log(x +2)+C 

F(x) = xt) +x —2Log(x +2)+C 

lim F(x) = lim x f(x) +x —2Log(x +2)+C=0 

d’où —-2Log2 +C=0 ou encore C=2Log2. 

x +2 
  

2 

F(x) = _. Loël | + x — 2Log(x + 2) + 2Log2 

5S)k<O ; f,(x)= f(x) +kx. 

a) f, est dérivable sur 10, + 00 [, Fe (X)=T(R)+k=g(x)+k 

f,(x)=0 & g(x)=-k avec ke R° 

On a g est continue et strictement décroissante sur 10, + © [ 

Alors g réalise une bijection de ]0,+ c0 [ sur [0,+{. 
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Solutions 

or (-k)e ]0,+ œ| alors (-k) admet un seul antécédent 

e0,+o[ tq g(ou)=-k 
d’où fj(x)=0 & x=ao, 

b) Pour x <a, et on a g est décroissante alors g(x) > g(æ,) 

d’où g(x)+k>0 

pour x >@, et g est décroissante alors g(x) < go, ) 

d’où g(x) + k <0 

lim f, (x) = Him f(x) + kx = 0 x 0 a + © 
  

f; + _ 
limf, (x) = lim f(x) + kx = 00 ko) ? 

f,(x) 0 LA GX 

pour 0<x<a, on a: f, est croissante sur J0, &,,. 

d’où 0<f,(x)<f,(a,) doncO<f,(æ,) 

  
\# 14) f est définie lorsque x > 0 et [Log x| >0 d'où Df=[0,+®|{. 

2) lim f(x) — f(1) im ne Lex | es 
  

  

xl" X — x—1" Tim 

— x?Logx . Le X _— ee 
= lim = 1 x (—c0) = —00 
xT (x —1): JE Loex Fe — Log x 

Donc f n’est pas dérivable à te en 1 d’où f n’est pas dérivable en 1. 

3) a) L’inéquation est définie sur 10,+ oo [. 

4Logx+1>0@Logx" >-1eLogx" >-Logex* > lors 1 
e e 

1 1, 1 
Xx2,]-- ouencore x2—- d'où S=| —,+00 

Ve ï ï 
e e4 

b) f est dérivable sur |0,1[U]1,+®[. 

Si xe]0,1[ alors Log x <0 donc f(x) =x?4/- Log x 

X 
d’où f'(x) =2x J- Logx — — 

24-Logx 

—4xLogx-x —x(4Logx +1) 

24/—-Logx 2/-Logx | 

Si | alors Logx >0 d’où f(x)=x”4/Logx 
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x __x(4Logx +1) 
par suite '(x)=2xÿ/Logx + —— - 

24/Logx 2/Logx 

  

  

      

  

  

  

4) 

0 L + 00 
x 1 

et 

4Log x +1 _ O + 

x + + 
— X — — 

1 
x 0 L 1 + 00 

e 

DT + 4 = 
1 + 00 

(x) TUE, / 

0 | 0 

dir lt) FE 
r TV 2e 

e e2 e    
: 4: 2 1: 4: : 
Emf(x) = limx ILog x| = lim /x]Log x = limV}x Log xl =0 

lim f(x) = lim x? [Log x| = +00. 
+00 +00 

5)* lim @) Liimx Log = Î 
X 

donc C, admet une branche 

parabolique 

de direction l’axe des ordonnées au 
voisinage de + co. 

* limf'(x) =—c et lim £'(x) = +00 

donc au point d’abscisse 1 laC, 

admet une demi-tangente verticale Î 
dirigée vers le haut.       241
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7 a) rx) = EC si x>0 

f(0)=1 

Log (1 + x) —Log(1+0) 

x —0 

c’est le nombre dérivée de la fonction U : x Log(1+x) en 0 

limf(x)= lim 
0* 0* 

or U'(x) = d’où U'(0}=1 
1+%x 

par suite limf(x)=1=f(0) donc f est continue en 0. 
o* 

comme f est continue sur |0,+ | donc f continue sur [O,+ oo [. 

  

  

2 3 

b) g(x)=Log(i+x)-|x- À +2À 
2 3 

1 43 

g est dérivable sur [0,+| et g'(x)=———-1+x-—x? = <0. 

l+x 1+x 

X 0 + 00 

ee : g(0) = Log (1+ 0) —0 = d 

  

  

8 |, 

0 est un maximum absolu de g donc pour tout x € [o, + co [, g(x) < 0 

x? x° 
d’où Log(l+ X)EX LT. 

  

‘ 2 

c) On pose : p(x) = Log (1 + x) — Ê — = 

2 

  

  

p est dérivable sur [0,+o| et p'G= 1x = >0 
1+x 1+x 

X 0 + 0 

P@ [0 + 
  

PO | 
0 est un minimum absolu pour p donc pour tout x20,ona: p(x)z0 

2 

d'où Log(l+x)2x DL 

  

2 

d) On a : pourtout x2>0: Log(i+x)2x et 
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x? 3 x? x? x? 

Log(1+x)<x-—+— d'où x-—<Log(l+x)<x -—+— g(1+x) 73 s g(+x) 3 3 

Log(+x) 

lim f(x) — f(0) lim x Lim Log(+x) —X 

0 X 0 X 0 X 

x? x? x° 
ona: x—-—<Log(i+x)<x-—+— 7 g(+x) RE 

d'où -L< LOSUT x) EX CL EX mme lime L 4 2 21 
2 x? 2 3 0 2 3 2 

d’où lim BC HO ZX -_1 par suite f est dérivable en 0 et 
x 

1 
f'(0)=-—. (0) 2 

2) a) h est dérivable sur [0,+o[, 

1 1 1-x-1. x 
  

  

PO x+1 (x+1) + D 
x 0 + o0 

h'(x) 0 _ 
  

h(x) —— 2, 

0 est maximum absolu pour h, donc pour tout xEIR, on a h(x)<0. 

b) f est dérivable sur [0,+0[. 
1 + FO=— 

  

  * Pour tout x > 0 f'(x)=-— Log(1+ x)+ À. _- 
x X X+ 

— Log(1+ x) +? 
X + 

  

  

f'(x) = æ 1 12 <0 

x 0 + 00 

f(x) — _ 
  

  f@) [1 ——_ ,, 
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3)p(x)=f(x)—-x, o est dérivable sur R, 

Eo'(x)=£f'(x) -1 or f'(x) <0 donc p'(x) <0 

X | 0 + 00 

D) 
— 3 imo(x) = im LEO +2) LEX Le 6(0)=f(0)-1= 2 

+0 1e L+x x 2 
—3 

p(0)=1 d’où A: y=— +1 
x2>0 

C’est l’équation de la demi tangente au point d’abscisse 0. 
Construction : À 

im PC Li LSU TX); 
+0 x +00 x? 

im LE + X) 1x, 
+0 1+x x? N 

limo(x)+ x =limf(x) =0 + Re 

Y=-x 

donc y=-—x asymptote au voisinage 

de +. Ï C 

4dja)f(x)=x f(x)-x=0p(x)=0. [ 

est continue et strictement décroissante sur 

]0,+ o [ donc o réalise une bijection de 

]0,+ co [ sur ]-,1[ or 0e]-0,1[ d’où 0 

admet un seul antécédent à € ] 0,+ 00 [ 

d’où l’équation f(x} =x admet une seule solution & € ] 0,+ co [ 

or 93)" 0310 et p(1)# —-0,306 doùael pu | 

  

b) : <x<l et fest strictement décroissante sur 10, + 00 [ 

donc (2) > f(x) >f(D ou encore 2Log3-2Log2>f(x)> Log2 

1>0,812> f(x) > 0,69 > 0,5 d’où rep | 

c) : <x <l et h est strictement décroissante, donc He) >h(x)>h(1) 
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5 Loge >h(x)> ; —Log2 d’où —-0,2<h(x) <0,2 donc |h(x)] <= 

1 d)f'(x) = on a: RG) <= se ro <     
1 

2   

  

Go< [fs Se 

       comme ihaolen cos La d’où <i 
2 4 x? 5 

5) a) VnEeIN, fest continue sur [U.., U, | dérivable sur IÜ,.., U, [ 

À 
eton a:VxelR,, GS donc et d’après le théorème des 

accroissements finis on a : 

4 

[ÉCU,)—FCU,.)]< JU, -U, | Es [U DH Us EU, -U,.| 

Montrons par récurrence que | U,., -U sf?) JU, -U,]. 

° Pourn=0,[U, ul<($) 0 -U,| SU, -U,/<[U, -u, 

°_ Supposons que [U,., -U,| «() [U, -U,| et montrons que 

n+l ‘ 

LU, “Ual<(À) [U, -Uil. 

  

d’après 5) a)| U,,2 Una] à U;4 -U, <«(2)4) [U, -U,| 

4 n+] 

d’où U, -U,hl<(À) | U, -U;]. 

Donc VneNona:}U,,, -U A<(2) JU, -U,| 

im (4) =0 donc im Us — U,|=0 +00 n+ 

b) & Montrons que la suite V définie par V, = U,, est décroissante pour 

ça, montrons que, V pEIN V,,, <V,. 

e Pour p=0 ona V, =U, 
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U,=5; U, = 1106 ; U, = l Louf1+ À Lou | 
5 1 5 

— Log6 
5 

1 
= Log] 1+—Log6 |<U, =V 

Log6 d 5 ë ) 0 0 

d'où V, <V,. 

e Supposons que (V,,, <V,  U;,,, <U,,) et montrons que 

(Vos < Von © pra < Uopsr) 

Ona:U;,, < U,, et f est strictement décroissante sur [o, + © [ 

donc F(U42) > F(U2) © Upss > Uopu: 

or f est strictement décroissante sur [0,+ 00 [ d’où 

FCU p43) < CU p41) lee Ua < U;,42 Lee Vu < Vu 

+ Conclusion : V peIN , V,,, < V,. Donc V est une suite décroissante. 

#Montrons par récurrence que: VpeIN: W,,>W, 

e Pourp=0, W =U, = Log(t + U) 
2 

Log] 1 + 5 Lol + 1 Lo) > 
] Logé 5 

Log6 Log6 
: U,=W, 

SLoëf1 + 5 Log6 

d'où W > W, 

e Supposons que (W,,, > W, & U,,,, > U:,,,) et montrons que 

(Wu > W 

Ona: U,,,: >U;,u 

donc f(U,,:3) << (Ua) U 

ÉCU p44) > (Up) SU 

e Conclusion : V peIN:W,,, > W, Donc W est une suite croissante. 

p+l ls Unis > U;,:3) . 

et est strictement décroissante sur | 0,+ co [ 

2p+4 < U5+2 

2p+ 2p+5 > Us Les Wu > Wu 

c) Montrons que U, € [0,+ 00 [. 

ePourn=0, U,=5>0 

° Supposons que U, € [0,+ co [ ,montrons que U,.,, € [O,+ co [ 

U n+l 
= Log + U,)>0 d’où  U,,el0,+o| 

donc VneIN;U, e[0,+wf. 
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#La suite V est décroissante minorée par 0 car V, =U,, € [o, + 00 [ 

donc elle est convergente. 
#Ona: W,=U,,,, =f(U,,)=f(V,) 

puisque V est convergente et f est continue sur [ 0,+ co [ donc W est 

2p+1 

convergente. 
“Puisque lim (U, -U,.,)=0donc lim (U;,,, -U;,)=0 

p—>+co 

etpar suite lim(W,-V,)=0Od'où lim W, = lim V, 
p—+c0 p—+0 p—+e 

NUAN) 0<x<1 alors 1<x+1<2 donc 0<Log(x + 1) < Log2 
d’où 0<x"Log(x +1)<Log2:x" 

1 1 n 1 n 

Ç Odx < | x Log(l+ x)dx < | x” Log2 dx 

    

  

    

n+l ! 

O£U, <Log2 | & 0<u, < CE? 
n+l}, n+l 

Comme lim Logz =0 alors imU, =0 
+o n+l +0 

2 2 

bje [ * dx= | La f' x—1l+ dx 
9 1+x 0  1+%x 0 1+%x 

1 

5e x 4Logf1#x | = 1,102 
2 . 2 

eU, = [| xLog(1+ x)dx 

1 
_ ÜU'(x) = — U(x) = Log(l 

Posons G og + x) alors i FX 
V'(X)=x VEO=S x 

  

1 2 1 , lei x 1 1{ 1 1 
U,=|-—x"Log(i+x)| —-— =— Log2 -—| -— + Log2 |=— 

! : at ) Le 4x 2 4 2 a) 4 

2) a) S, (x) = Y (-x) somme des (n + 1) termes d’une suite géométrique de 
k=0 

raison q=-x #1. 

1—(-x)"* L 1 L (-)"* L 1 L (—-1)" xt 

1+x 1+x 1+%x 1+x 1+x 
  Alors S, (x) = 

d’une part: 
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Solutions 

° [ S,Godx= [ dx+ [ D" ET dx 
(DS 0 1+x 0 1+x 

n+} 
1 1 X 

=|Log|1+x|| +(-1)" dx 
[ el IL ( ) [ 1+x 

d’autre part: [ 1=x+x?+.+(-D'x"dx 

2 3 n.,n+l l 

[x 24 + CD x7 
2 3 n+l |, 

n n+l 

11,1, serre + ( D =V, d’où V, =Log2+(1)" [ T__qx, 
2 3 n+l 0 1+x 

b) 0<x<1 alors 1<x+1<2 d’oùl> > 
x+1 2 

xt xt 
xt > > 

1+x 2 

[V, -Log2|= [ ET qu < x”* dx 
° . 0 1+x | ‘0 

1 1 1 
Comme Î xx =| | = d’où | V, -Log2|< 

0 n+2 o n+2 n+2 

et lim Î ; =0 alors lim V, - Log2|=0 d’où lim V,, = Log2. 
+ nn + +00 +co 

n+l 
x 

FC = x" f(x) = 
3) a) Poons | GO =x alors n+l 

g(x) = Log(i + x) g'(x)=— 
1+x 

xt 1 y xt 
d’où U, = Log(i+x)| — | — dx 

n+l o 9 n+11+x 

n+l 

U, = l Log? -—!- dx 
n+i n+1*9 1+x 

n+] n+l V._— Los? 

Comme V, = Log2 + (1° [: X 4x alors [= dx = 08" 
0 1+x 01+x (-1)" 

AinsiU, = £og2-—1 | Vs Log? 
n+l n+ll  (-1) 
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-1Lo82 , CD (Log? -V,) 
n+l n+ ° 

b)W, =(n+DU, = Lo. +(—-D"(Log2 - V,) 

W, — Log2 =(-1)" (Log2 — V,) 

| W, -Log2|=|Log2 -V, | Comme lim] Log2 — V,|=0 

Alors lim W, - Log2|=0 d’où imW, = Log2 

donc W, est convergente vers Log2. 

Ÿ\7 Le — 2xLogx 

1)Ona: f'(x)=À _ x(=2Logx) _1—2Logx 

x° x° x” 
  

VxelMR: 

1 1 
1—-2Logx>0 7° Loxe e?>x 

Donc f est strictement croissante sur Jo, ve | et strictement décroissante sur 

[Ve,+co| | 
2) a) Comme Ve <2, la fonction f est strictement décroissante sur [2,+ co [ 

ona donc: k<x<k+1 = f(k+1)<f(x)<f(k) 

it Log(k + 1) Logx - Logk 

(k +1)? $ x? $ k? 
  (k> 2) 

  

    

  

[* Logtk+l) ; dx < [* Lo à < < cf Logk dx 

K__ (k+1) K_ x? K_ k 

Soit Log(k +1) [* dx < [* <E dx< Logk [* x 

&+1) * 

ou encore Lo +1 < [TE LE dx < Losk . 
(k +1) 

Car [7 NRREE 
b b 

b) ji Htox-|- Lo | - - [° —— exe) ELomx | 2 
ne: x X X x a LX 

  
_|_Logx 1 ° 

x x], 

3) a) En donnant successivement à k les valeurs 2, 3, … n-1 on obtient n —-2 
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inégalités doubles ; ajoutons-les membre à membre on obtient : 

KE Log(k +1) > [* Ex 4 x Logk 
  

      

  

        

  

k=2 (k +1)? k= k=2 k? 

La première somme s’écrit Los | ++ + Lo et elle est bien 
n 

PE Log2 égale à S, — D 

La seconde somme s'écrit : 

3 Logx 4 Logx n Logx , fn Logx 
Î 2 dx + L 2 dx +...+ [FL 2 dx = [, 2 dx 

La troisième somme s'écrit Los? + Loë + + Log(n +) et elle est 
2 3 (n—1) 

L 
égalkà:S, -2#. 

n 

d’où on a bien l’encadrement donné : 

s. - Le? < [' Los ax <S, _ Logn 

2 x? n°? 
      

b) La première inégalité s’écrit: S, <   
Log2 4 | Logx e 

2 X XL 

  d’après 2)b), soit S, < — + 
P 0) 2? n n 2 2 

2+3Log2 1+Logn 

n 
ouencore S, S 

La deuxième inégalité s’écrit S, >   
Logn +|- Logx ! | 

2 

  

  

  

n° X X 

L 
Soit S, > Log _Logn _1, Log2 1 , Où encore 

n° n n 2 2 

S, 2 Lx EE - D? nLogn — Loan d’où on a bien l’encadrement donné. 
n 

; 100 Logl c) On a , L+ Log? | +99Log Nes, < 2+3Log2 1+Logl00 

2 10 4 100 

On obtient avec la calculatrice : 0,79<S,,, <0,97. 

1) fexiste dés que h:t1+—   soit continue sur [x, 2x ] ou [2x,x] 
Logt 
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1 . 
0<x< alors 0<2x<1et 2X>x. 

eh(t)= continue sur 10,1 [ et comme [x, 2x le J0,1 [ 
Logt 

Alors h est continue sur | x, 2x | d’où l'existence de f. 

2) h continue sur |0,1/[, soit H une primitive de h sur Jo,1[ 

VxeE | e L fG)=[HHf* =H(Cx) -H(G) 

= H(U(x)) - H(x) avec U(x) = 2x 

° Ù est dérivablesur 07 

° Hest dérivablesur |0,1 [ — H°Uest dérivable sur | oz) 

. vxe los) U(x)=2xe]0,1| 

par suite f =H ° U —H est dérivable sur | 0 | 

et f'(x) = U'(x) - H'(U(x)) - H'(x) 

2 1 
    f(x) =2-h(2x) -h(x) = 

&) Gx) RG) Log2x Logx 

> Log x) 
__2Logx-Log2x Log(x )-Log2x 2 

Logx : Log2x Logx - Log2x Logx : Log2x 

3)V re). ona 2X>x 

La valeur moyenne de h sur [ x, 2x ] est h _ 
x 

D’après le théorème de la moyenne il existe Ce[x,2x | 

tel que hçcy=n -1@) or h(C)=—— d’où _1__fG) 
x 

[nat h = .f(x) 
x X 

      

    

ogC LogC x 

Ona: x<C<2x alors Logx < LogC < Log2x 

l 1 1 
> 2 

Logx LogC Log2x 

1, f@, comme x > 0 > f(x) > 
Logx x Log2x Logx Log2x 
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4)a)e lim—?=0Q et lim—?—=0 
ot Logx o* Log2x 

et —*_ <f(xy<—% donc limf(x) =0=f(0) 
Log2x Logx 0* 

par suite f est continue en 0. 

lim C9 FO) _ FC) 
o* X 0* X 

c f(x) c 1 1 1 
Comme < < m 

Log2x x _ Logx 0 Logx 0° Log2x 
    

d’où lim 19 =0 donc f est dérivable en 0 et f'(0) =0 
o* X 

b} xe]0] alors 2xe]0,1| donc Logx <0 et Log2x <0 

Xe 0, alors Log? <0 
2 4 2 

- - o 1 
donc f'(x) <0 par suite f est strictement décroissante sur | es | . 

VS 5 f'existe dés que h:t > l soit continue sur [x,2x | ou [2x,x | 
Logt 
  

D<x<= alors 0<2x<1 et 2x>x. 

  eh(t) = continue sur J0,1 [ et comme [x, 2x Je ] 0,1 [ 
Logt 

Alors h est continue sur | x, 2x ] d’où l'existence de f. 

2) h continue sur 10,1 [, soit H une primitive de h sur 10,1 [ 

Vxe | 07 . fx) = [HO =H(2x) -H(x) 

= H(U(x)) - H(x) avec U(x) = 2x 

e U est dérivablesur 0 

e Hest dérivablesur |0,1 [ = Ho Uest dérivable sur | 2) 

eV eo] U(x)=2xe]0,1| 
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par suite f =H o U -H est dérivable sur | ur] 

et f'(x) = U'(x)- H'(U(x)) - H'(x) 

ND. : _ 2. 1 
f(x) =2-h(2x) -h(x) Doux Lo     

) Log x 
__2Logx-Log2x  Log(x )-Log2x _ 2 

Logx : Log2x Logx : Log2x Logx : Log2x 

3)V eo. on a 2xX>Xx 

La valeur moyenne de h sur [x, 2x ] est h = 
x 

D’après le théorème de la moyenne il existe Ce [x, 2x ] 

[hat n =L.fx 
x x 

tel que h(C)= 1h = 10) 67 p(cy=12 d'où 1 = F0 
X 

      

      

    

    

LogC LogC x 

Ona: x<C<72x alors Logx < LogC < Log2x 

1 1 Î 
2 > 

Logx LogC Log2x 

1,10, comme x>0 —X >f(x)> À 
Logx x Log2x Logx Log2x 

4)a)e lim—"—=0 et lim—?—=0 
o* Logx ot Log2x 

et <f(x)<—2— donc limf(x})=0 =f(0) 
o* Log2x Logx 

par suite f est continue en (©. 

lim @ 7 f0) _;,,f@) 

  
  

0* X 0 x 

Comme Î < fG) < 1 et lim Î = lim l =0 
Log2x x  Logx 0 Logx ot Log2x 

d’où dim LC) =0 donc f est dérivable en 0 et f'(0)}=0 
CR < 

b) se [0.2] alors 2xe]0,1| donc Logx <0 et Log2x <0 
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Ze 0, alors Log= <0 
2 4 2 

. . Le 1 
donc f'(x) <0 par suite f est strictement décroissante sur |0,—|. P 

NVAELE U,+1=2 ,U,=U, + LU y, 22 
2 3 6 12 

b) U, — Uni + = es U - Us — I 

ui DU Ù 
= K 

, 1,1 

U-U-}E orUi= dt Le. 

2)a)k>1:k< xektie sise d'où [dx <i 
kH x k k+] k 

Je &W<e 

x 

“1 
k+1 X 

5 

b) l 

1-1 n-] 1 n-1 

1 fe sos D > nu De 

U, - u-1s [= dx < 1 

D'où U,-1<Logn<U,- 1 
n 

-Ù, + I <-Logn<-U, +1 
n 

Liv -Logn<i 
n 

0<=<Vs 1 d’où0<V,<l. 

Vox — V, = Us — Log (n+1) — U, + Log n 

— = Un -U; +[Log n— Log n(n+1)] 

1 
= ——— [ 1 dx <0Car [ 

1 1 
— dx>—— d’après 2) a 

n+l X n+l P » X 

D'où (V,) est décroissante et comme elle est minorée par 0 d’où (Vn)} est 

convergente vers 6. 

b)Ona V,=U,-Logn & U,=V,+Logn. 
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lim U, = lim V,+Logn=+o.Car lim Vi=ôet lim Log n=+0. 
Nn—+00 N—40 +0 Nn->40 

1) Voir figure 

. 1 1 
2) U, est la somme des aires des rectangles des cotés — et 1 + — situés au 

n n 

21 
dessus de & donc Î — dx <U, 

x 
V, est la somme des aires des rectangles 

situés au dessous de Ë JL 

2 2 

donc [=a>v, d’où V,< f=a<u, 1 
x X 

O
u
,
 

! 3) a) [= dx = Log 2 

b) Us = 0,7457 et Vs = 0,6456 

Uo = 0,71878 et V0 = 0,59245 
2 

On sait que Vn , V, < [ L dx <U, donc V, <Log2<U, 
X 

V, <Log2<U, et V, <Log2<U, 

0,59245 < Log 2 <0,71878 et 0,6456 < Log 2<0,7457 

NA On pose Lo | = 

VOL voa 

  

1=[xLogx| - [Ex=e-fx} =e-(e-1}=1. 

2) H(x) -l Log’x-2Logx-2, avec x € ]0, +oo[ 
x x x 

    

HG)=— Log’ xx Log + + Logx-Lxe +5. 
x’ X X x’ 

H = x Le Log’x 
H'(x)= - H est donc bien une primitive de h: xk>——=— sur ]0, +oo[ 

  og°x dx=[HG|; =H(-H(D=-2+2 sur [1 : e], f(x) > 0. D'où : c 

On a donc V = r [rs (x) dx = Fe +çL0& EX +2Logx)dx 

3 ° 3 3 

V=n| | +46 | +2 2x es) uv d’où V = 277| +1 Lo. 
3 : 3 e 3 3 e 3 
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VS ir 1) lim f(x) = + co (facile) et Jim 1 Ax)= lim e Un me) =0 

  

  

  

        

  

2) P (x) = -2nx-(nx) du signe de In x (2 — In x), d’où le tableau : 

x [0 1 e + 00 

f - 0 + 0 - 

Ê | + 

4 
TT ë 

Î 
u(x)=In x u(x)=— 

4)) " 
VEO=— vR)=-— 

I, [ln | + f x 
X i x’ 

2172.14 
e | x} € € 

3 
soit L = 1 -— (environ 0,594). 

e 

uGx)= (In x)! uGD=(p+ Dex)" 

  

  

  

b) { 

VR)=— v(x)}=-— 
x x 

e° ; p 

d’où LL | ++) f (x) dx, 

X 1 x 

p+l 

c’est-à-dire [,,, =- 3 +(p+DL,. 

2 

c) L=Z +15) 2 = 0, 64, et I, 24e + = 0,857 : 

4 

Le +4(6-5)- Me = 1,264, 

d) v=f a [x ax=x [° Ga) dx=xl, donc V = re) æ3,970u.v. 
X 
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