Fonction logarithme népérien Enoncés

ENONCES

o

Pour chacune des questions suivantes indiquer la bonne réponse.
1) L’ensemble des solutions de 1’équation Log(x2 —-4)y=Log(2 + x)
k10, +oof b {-2, 3} 3
2) La fonction f(x) = szog x est dérivable sur ]O, +oo[ le nombre dérivé en
eest:
@ 3e B e’ 0
3) La fonction définie par f(x) = Log(2x* + 1) est dérivable sur IR et f'(x)
est égale a:

1 4 2x7+1
g b= g ==

2x7+1 2x*+1 4x
4) L’ensemble des solutions de I’équation Log x < 0 :
o Bres.0l B 0.1
Log(4x® +x+1)

5) La limite au +o0 de f(X) =

X2
4 b Log4 0
Vrai — Faux
Chacune des affirmations suivantes elle est vraie ou fausse ?
justifier votre réponse.
1) Log x est positif.
2) La fonction Loglx +3| est croissante sur ]-oo, -3[.

3) L’approximation affine de Log(x + 1) pour x proche de O est x.
VRésoudre dans IR, les équations suivantes :

+
DLogx=-2 2) Log (1:%)=3
X
3) Log(x® - x) = Log(x + 1) 4) Log(x* + x — 2) = Log(x + 3)

W Simplifier les écritures.
2,

1 2 3 98
A =Log(=)+Log(=)+Log(=)+...+Log(—)+L
g(z) g(3) g(4) g(99) og(100

B Log(\/—S--l)+Log(«/§
2
Sans chercher a les calculer, comparer les intégrales suivantes :

a) j,] Logxdx et J.,] Logldx ; b) J: x°(Logx)*dx et j; \/;(Logx)“dx
3 3 X 2 2

B 1) ; C =Log(es)+L0g(e'2)+L0g(€2\/€)-L0g[(l)3}
e

Résoudre dans IR ; les inéquations suivantes :
Logx>4. 2)Log(x +2) + Log(x + 4) > Log(x + 8) .
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Fonction logarithme népérien Enoncés

3)Log(2x* +3x+1)<0. 4) (Logx)* +3Logx +2>0.
;; Calculer les limites suivantes :
10
1)Limx Logx’ 2)lim Logx Hlim—m——
0* +00 X +00 LOg (\/—_)

4)11mLog(2 ‘IJ 5)  lim=08(x+?2)—TLog? 6)lim g etne N
Xx+1 0 X x"

7)lim3x — Log 8)lim S (L08 )

+o0 X

9)limx Log (1 + l)
+00 X

10) thog(2 _1) 11) limeog(x—H)
( ) X+2 0* X
2

12)1imMen+ooeten0 13)1m2x+1—Log(x—1)
Logx —1 -1
14) Tim Log(1+x) 15) 1. Log(l+x) 16) lim Log(1 + sin x)

x—>o+ ( Jx )3 N x>0 sin2x

Calculer f'(x) en précisant sur quels intervalles ce calcul est valable :
Logx

af(x)=x—-4+ ; b)f(x)=Log(3x +1)~Logx+
4 3x+1
o)f(x)=xLogx —x ; d)f(x)=lﬁg—X
1-Logx
x+1

1) f(x)=Log|— ; J)f(x)=Log(Logx)

Déterminer la forme générale des primitives de chacune des fonctions
suivantes sur 1’intervalle proposé :

a)f(x)= X " sur ]1,+oo[ b)f‘(x)=x—1+LogX sur [1,+oo[
- X
1 1 T T
c)f(x)—m—; sur ]0,+ 00[ d)f(x)=tgx sur }_5’5{
e)f(x)— sur [, + oof Hf (x)= ; ne IN"\{1}.
-X xLog'

Soit f la fonction de la variable réelle x définie par :
f(x)=Logk(x) avec k(x)>0.
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1)si k(x)=x, montrer en appliquant la formule des accroissements finis a f

que : ! <L0g(1+x)—Logx<l; vV xelR’.
I+x X
En déduire la limite de la suite S, définie par :
S, =1+l+1+...+l ou neIN".
2 n

1
2)Si k(x)=|x|x1 avec x#0 et x=#l.
a) Calculer la dérivée f'(x). En déduirek’(x) .
b) Calculer f'(—4) et f'(-2). En déduire qu’il existe

V/Soitg:xl———)xz—2+Logx définiesur]0,+oo[
1) Etudier les variations de g.
2) En déduire que 1’équation g(x)=0 admet une seule solution o;

L3<a<l4.
3) Déduire le signe de g(x) selon x.

B/ Soit f la fonction définie sur ]0, + [ par f(x) =i(x2 +1-Logx).
X
1) Etudier les variations de f.
2) Montrer que f(a) =20 — 1 , puis donner un encadrement de f(a).
o

3) a) Montrer que la courbe de f admet deux asymptotes.
b) Préciser la position de C la courbe de fpar rapporta D:y=x.

c¢) Construire C en précisant la tangente & C en son point de rencontre avec
son asymptote.
4) Soit h la restriction de fa [e,+ [
a) Montrer que h admet une fonction réciproque h™' définie sur [e, + oo[.

b) Ecrire I’équation de A', la demi tangente a2 C, ., au point d’abscisse e.

¢) Représenter C, ., et tracer A'.

Vl) Soit g définie sur ]O,+ 0 [ par g(x)=1+x-xLogx.
a) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
b) Prouver que 1’équation g(x) =0 admet une solution unique 3 dans
0,+ o0 [; vérifier que 3<B<4.
c) Déterminer alors le signe de g(x).
Log X
2) Soit f'la fonction définie sur ]0 + oo[ par f(x)=2+—
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a) Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition.
b) Exprimer la fonction dérivée de fa 1’aide de g en déduire les variations
de f.

¢) Soit D la droite d’équation y =2, déterminer les coordonnées du point A

d’intersection de D et de C et la position de C et D.
d) Tracer C et D.
3) Soit h définie sur [1,+ 0 [ par h(x)=f(x)—x.

a) Montrer que h est strictement décroissante sur ]B, + 00 [ .
b) Etablir que pour tout x € [I,B ], 0< f‘(x)g% .

¢) En déduire les variations de h sur [1, ].
4) Prouver que I’équation f(x)=x admet une unique solution a sur [1,+ o [,

montrer que 2 <o <3.
5) Prouver que pour tout x €[ 2, 3], f(x)e[2,3]
W) Soit la fonction g(x)=— 2 + Log(x - 2) avec X e ]O, + [
X+2 X
Etudier les variations de g. En déduire que pour tout x € ]O, + [

ona: g(x)>0.

f(x) = xL X+2 x>0
2) Soit f'la fonction définie sur [0,+ e [ par X)=xL08 StX
f(0)=0
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
b) Calculer lim f(x) (on pourra poser X = 2 ).
X—>+00 X

3) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Tracer C la courbe de f dans un repére orthonormé.

X+2

2
4) Soit h(x) = %Log( J pour tout x € ] 0,+0 [

a) Calculer h'(x).
b) En déduire la primitive de f sur [0, + [, qui s’annule en 0.
5) Soit k un réel strictement négatif, soit f, la fonction définie sur [0,+ © [
par f, (x)=f(x)+kx.
a) En utilisant les variations de g sur ]O, + [, montrer que 1’€quation
f (x)=0 admet dans |0,+ oo [ une unique solution notée o, .
b) Dresser le tableau de variation de f, sur [0,+ [ et déduire le signe
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de f, (o).
Soit £ définie par f(x)=x’4/|Log x|

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Etudier la dérivabilité de fen 1.

3) a) Résoudre ’inéquation dans ]0,+ 00 [ ; 4Logx+120.
b) Déterminer f'(x).

4) Déterminer le tableau de variation de f.

5) Etudier les Branches infinies de f et construire sa courbe dans un repere
orthonormé (Unité 4 cm).

- >
V Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, i, j) . On considére la

Log(1+x)
X

fonction définie sur [0, + 00 [ par f(x)= pour x>0 et £(0)=1.

La fonction h définie sur [O, + 00[ par h(x) = ——X—l —Log(1+x) etla
X+

fonction ¢ définie sur [0, + © [ par o(x)=f(x)—-x
1) a) Montrer que f est continue sur [0, + [
b) Etudier le sens de variation de g définie sur IR, ;

2 3
par g(x)=Log(1+x)—(x—X7+x_j'

3
Calculer g(0) et en déduire que sur R, ,ona:
2 3
X° X
Log(l+x)<x——+—.
g +x) 3

2
¢) Par une étude analogue, montrer que si x20: Log(l+x)=2x— XT .

1 -
d) Etablir que quelque soit xeR,,ona: L SLO—g(—JFZX)—X < —% + %
X

En déduire que f est dérivable a droite en 0 et que f d 0)= —% .

2) a) Etudier le sens de variation de h et en déduire le signe de hsur R, .
h(x)
X

b) Montrer que sur ]O, + 0 [, f'(x)= et dresser le tableau de variation
de f.

-
3) Etudier les variations de ¢ et construire sa courbe dans (O, i, j) et la demi-
tangente au point d’abscisse 0.
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4) a) Démontrer que I’équation f(x)=x admet une unique solution sur

]O, + 00 [ que 1’on notera o.. Montrer que o € [%, 1} .
. I 1
b) Montrer que st x € [E’l } alors f(x) e [—2—, 1} .

¢) Montrer que si x € {1 } alors h(1) <h(x) < h(%j et que |h(x)| S% .

—.1

2
(s 1 4

d) En déduire que sur 5,1 ona: |f'(x)| Sg.

5) Soit la suite U définie sur IN par U, =5 et pour tout neIN ;
Un+1 = f(Un) :

n+l n-1]*

a) Montrer que pour tout ne IN", [U —U,,[S§~|U“ -U

En déduire que lim | U, - U“l =0.
Nn—>+00

n+l
b) Montrer par récurrence que la suite V définie par V, =U,  est
décroissante et que la suite W définie par W, =U,,, est croissante.

c¢) Montrer que la suite V est convergente et déduire que la suite W est
convergente et que les deux suites V et W ont la méme limite.

Pour tout neIN" onpose U, = J.; x"Log(l+ x)di et

1 _ n
\'A =1—5+l+....+£—12—

3 n+1

Log2 puis calculer lim U, .

n+1 n—>+0

1) a) Montrer que pour toutn cIN" ona 0<U, <

x2

1+x

2)Onpose S, (x)=1-x+x>++(=1)"x" avec xe[O,l]et nelN".
n, n+l

1 +(—l) X

I+x 1+x

b) Calculer I; dx puis calculer U,.

a) Montrer que S, (x)=

Xn+1

etque V, =Log2+(-1)" J.Ol dx.

1+x

! puis calculer lim V, .
n+2 n—>+w

b) En déduire que |V, —Log2|<

3) a) En utilisant une intégration par parties pour U, montrer que :
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L . n
=—9g—%+(—-1)— [LogZ—V“].
n+l n+1

b) En déduire que la suite (w,) définie par o, =(n+1)U,
est convergente et calculer sa limite.

n

V) Soit f la fonction définie sur ]0 + [ parf(x) = ng

Etudier le sens de variation de f.
2) a) Montrer que pour tout keIN™ — {1 } ona:

Log(k + 1) jk+1 Logx dx Logk
(k +1)? x? s Kk’
b L
b) Par une intégration par parties, calculer I ng dx.
X
* Log2 L L
3) Pour tout neIN —{1}onpose S, = ;f + §2g3 +-er O%H
n

a) Montrer que pour tout neIN” — {l }, ona:

Sn—LOgZSI" Logxd <s _Logn
22 S
b) En déduire que :
1+Log2_n+(n—1)Logn<S <2+3Log2_1+Logn
2 ~ n? YT 4 n

¢) Donner un encadrement de Sy, 4 107 prés.

oit f la fonction définie sur [ O,%[ par:

f(x)= j ———dt si xele%[ et £(0)=0.

1) Justifier I’existence de f(x) pour tout x e} O,% { .

2) Montrer que f est dérivable sur } O,% [ et déterminer f'(x) pour tout

xe}o,l{.
2

. R 1
3) En utilisant le théoréme de la moyenne, montrer que pour tout x e} O,—z— [
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X

ona: <f(x)< .
Log2x Logx

4) a) Montrer que f est continue et dérivable en 0.

b) Donner le sens de variation de f.
v Soient les suites (U,) et (V,,) définies sur IN® par:

U=let YnelN,U,=U,,; + l pourn=2etV,=U,—Logn
n

1) a) Calculer U,, Us et U,
1

b) Montrer que VneIN ", U, = Z "

k=1

" +1
2) a) Montrer que VkeIN , ——l—s _E ldx sl
k+1 X k

b) En déduire que pour tout entier n > 2

OnaUn-IsLognSU,,-l et0<V, <1
n

3) a) Montrer que V,converge vers une limite 3 (on ne cherchera pas a

calculer 8).
b) Quelle est la limite de (U,) ?

1) Représenter graphiquement la fonction x = 1 sur ]0,+o0[.
X

2) Subdiviser I’intervalle [1,2] en n intervalle de longueur l (n € INM.

n

. 2 |
En déduire un encadrement de j — dx par les sommes
X

U,=—]1+ 11+ 12+ + 1 ]
S ER A 1+
n n n
Et V“=—1—. 11 + 12 +ot ! 1+l
Rl (S E il 1+ 2
n n n

21
© 3) a) Calculer j = dx.
X

b) Obtenir des encadrements de Log 2 en calculant Us et Vs puis Ujg et V.

;; On consideére la fonction numérique f définie sur ]0, -+oo[
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Logx

par f{(x) =x +
Soit () sa courbe représentative dans le plan 7 muni du repére orthonormé
(O,f,}) d’unité graphique 3 cm.
1) Calculer a I’aide d’une intégration par parties I = fLogx dx.
2) Soit H la fonction numérique définie sur ]O, +oof
par H(x) = -—1—(Logx)2 -zLogx _E_
X X X

Démontrer que sur ’intervalle considéré, la fonction H est une primitive de
. oy Logx)’
la fonction h définie par h(x) :(_gz_) .

On considére 1’espace rapporté au repére orthonormé (O,i}, k). Le solide S

est engendré par la rotation autour de I’axe (O, 1) de la surface délimité par

la courbe (&), et les droites d’équations respectives x = 1 et x =g,
et I’axe (x’x).
Calculer le volume V du solide S.

2
; ;On pose pour x > 0, f(x) =(_Lg§&'
X

1) Déterminer les limites de f en +o0 et 0.

2) Déterminer le sens de variation de f sur ]0O, +oof.

3) Tracer la représentation graphique () de f dans le plan.
2 P

wdx

4)Onposepourp =1, [, = .‘:
X

a) A I’aide d’une intégration par parties, Calculer : I, = JT (Lo_g,x) dx.
X

ptl

b) Montrer que, pour toutp=1: L, =- +(p+DI,.

e2

¢) En déduire I, Iz et 1.

d) On fait tourner autour de I’axe des abscisses 1’arc de courbe constitué des
points de (£) d’abscisses comprises entre 1 et e”. Le point M de (&)
d’abscisses x, décrit alors un cercle de rayon f(x).

Calculer le volume du solide ainsi engendré, en unités de volume.
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CORRIGES

; 1) La réponse est : car Log(x” — 4) = Log(2 + x) définie que pour x > 2
Log(x* —4) = Log(2 + x) SE+H2)E-2)=x+2) o Ex+2)(x-3)=0
<x=-2o0u x=3 or x>2 d’ou S= {3}

2) La réponse estEa] P (x) =2x Logx +x

fe)=2e+te=3e

2x7+1) 4x

283 +1 2xP 417

4) La réponse est:Logx<O<:>x<e°= lorx>0douSRr=1]0, 1]

1.1
Log{x2 (4+—+—2)}
X X

2

3) La réponse est [ﬂ : f'x)= (

5) La réponse est Cf(x) =

Log(4x® +x+1) _
x? X

Logx? +Log(4+—1— +—17)
- X_ X

x2

1,1

limf(x)=lim—= >
+e0 +e0 X X

;; 1) Faux : Log%=-0,69.

2) Faux : car f'(x)=—1—<0 si x<-3.
x+3

0

3) Vrai: on a (Log(1 +x))’ =1+ alors I’approximation affine de f voisin de
X

Oestf7(0) x + f(0) =1 x x donc Log(1 +x) = x.

Y‘Z)Logx=-2<:>Logx=-2Loge<:>Logx=Loge'2
SIRZ {6-2}.

+
2) Log (1—)5)=3 définie que pour x € IR~ [-1, 0]
X

+
Log (1——X)=3Loge=Loge3
X

1+x
—2=d = 1+x=x&
X

225



Fonction logarithme népérien Solutions

1
IRZ{e3_1}

X =
e -

x>-1
3) Log(x? — x) = Log(x + 1) définie que pour
) Log(x” —x) = Log(x + 1) que p {X(x_1)>0
sigx € -1, +oof - [0, 1]
X —x=x+1
x*—2x—1=0 or A’=2

x’=l-\/_2_ et x”=1+\/§

{1-J_ 1+J_}
A= Log( )+L0g( )t +L0g(—)+Log(ﬂ)6)
g xZ xZ8 x5y Log L
Lg(z 798 00 (100)_'2L0g10
=Log[ “5-1) (\/_+1)]_Log4=2Log2=L0g2

2 2 2

3 2 2 1.,

C =Log(e*)+Log(e?)+Log(e*/e)-Log(—)
[

=3Loge-2 Logé + Logé  +Logve+3Loge —6%:9

2
W_<X<1 alors Logx <0

3> >1 alors Log1 >0
X X

d’ou ‘v’xe[%,l} ona Logx<Logl

X

par suite .‘-]1 Logx dx < _[1] Logldx.
3 3 X

b) Pour tout xe[%,l} ona x° <+/x et comme (Logx)* >0
d’on x°(Logx)* S\/;Z(Logx)4
donc J‘i x*(Logx)* dx < J.i \/;(-(Logx)“dx
2 2

yL’inéquation a un sens si x >0
Logx>4< Logx >4Loge<>Logx >Loge* @x>e!
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d’ou S=]e4,+oo[.
2) L’inéquation aunsens si x+2>0 et x+4>0 et x +8>0
ouencore: x>-2 et x>-4 et x>-8 donc définie sur |- 2,+ oo |

dans ces conditions :
Log(x + 2) + Log(x + 4) > Log (x + 8) équivaut successivement a :

Log((x +2)(x +4))>Log(x +8)
x+2)x+4)2x+8 & x> +5x 20 x(x +5)20.
X — 0 -5 0 + 00
x(x+5) + q> - C|> +
X(X+5)20 & xe]-0,-5]|U[0,+w[or xe]-2,+]
d’od S=[0,+00].
3) It faut que 2x° +3x+1>0

2x% +3x +1=0 admet pour racines —1 et ——12—

donc I’expression est strictement positive « a l'extérieur » des racines ;
N 1
d’od D=]-c0,—1 [U] _E’_HX{

L’inéquation est donc équivalente successivement a :
Log(2x* +3x +1)<Logl

2x2 +3x+1<1 ouencore 2x% +3x <0

X — —z 0 +
2
2x° +3x + C|) - CiD +

* 2x% +3x<0 < xe —%,O[ or xeD

b S= |- L 3
vous=]-Lo[u]-2.-

4)Ici D= ] 0,+ [ ; car I’inéquation ne comporte que des « Log x ».
Nous allons procéder par changement de variable en posant : X =Logx.
Logx=X
X?+3X+2>0
X? +3X +2=0 admet deux racines: —1 et —2
Alors X? +3X+2>0 & Xe]-wo,-2[U]-1,+ o]

Donc : (Logx)? +3Logx +2>0 <:>{
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x>0
L’inéquation est équivalente 2 :
Logx<—2ouLogx >-1

x>0
ou encore :

Logx <—2Loge ou Logx >—Loge
x>0

2 _\_ H 1
c’est-a-dire Logx < Log(_zj ou Logx > Logl
e €

x>0 1 1
ou encore x<izoux>l finalement S=}O,C—Z[UJE,+OO{.
e €
W) limxLogx® =1im3x Logx =0.
0* o
10
2) 1imL°gx _1imOLO8X .
+00 X +00 X
2 2
3) lim = lim —> =lim 2x =lim 2 =400,
+o Log«/_ oo 1 gX +0 Logx +o0 Logx l
2 X X

4) On sait que lim=*—* =2 donc 11mLog(2 llj Log?2.
X +

4+ X 4 X=>+0

Log(x +2) —Log2

5) lign représente le nombre dérivé de f(x)=Log(x + 2)

en x, =0, comme f‘(x)=xi2 alors f'(0)=%

Log(x+2)—Log2 1

d’ol lim
0 X 2
6)n=1ona limLngzo
+00 X
L
n>1; lim o%x:thogx‘ :_] =0
+00 X +00 X X

L
7) lim3x — Log x =1imx(3 - ng] = 4+

sin (Logx) Sl
X

8) Pour tout x>0 ona 0s|sin(Logx)|sl donc 0<

X
sin (Log x) _0 dot lim sin(Log x) _0

+o0 X

Comme limlzo donc lim

+0 X +o0 X
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9) On pose X = 1 , il suffit alors de chercher la limite quand X tend vers O
X

lim xLog[HiJ:1im—1—Log(1+X)=1imM)-=1
X=>+00 X X0 X x=>0
10) tim 2= 0" don limLog(zx_l):—oo
(l)*x+2 H X+2
2 2
. X +1 .
11) hmeog( ):hmeog(x+1)—xLogx
0+ X 0+
Or limLog(x +1)=Logl=0 donc 1ignxLog(x+1)=O
ot
et 1ignxLogx=0 d’ol li(I)nxLog[XJrl):O.
X
. 5 Logx(l+L J 1+L2
)
12) * lim =822 iy 5%/ —lim—8%

o Logx—1 +=

1 +o0 1
Logx|1- 1-
Logx Logx

Car Iim ! =0.

+o Logx
* Iimﬂx—ﬁ =1 en utilisant la méme méthode.
0 Logx-—1
1-(x- -1
13) 2X+1—Log(x—l)=zx+ (x-DLog(x-1)
x—1 x—1

limx -1=0"
1" i -DL -1)=0
limtLogt=0 :>111{n(x JLog(x -1)
0+
d’ot lim2x+1-(x-1)Log(x—-1)=3
]+
2x+1—(x—1)1Log(x—l):+oo
x_

et limx—1=0" donc lim
1+ +

1
Log(1+ x) ~lim Log(1+x)

S

mLog(1+x) 1

=1i — =4

0* X \/;
car limﬂw—)zl et limvx =07,
0+

0* X
229
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Solutions

Lol Log(l + —j
15) 1im28E Xy X
+00 \/; o l

X
=1lim \/;Log(iﬂj =lim \/;Log(l +X)— \/;Logx
o* X o+

—lim~/xLog(l + x) — 2+/xLogvx =0
0+

Log(l+sinx) lim Log(l+sinx) 1

16) lim .
0 sin 2x 0 sinx 2cosx
Lorsque x ——>0 alors sinx——>0 on pose X =sinXx
lim Log(ll+ sin x) — lim Log(1+X) _1
0 s x X=0"
. 1 1 . . . 1
et lim =-— par suite la limite recherchée est —.
0 2c0sX 2

v a) f est dérivable sur ]O,+oo[, f'(x)=1+—1—=4X+I
4x  4x

b) f est définie que pour 3x +1>0 et x >0 ou encore x>0
d’ou f est dérivable sur ]0, + [,

301 3 —6x-1

c) f est dérivable sur ]0,+oo[, f'(x):x-—l—+1-Logx—1=Logx.
X

d) f est dérivable sur ]O,e [U]e,+ 0 [(x >0etLog#1).

l(1—Logx)—(1+Logx)£—lJ
F1(x) = X X

(1-Logx)?
L
1 Logx +l+ Logx

X X X X _ 2
(1-Logx)? x(1-Logx)?
x+1

) f(x)=Log

X

X +1
que
X

R\ {0,-1}.
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1
U(x)= X¥ " est dérivalbe sur R \ {0,~1}.
X

x-(x+D)
' ' g : -
£ (X __ (L0g| U(X)') = U((::)) = XX+1 = X(X + 1) .

X

Remarque : On aurait aussi pu calculer la dérivée de cette fonction en
écrivant : f(x)= Log,x + 1, - Loglxl on obtient beaucoup plus

Tapidement :
F1(x) = 1 ___1_: x-x-1__ 1
x+1 x x(x+1) x(x+1)
j) f(x) =Log(Logx), f est définie que lorsque Logx >0<>x >1
donc f est dérivable sur ]1,+o|.
(Logx) 1
Logx T x Logx

a)La dérivée de U:x ——x* -1 c’est: Ux —>2x.

En écrivant f(x) = 1 _2x on fait apparaitre la forme SNE3)
: 2 x2 -1 U(X)

f'(x) = (Log (Logx))'=

Les primitives de f sont F définies par F(x) =%Log‘ x? — l‘ +c avec

ceR sur |L+o[ ona x*-1>0 donc f(x)=%Log(x2 ~D+c.
b)f(x)=x —l+lLogX ,or lLogx est de la forme U'(x) U(x)
X X

.1
avec U(x)=Logx qui admet pour primitive 3 U?%(x)
d’ou les primitives de f s’écrivent :
F(x):%x2 ~x+%(Logx)2 +c;ceR.
1

¢) f(x)= _1 dans ce cas les primitives de f sont :
X+2 X

F(X)=L0g|X+2{—Log|x|+c, celR ;sur]0,+oo[

ona x>0etx+2>0

d’oti F(x)sLog(x+2)——L0gx+c=Log(x+2j+c; celR.
X
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df(x)=tgx = SInx c’est la forme m
COS X U(x)

avec U(x)=cosx et U'(x)=-sinx

f(x)=—

—sin X

donc F les primitives de f s’écrivent :
cos X

F(x)= —Log|cos x| +c avec celR.

or sur }—g,g{ ona cosx >0 d’ ot F(x)=-Log(cosx)+c.

&) f(x )_l+x (1—x)+2:_(l—x)+ 2 14
1-x l-x 1-x 1-x
les primitives F de f sont définies sur ]1, + 00 [ par:
F(x)=—x—2Log|1—x|+c;ce]R.
1

DHf,(x)= = 1 (Logx)™ on pose U(x)=Logx
xLog"x X

, dans ce cas

U dérivable sur ]0,+ o0 et U'(x) 1L .
X

d’od f,(x) estdelaforme U"U™.

par suite les primitives sont : F, (x)= %U_““ x)+c
-n

I-n

F, (x)= Log (x)+c avec celR.

V) La fonction f(x)=Logx est continue et dérivable sur ]O, + [ en
particulier sur tout intervalle de la forme [x, x+1 ] avec x>0 donc il

existe un réel Ce ] XX +1 [ tel que Log(l+x)—Logx =é.

Ona: x<C<x+1 alorsl>l> !
x C x+1

En remplacant % par sa valeur on obtient : 1 >Log(l+ x)— Logx >
X

On écrit I'inégalité pour  x €{L,2,...,n —1,n}

L 1<Log(1+n)—Logn<l
n

l < Logn —Log(n —1) <L1
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%< Log2 - Logl<1

En sommant ces n inégalités, on obtient :
l+...+1+L<Log(l+n)<1+l+...+ ! +l:S
2 n n+l 2 n-1 n
lim Log(l1+n)=+c0 alors limS, =+o.

n—+oo

n

1
2) f(x):Log]x|ﬁ :ﬁLoglxl.

a) f est dérivable sur IR*\{1} ; f'(x) = L1 —Log| x|

x-1 x (x-1)
£(x) = — (X_I—Log|x|j
x-D°\ x

or f,(x)zlli_’((x? d’ou k’(X):f’(x).k(X)z | lx

1
_x___lz(f__l — Log| X 0
x-=1 X
b) f'(-4)=-0,00544 et f'(-2)=0,0896.
f' est continue sur [— 4,— 2] telle que f'(-4)-f'(-2)<0.
Alors il existe x, e]—4,—2[ tel que f'(x,)=0.
W‘V 1) g est dérivable sur ]0,+oo [; g'(x)=2x + 1_ 2x* +1 >0

X X

d’oll g est strictement croissante sur |0,+co]|.

2) g est continue et strictement croissante sur ]0,+ o0 [ alors g réalise une
bijection de ]O, + [ sur g(]O, + [) =J limg(x); limg(x) [ =R
o* +00

or 0 elR, alors 0 admet qu’un seul antécédent: ae ] 0,+ [
Comme g(1,3)=-0,047 et g(1,4)= 0,296 et g est strictement croissante
donc 13<a<14.

3)-Si x>a et g strictement croissante alors g(x) > g(o) d’ott g(x)>0.
-Si O<x<o etg strictement croissante alors g(x) <g(a) donc g(x)<0.

1
B/ 1) fest dérivable sur 0,4 oo [; £'(x) == (x +1_L0gx)+_(2X _1]
X X X
L 2 _
f'(x)=—1—iz+ O%x+2_%=x +L02gx 2:g()2()
X X X X X
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0 o
X
+ o
f'(x) - b 4+
+ + 0
f(x) \f(a)/
lim £(x) = limx + - — 228X — oo et lim £(x) = limx + > — 228X
O+ 0+ X +oo +00 X X
2) On sait que g(a)=0 < Loga=2-a
2 —_—
f(OL)=—l—(O(.2+1———L0got)=l(o(,z+1—-2+a2):2oc lzza_l
o o a o

ona: 1,3<a<l4
1 1 1 1 1 1
<

o 14

._<__. —_—

14 a 13 13

Comme 2,6 <20 <2,8 d’o1 2,6——1—<20L—l<2,8—L

) a 1,4
1,83 < f(o) < 2,086..
3)a) imf(x)=+w

+

im L o gimy 4 L _LOBX

+0 X +00 X2 X2

lim[£(x) - x] = lim— - 228X _ ¢

+00 +0 X X

Donc y =x est une asymptote au voisinage de + oo.

limf(x) =+ donc x =0 est une asymptote.
O+

1

b) f(x) —x=—(1-Logx)
X
1-Logx>0wl1>logx<>Loge2Logx<e=x
0 e
X
+

fx-x |+ ¢ -
Si xe]0,e[ alors C est au dessus de D.
Si x e] e,+ o[ alors C est au dessous de D.

Si x=e alors C et D coincident au point (e,€).
c) T:y=f'(e)(x—e)+f(e) or f(e)=¢e et
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e’ ~1 1 tlc
f'(e)= =1
eZ eZ e 1
e’ -1 1
douT:y= — [x—e+—+e
€ € -4
, + + + 5']
2 —
donc T:y=(e P 1JX+1. Of i
e € i

4) a) Comme [e,+oo[c[a,+oo[, T
donc h est continue et Ary=x
strictement croissante sur [e, + o0 [

d’ou h réalise une bijection de [e,+ o0 [ sur h([e,+ oo[) = Le,+ ) [

b)Ona: h(e)=e < h™'(e)=¢e

Y

hest derivableene h'est derivableene
e? -1 = 1 e?

h'(e)= #0 et(h™)(e)=——=

) e2 (b)) h'(e) e?-1
Aty=(")(e)(x-e)+h” (e)

2 e’ e

Ay= x—e)+e dou Ay= X — .

Y ez—l( ) Y e’ -1 e? —1

c) Pour xe]e,+oo[; Sp€)=C,. avec D:y=x.
V 1) a) g est définie, continue et dérivable sur ]O,+ o0 [
g'(x)=1-Logx —x -l=—Logx
X

* ~Logx=20oLogx<00<x <1,
0 1 + o0

X
g'(x) + 0 -
g | "N,

*liml+x —xLogx=1; liml+x(1-Logx)=-w et f(1)=2.

o*

b) * Sur ]O,l ], g est continue et strictement croissante donc g réalise une
bijection de ]0,1] sur ]1,2] or 0¢ ]1,2] donc 0 n’a pas d’antécédent

dans ]0,1].

* Sur ]1,+ o0 [, g continue et strictement décroissante donc g réalise une

bijection de ]1,+oo[ sur ]—00,2[ or 0e]—,2[ donc 0 admet

qu’un seul antécédent B dans |1, + oo .
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donc I’équation g(x)=0 admet une seule solution sur ]O, + 0 [ .
* g(3)=0,63 et g(4)=-0,54 et g strictement décroissante sur ]1, +® [

donc 3<PB<4. 0 o
c) Si xe]O,B[alorsg(x)>O "
Si xe]pB,+oo[ alors g(x)<0 Cy
Si x=0 alors g(B)=0.
€
2)a) limf(x)=lim2 + Logx _x =2 et
+eo +o0 x  x+l1 <k
Logx — L —t >
Iimf(x)=1im2 + =—00 ad - e
0* o* x+1 1
b) f est dérivable sur ]O,+oo[ Ary=x
1
—(x+1)-Logx
f'(x)zx(x ) g =x+1—xLogx: g(x)
(x +1)* x(1+x)* x(1+x)?
or x>0 et (x +1)* >0 donc le signe de '(x) est celui de g(x) d’oi:
X 0 B + 00
f'(x) + 0 -
£(B)
f(x
( ) —oo/ \2
Logp 1+B 1

f(B)=2+ET or g(B)=0c>LogB=—B— d’ou f(B):ZJrE,

y=2 y=2
OM(x,y)eC ND < {y:f(x) < {f(x)=2

y=2 y=2 x=1 .
< Logx et o dou A(L2)
2+ Tt x =2 Logx =0 y=2

*f(x)-2= Logx comme 1+ x>0
t+x
donc le signe de (f(x)—2) estceluide Logx d’ou:
Si x G]O,l [alors C est au dessous de D.
Si xe]1,+o][ alors C est au dessus de D.

Si x=1 alors C et D coincident.
d) on a: x =0 asymptote et y =2 asymptote au voisinage de + .
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A

D:y=2 /\C

—_ 4 — 1 $ ' Il
t J + t t + —>

3)a) h(x)=f(x)—x, h est dérivable sur ]0,+oo[ et h'(x)=f'(x)—1.
Si x|+ [ alors f'(x)<0 donc h'(x)<0
d’ol h est strictement décroissante sur |B,+ o [
b) *xe[l,B], ona f'(x)20.
LB _1
4 2
* x >1 et g est strictement décroissante sur ]1, + o0 [ donc g(x)<g(1)

*x>1ol+x>2a(1+x)? >4 donc x(1+x)* >4

d’olt —1—<l
x(1+x)*> 4
Si xe[l,B] ona 0<g(x)<g(l) donc x(lgf-x))()z <gil)

d’ol f'(x)<—gi—1). Finalement Osf'(x)s%g.

¢)Sur{1,8] ona f'(x)s% d’ob f'(x)—ls—% donc h'(x) <0

d’ol h est strictement décroissante sur [1,3].
Hfx)=x=f(x)-x=0=h(x)=0.
h est continue et strictement décroissante sur [1, + 0 [ donc h réalise une

bijection de [l,+oo[ sur h ([1,+oo[):J=]—oo,1] car:
Logx' X

— X =—00

limh(x) =lim2+ 228X _x _1 et limh (x) =lim2 +
1 1* Xx+1 +00 +20 X X +1

Or0e ]— ,1] donc 0 admet un seul antécédent o [1,+ [ tel que
h(o)=0
< f(a)=o donc I’équation: f(x)=x admet une unique solution
aell,+ow [
h(2)~0,23 et h(3)~-0,72 donc ae}2,3].
5)2<x <3 etfest strictement croissante sur ] — 0,3 ] donc f(2)<f(x)<f(3)
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Log2 Log3

2<2+ <f(x)<2+

; <3 dod  f(x)e[2,3].
Vl) g définie, continue et dérivable sur ]O, +ool.

2
2 —
g'(x) = sox 2 - 2 4 ~<0
(x+2) Xx+2 (x+2) x(x+2) x(x+2)
X
lim g(x) = lim—2 +Log(x+2j=0 0 + oo
+00 +o X + 2 X

g'x) -

Alors V xe]0,+oo[ ,

CTIE B

X< 2) =limxLog(x +2) —xLogx =0
0+

2)a)e limf(x)=1lim xLog(
' o*
car limxLogx =0 et limxLog(x+2)=0xLog2=0
0 o*

d’ot lign f(x)=1£(0) par suite f est continue en 0.

. Iimwzlijog(x+2\J=+w car h'mx+2:+oo
0* X 0* X ot X

Alors f n’est pas dérivable en 0.

1
1 1 |x*?
b) limf(x) = lim f(—] =lim—Log| %
o ot \x/) o x 1
X
_lim-L Log(1 + 2x) = lim 2284H2%) 5 )
0t X x—0* 2x
car hmM =1
0
Ha)yx b—— X+2 est dérivable et positive sur ]O, + o0 [
X
x+2 ‘. .

Alorsx | > Log( J est dérivable sur ]O, + 00 [ par suite f est

X
dérivable sur ]0,+wo].

-2
X+2 2 X+2 2
f'(x)=Lo +x--2—=Lo - =g(x
(x) g(x) — g[xj — g(x)
X
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X
£(x) ;
£(x) N

b) y =2 est une asymptote au voisinage de + oo

au point (0,0) la courbe de f admet une

-
demi-tangente verticale dirigée vers le R

haut. =,
i

2
4) h(x)=x7Log(x:2J

2
a) h est dérivable sur ]0,+ o[ et h'(x)= xLog(X_”) R )
X

2 x(x +2)
d’ou h’(x)=xLog(X+2J— X
X x+2
r X ! X
b)h'(x)=f(x) - alors f(x)=h'(x)+
X+2 X+2

) =h'() + 27272 (k) 41— —2—

X+2 x+2

Soit F une primitive de f qui s’annule en 0.
Fx)=h(x)+x—-2-Log(x+2)+C et F(0)=0

2
F(x)=—X2—Log(X+2)+x—2Log(x+2)+C

F(x) =%xf(x) +x —-2Log(x +2)+C

li(l)‘nF(x) = 1ign%xf(x) +x-2Log(x+2)+C=0
d’ou —2Log2+C=0 ouencore C=2Log2.

X+2

2
F(x)= XT Log[ j +x —2Log(x +2)+2Log2

5)k<0 ; f (x)=f(x)+kx.
a) f, est dérivable sur ]0, + o0 [, fix)=f'x)+k=gx)+k
fi(x)=0 < g(x)=-k avec ke R’
On a g est continue et strictement décroissante sur ]O, + 0 [
Alors g réalise une bijection de ]O,+ © [ sur ]0,+ oo ].
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or (-k)e]0,+ oo[ alors (—k) admet un seul antécédent
clo+o[ g ga)=-k
d’on fy;(x)=0 & x=0q,
b) Pour x <o, eton a gestdécroissante alors g(x) > g(a, )
d’ou g(x)+k>0
pour x >a, etg estdécroissante alors g(x)<g(a, )
d’oig(x)+k<0
lignfk(x)zlignf(x)+kx=0 X 0 o, + o0

fy + -
limf, (x) = Emf(x) + kx = —o0 () ¢

fk(X) 0 /v fk(ak)\_oo

pour 0<x <o, ona: f, estcroissante sur ]O,ak:
d’ot 0<f, (x)<f,(a,) doncO<f, (a,)

v wl) f est définie lorsque x>0 et |Logx| >0 d’ol Df=]0,+w].

2 lim f(x)-f(Q) —lim 2\/ Logx 1/— Logx

x—1" X — x—1" _>1‘
—x’Logx . Log X - x2
= lim =1x (—o0) =—00
=17 (x —1)- ,/—Logx —>‘ —Logx

Donc f n’est pas dérivable a gauche en 1 d’ot f n’est pas dérivable en 1.
3) a) L’inéquation est définie sur ]0,+ o0 [

4Logx +120& Logx*>—1<Logx® 2-Loge=x* > 1<:>x22 1
e e
1 | BN 1
< x2 |—= ouencore X 2— d’ou S=§ —,+©
s T T
et e?

b) f est dérivable sur ]0,1[U]1,+oo[.
Si xe]0,1[ alors Logx <0 donc f(x)=x2,/— Log

X
d’ot f'(x) =2x4-Logx ————
2./—Logx

_—4xLogx—-x —x(4Logx+1)

2{-Logx 2,/—Logx
Si xe]1,+oo[ alors Logx >0 d’ou f(x)=x*,/Logx
240



Fonction logarithme népérien Solutions

X _ x(4Logx +1)

par suite f'(x)=2x./Logx + =
2,/ Logx 2./Logx

4)
0 L + o0
X 1
e4
4Togx +1 - [0) +
X + +
_X pa— —
1
X 0 _l 1 + o0
C4
f'(x) + 0 - |+
1 + ©
f(x) /QJE\ /
0 | 0

1 |1 1

. _1: 2 _1: _1: _
1%)r+nf(x) —lgnx \/|Logx| —légn\/x]Logx] —l%)1+n1/|x Logx[ =0

limf(x)=limx? |L0g x| =+400.
+o0 +o0

5% im ™) < limx [Logx] =40 |

X
donc C, admet une branche
parabolique

de direction 1’axe des ordonnées au
voisinage de + o0.

* lill_nf'(x) =—00 et lgnf'(x) = +00

donc au point d’abscisse 1 1a C;

admet une demi-tangente verticale 7 1
dirigée vers le haut.
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;1) a) f(x):Lo_g(Xl’j__X) six>0

f(0)=1
Log(1+x)—Log(1+0)
x—-0
c’est le nombre dérivée de la fonction U: x ——>Log(1+x) en0

limf(x)=1lim
0* 0*

or U'(x) =——l— d’ot U'(0)=1
1+x
par suite limf(x) =1=f(0) donc f est continue en 0.
0+

comme f est continue sur ]0,+ | donc f continue sur [0,+ .

2 3
b) g(x)=Log(l+xX)—| x ——— + 2
2 3
1 3
gestdérivablesur[0,+oo[ et g'(x)=——-1+x—-x*= <0.
I+x l+x
X 0 + 00
T - g(0)=Log(1+0)-0=

g0 | 0T

0 est un maximum absolu de g donc pour tout x € [O, + oo [, g(x)<0
X2 X3
d’ott Log(l+ x)Sx——2—+? .

) 2
¢)Onpose: p(x)=Log(l+x)— (x - XTJ

2

p est dérivable sur [O,+oo[ et p'(x)=L—1+x= >0
I+x l+x
X 0 +©
p'(x) 0 +

P& |y — "

0 est un minimum absolu pour p donc pour tout x 20, ona: p(x)=0
2
d’oi Log(l+x)=x —%—.

2
d)Ona: pourtout x=0: Log(1+x)2x—£2~ et
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X2 3 XZ XZ x3
Log(l+x)<x——+— dott x—-—<Log(l+x)<x——+—
g(l+x) 53 5 g(1+x) >3
Log(1+x)_
imi O x =1imLOg(1+2X)_X
0 X 0 X 0 X
x? x* X3
ona: x——<Log(l+Xx)SXx——+—
2 g(l+x) T3
d’of]_lsws_l+icommellm_l+i=—l
2 x? 2 3 o 2 3 2
d’ou lién—Iﬂlex)—_X __1 par suite f est dérivable en O et
X
1
f'(0)=——.
©) >

2) a) h est dérivable sur [O,+00[,
1 1 1-x-1 -x

h‘(x):(x+1)2 _x+1_(x+l)2 Cx+D?
X 0 +
nx) o -

hoy O

0 est maximum absolu pour h, donc pour tout x € R, ona h(x)<0.
b) f est dérivable sur [0,+ oo ].
1

*EO=—

* Pour tout x >0 f'(X)=—L2Log(1+x)+l- 11
X X X+

~Log(l+x)+——
X +

f'(x)= = 1 =hf:)$0
X 0 + 0
£1(x) _% -

fix) | ! —
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3)ox)=f(x)—x, ¢ estdérivable sur R,
o'(x)=f"(x)-1or f'(x)<0 donc ¢'(x)<0

X | 0 + ©
9(x) b
— 00
. : 1 -3
limo(x) =1lim Log(l+x) 1+x —x=-00; ¢'(0)=f'(0)-1=—
oo +o 14X X 2
3441
e0)=1dod ALY "5 *
x20
C’est I’équation de la demi tangente au point d’abscisse 0.
Construction : A
y=-X
lim @) _ g o8+ %)

+00 X +0 Xz

:thog(l+x).1+x_1:_l

+o  14x x? “-7\

limo(x) +x =limf(x)=0 KX

donc y =-x asymptote au voisinage
de + . i C
MHa)f(x)=x=>fx)-x=0=0¢(x)=0. |
@ est continue et strictement décroissante sur
10,+ [ donc o réalise une bijection de
10,+ [ sur |-o0,1] or 0Oe]-c0,1[ d’on 0
admet un seul antécédent o € ] 0,+ [
d’oli I’équation f(x)=x admet une seule solution a € ] 0,+ [

or (p[jzl—j ~ 0,310 et (1) = -0,306 d’olic e { %,1 } .

b) % <x <1 et fest strictement décroissante sur ]0, + 0 [
donc f[%) >f(x)=f(1) ouencore 2Log3—-2Log2>f(x)=Log?2
1>0,81>£(x)>0,69>0,5d’ou f(x)e[%,l]

c) % <x <1 et h est strictement décroissante, donc h(—;—} >h(x)=h()
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—;:Log% >h(x) 2 % —Log2 d’od —0,2<h(x)<0,2 donc |h(x)| s% .

1

d)f'(x) = h}fz) a: [h()|<— SO h(x)

1
2

)] < ——
elf' )< .

comme 13xsl<:>15x251®42—1—-21 d’ol 3—4—.
2 4 x? 5
5)a) V nelN, fest continue sur [Un_,, U"] dérivable sur ]U,,_l, U, [
4
eton a: VxelR,, |f’(x)|s—5— donc et d’aprés le théoréme des

accroissements finis on a :

4
'f(Un)—f(Un—l),S_glUn —Un~]| N IU

n+t

U,,|sf]U“ -U,|
Montrons par récurrence que | U, ,, — U |<(4) JU, -U,|.

e Pour n=0,|U, —Uols@jo-lU, -U, | e|U,-U,|<|u, -Uu,
e Supposons que |U,,, - U, | s(—;lj“ /| U, =U,| et montrons que

n+l ’
’Un+2 '—Un+1|s(§j IUI —UOI'

d’aprés 5) a), Un+2 _U|1+IIS%I Un+1 —Unl S(%)[é{) |Ul —U0|
4 n+l

d’ou Un+2 _Un+lls('5_] ’ Ul _UO|'

DochneINona:lU“H |<(4j |U U0|

lim(é) =0 donc llmlUn+1 Unl“

N>+ n-—>+

b) < Montrons que la suite V définie par V, = U, est décroissante pour
¢a, montrons que, V peIN V , <V .
e Pour p=0 onaV,=U,
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U, =5; U, =—1—Log6 ; U, = ! Log(l+lLog6j
5 1 5
—Log6
5
= Log(1+—1—Lo 6]<U =V
Logb6 5 & 0 0
d’ol V|, <V,.

e Supposons que (V,,, <V, < U,,,, <U,,) et montrons que

(Vpiz <V © Uy <Uyys)

Ona:U,,,, <U,, et fest strictement décroissante sur [O, + 0 [

donc f(U,p,,)>f(Uy) & Uy > Uy

or f est strictement décroissante sur [0, + oo [ dod

f(Ij2p+3 ) < f(V[J2p+] ) < U2p+4 < U2p+2 < Vp+2 < Vp+l

e Conclusion : ¥ peIN , V_, <V, . Donc V est une suite décroissante.
“*Montrons par récurrence que : VpeIN : W, >W,

e Pourp=0, W, =U, =ULLog(1+U2)
2

6
- Log Log{l + L—5—6Log(1 +%Log6ﬂ . Logb U, =W,
SLog(l + 3 Log6j 8
d’ou W, >W,
e Supposons que (W,,; > W, < U,,,, >U, ;) et montrons que
(Wp+2 >Wp+l A U2p+5 >U2p+3) :

Ona: U,,,, >U,,,, etfeststrictement décroissante sur [O,+ oo[
donc f(U,,,3) <f(Uy,) e Uy,
f(Uygpea) > T(Uypy) © Uy s >U

® Conclusion : ¥V pe IN; W _,, >W,_ Donc W est une suite croissante.

4 <Uszpi

2p+ 2p+ 2p+3 < Wp+2 > Wp+1

¢) Montrons que U, & [0,+ 0 [

ePour n=0, Uy =5>0
» Supposons que U € [0,+ o0 [ ;montrons que U, € [0,+ e [

U

n+l

=6—1—Log(l+Un)>0 dou U, [0,+o]

donc VnelN; U, e[O,+oo[.
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*La suite V est décroissante minorée par 0 car V, =U, & [O, + [

donc elle est convergente.
“Ona: W, =U, , =f(U,)=f(V,)

puisque V est convergente et f est continue sur [ 0,+ 00 [ donc W est

2p+1

convergente.
“Puisque lim (U, ~U _,)}=0donc lim(U,,,,-U,,)=0
P>+

n—+o0
et par suite lim (W, -V, )=0d’ou lim W, = lim V,
p—>+w p—>+o0 p—o>+w

l)a) 0<x <1 alors 1<x+1<2 donc 0<Log(x +1) < Log2
d’ot 0<x"Log(x +1)<Log2-x"

1 1 n 1 n
IO desjo X Log(l+x)dxsfo x"Log2dx

n+l !
0<U, <Log2| X*—| & 0<u, <1082
n+1j, n+l
Comme lim Log2 =0 alors IimU_ =0
+o n+1 +o0
2 2
b) e Jl X dx=j‘1 i——H_—1dx=J‘1 x—1+ dx
0 1+x 0 1+x 0 I+x

1
=[lx2 —x+Log|1+x|:l =—1+Log2
2 .2

oU, = jo‘ xLog(l + x)dx

1

_ U'(x) = ——
U(x)=Log(l

Posons { ,(X) og(l+x) alors 11 tX
V(X)=X V(X)=5X2

1 2

1, 11 x 1 1( 1 1
U, =|-=x"Logl+x)| —— =—Log2~—| ——+Log2 [=—
: [2 8 )L 2Jo T+x 2 ¢ z( 2 gj 4

2)a) S, (x)= Z (-x)* somme des (n + 1) termes d’une suite géométrique de
k=0
raison q=—-x#1.
1_(_x)n+l 3 1 B (_X)n+1 3 1 N (_1)!] xn+1
1+x l+x 1+ x 1+x l+x

Alors S, (x) =

d’une part:
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Solutions
o ['s,@dx= 1 dx+ | 1 2 g
o " 0 1+x 0 1+x
n+l
I 1 X
=|Log|/l+x|| +(-D" dx
[ gl HO ( ) Jo 1+x
d’autre part: J'Ol 1—-x+x? + ..+ (-D"x"dx
2 3 n _ n+l 1
=lx- X LD
2 3 n+l |
n n+l
=1—l+l+ ........... +( D) =V, dou V“=Log2+(—l)“j1 X dx.
2 3 n+l 0 1+x
b) 0<x<1 alors 1<x+1<2 dottl> 2—1~
x+1 2
Xn+1 Xn+l
XHHZ—Z
1+x 2
|V, —Log2|= j‘ " <[‘ x"dx
! 8 0 14+x | 70
1 l‘ : 1
Comme I x“”dx=[ x“*z} = d’ot |V, —Log2|<
0 n+2 o n+2 n+2
et lim L 5 =0 alors 1iml v, —Log2|=0 d’ou limV, =Log2.
+ 11 + +co +c0
n+l
X
£ = X £(x) =
3) a) Posons{ (x)=x alors n+11
g(x)=Log(l+x) g'(x) = ——
1+x
£ ! L1 x™
dou U, = Log(l+x)| - | —— dx
n+l o O n+l1l1+x
n+l
U,= ! Log2—L P&
n+l n+179 1+x
n+l n+l V. —Log2
Comme V, =L0g2+(—1)“_[I X dx alors jlx dx =—n =98
0 1+x 01+ x D"
AinsiU, =—L_Togz ——+| Yo —Log2
n+1 n+1{ (D"
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:%4_&@0&2_\/“)
n+l n+l

b)W, =(n+1)U, =Log2 + (-1)"(Log2-V,)
W, —Log2=(-1)"(Log2-V,)
| W, —Log2|=|Log2 -V, | Comme lim| Log2—V,|=0
Alors limj W, —Log2|=0 d’ot limW, =Log2

donc W, est convergente vers Log2.

V l-x2 —2xLogx
DOna: f'x)==% _x(1—-2Logx) _1-2Logx

x* x* x’

vV xelR?
1 1
1-2Logx >0 < E>Logx<:> e’ >x

Donc f est strictement croissante sur ]O,Jg [ et strictement décroissante sur

[Ve,+eo]
2) a) Comme JE < 2, la fonction f est strictement décroissante sur [2,+ 0 [
onadonc: k<x<k+1 = f(k+)<f(x)<f(k)
soit Log(k +21) < Logx < Logk
k+1 x? k?
Ikﬂ Log(k +21) dx < jk+1 Logx dx < .[k+1 Logk dx
k (k+1) k

(k>2)

X koook?
Soit Log(k +21) J-k+1 dx < J-k+1 Logx dx < Logk Jk+1
k+1 k kooox k k
Log(k +1) < Ik+1 Logx dx < Logk '
k+1)*  x x? k?

dx =[x[{" =k+1-k=1

dx

ou encore

k+1

Car j

k

o 1 1 w11 1 M7
b) L;;Logxdx=[—;—L0gX —L—;';dx={—;L0gX} X
B _Logx___l_}b
X X,

3) a) En donnant successivement a k les valeurs 2, 3, .... n-1 on obtient n —2
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inégalités doubles ; ajoutons-les membre a membre on obtient :
‘&' Log(k +1) ki‘ J-k+1 Logx kz":“‘ Logk

k=2 (k+1) k= k=2 k?
La premiére somme s’écrit 02g3 + LO§4 et Lozgn et elle est bien
3 4 n
Log2
égaled S, — 2=,
2
La seconde somme s’écrit :
3 Logx 4 Logx n Logx . rnLogx
J 2 dx + J.3 2 dx +..+ J'n_l 2 dx = J'z 2 dx
La troisiéme somme s’écrit Long + L02g3 +.ot Log(n +21) et elle est
2 3 (n-1)
L
égaled: S, —-——(@.
n

d’ou on a bien I’encadrement donné :

S _LogZSJ-nLogxd <s, _ Logn
n 22 2 2

X n
b) La premiére inégalité s’écrit: S, < L"gz |' Logx 1 }
2? x X,
. Log2
d’apres 2)b), soit S, <= — Logn 1 Log2 1
n n 2
ouencore S, < 2+3Log2 1+Logn .
n

La deuxi¢me inégalité s’écrit S >

Logn +{_ Logx 1 ]
2

n X X
L
Soit S, 2 Lo;,n _Logn 1 TLoga 1 , Ou encore
n? n n 2 2
S, 2 1+ I;ogZ S nLogrzl ~Logn d’ou on a bien I’encadrement donné.
n
. 100 Logl
¢)Ona 1+Iog2 +994og 00SSIOO < 2+3Log2 1+ Logl00
2 10 4 100

On obtient avec la calculatrice : 0,79<S,,, £0,97.

1) fexiste dés que h:t ——

soit continue sur [x,2x] ou [2x,x ]
Logt
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O<x<% alors 0<2x<1et?2x>X.

eh(t) = continue sur ]0,1 [ et comme [x, 2x ]c ]0,1 [

Logt
Alors h est continue sur [ x,2x | d’oli I'existence de f.
2) h continue sur 0,1], soit H une primitive de h sur Jo,1]

Vxe } o,% [ f(x) =[H(®)]>* =H(2x) - H(x)
=H((U(x)) - H(x) avec U(x)=2x
o U estdérivablesur O,%

e Hest dérivablesur [0,1 [ = H o Uest dérivable sur } O,%[
oV xe}o,%[, U(x)=2x€]0,1]

par suite f =H o U —H est dérivable sur :I O,% [

et f'(x)=U'(x)-H'(U(x)) - H'(x)
2 1

Log2x Logx

f'(x)=2-h(2x) -h(x) =

5 Log ij
_ 2Logx —Log2x Log(x")~-Log2x 2
Logx - Log2x Logx -Log2x Logx - Log2x

3HV xe}O,%} ona 2x>x

[ 2 h(H)dt B == £(x)

La valeur moyenne de h sur [x,2x | est h= ! =—
X

T x
D’aprés le théoréme de la moyenne il existe C e [x,2x |
tel que h((:):?:M or h(C):—l— don — I
X LogC LogC X
Ona: x <C<2x alors Logx < LogC < Log2x
1 1 1
= =
Logx LogC Log2x

! P ) > comme x >0 >2f(x)=
Logx X Log2x Logx Log2x
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4ya)e lim——=0 et lim——=0
ot Logx o* Log2x
et —~ < f(x)<—>— donc limf(x)=0=f(0)
Log2x Logx o

par suite f est continue en 0.
e lim 1) = 1) =lim f(x)
o X U <
< f(x) < 1 . 1 - 1
Log2x x  Logx 0* Logx o Log2x

Comme

d’ou lim@ =0 donc fest dérivableen O et £'(0)=0
0+ X

b) xe}O,%[ alors ZXE]O,I[ donc Logx <0 et Log2x <0

e 0,l alors Logi<0
2 4 2

. . .. 1
donc f'(x) <0 par suite f est strictement décroissante sur } O’E { .

v W) fexiste dés que h:t —> ! soit continue sur [x,2x] ou [2x,x]

Logt

0<x<é— alors O<2x<let2x>x.

eh(t)= continue sur ]0,1 [ et comme [x, 2x ]c ] 0,1 [

Logt
Alors h est continue sur | x,2x | d’ ot I"existence de f.
2) h continue sur ]0,1 [, soit H une primitive de h sur ]0,1 [

Vxe } o,% { f(x) =[HO]* =H(2x) - H(x)
=H(U(x)) —H(x) avec U(x)=2x
e U est dérivablesur O,%

e Hestdérivablesur |0,1 [ = H o Uest dérivable sur } 0,%[
oV X€:|O,%|:, U(x):2xe]0,1[
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par suite f =H o U —H est dérivable sur } O,%[

et £'(x)=U'(x)-H'(U(x)) - H'(x)
2 1

f'(x)=2-h(2x) -h(x) =
) (2%) =h(x) Log2x Logx

5 Log x
_2Logx -Log2x Log(x")-Log2x _ 2
Logx - Log2x Logx - Log2x Logx - Log2x

3V XG}O,%} ona 2x>x

—— X J— 1
La valeur moyenne de h sur [x,2x] est h = ! I: h(t)dt h =—-f(x)

X

X
D’apres le théoréme de la moyenne il existe Ce [x, 2x ]
tel que h(C) =1 =% or B(C)=—— don ——=FX)

X LogC LogC x

Ona: x<C<2x alors Logx <LogC < Log2x
1 1 1
= >
Logx LogC Log2x

! 2f(x)2 ! comme x>0 —~ >f(x)=> X
Logx x  Log2x Logx Log2x
4)a)e lim——=0 et lim—2—=0
o* Logx o* Log2x
et <f(x)<—>— donc limf(x)=0=1£(0)
0+

Log2x Logx

par suite f est continue en 0.
o limI 1O o )

o* X 0" X
Comme ! < f&) < ! et lim ! =lim ! =0
Log2x x  Logx o* Logx o Log2x
d’ol lim—f@ =0 donc f est dérivableen 0 et £'(0)=0
[ ¢

b) xe:'O,%[ alors 2xe]0,1[ donc Logx <0 et Log2x <0

253



Fonction logarithme népérien Solutions

ie O,l alors Logi<0
2 4 2

. . .. 1
donc f'(x) <0 par suite f est strictement décroissante sur [0,—| .
P

l)a)Uz U+1=2 U=U,+ 2= g =2

2 3 6 12
b) Un = Un—l + l = Un_Un-l = 1

ZU Zka >t

k-2

. I]l
U,,—Ul=k2=2:E orU1=1d’ouU“=kZ=;——.
Na)k=1;k< <k+1®L<l<ld’ouL<fﬂld <1
K+l x Kk k+1 K
L< dx<

X
1
k+1 x

=]

b) !

n-1 n-1 1 n-1
1 Jj—
aork§: kZ: ” kz
U, -

,,—1<J: dx < L

DouU,-1<Logn<U,- l
n
U, + l <-Logn<-U, +1
n

lSU,,-Lognsl
n

0<lsV“sl doul<V,<1.

Vi1 = Vo=Uy —Log (nt+1)-U,+ Logn
- Un+1 =U, +[L0g n- LOg n(n+1)]
1 n+1 |

dx<0C f”l dx>— d’aprés 2)
= —— — dx ar — X 22— apres a
n+l -[: X N X n+l1 P )

D’ou (V,) est décroissante et comme elle est minorée par 0 d’ol (Vn) est
convergente vers 0.

b)OnaV,=U,—Logn ©U,=V,+Logn.
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lim U, = lim V,+Logn=+c.Car lim V,=0et lim Logn = +o.

N—>+c0 n—r+oo n—>+wo n—>+c0

1) Voir figure

. 1 1.
2) U, est la somme des aires des rectangles des cotés — et 1 + — situés au
n n

2 ]
dessus de { donc _[ —dx<U,
X

V, est la somme des aires des rectangles
situés au dessous de { 1

2 2
donc J:-}—dsz" d’ou V, < J:ldstn 1
X X

Ol—,
i

3)a) .[zl dx=1TLog2

b) Us = 0,7457 et V5 =0,6456
U;0=0,71878 et V0 =0,59245

2
Onsaitque Vn , V, < I 1 dx<U,donc V, <Log2<U
X

ViosLog2<U, et V; <Log2<U;
0,59245 <Log 2<0,71878 et 0,6456 < Log 2 <0,7457

(;1) On pose {u(x)=Logx _ u'(x)=%

V=1 Vo)=x

]

I=[xL0gx]T - f%xxdx=e—[x]? =e-(e-1)=1.

2) H(x) . Logzx-gLogx-g, avec x € 0, +oof
X X X

H(x)——l—Log x-—l—XgLogx+—2—Logx-—2—><l+—2—
x? x x x
- Log X . I Log’x
H'(x)= .H est donc bien une primitive de h: x=>——=— sur ]0, +oo[

:X dx=[H@[ =H(e)-H(1)=-§+2 sur [1 ; €], f(x) > 0.

D’ou: f

Onadonc V= n.rf x)dx= JT(X +( ) +2Logx)dx

3 ‘ 3 3
V=n|| 2 +Hx) | +2 [=n E__§+ﬂ wvdot v=27x| 2+ o
3 | 3 e 3 3 e 3
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X—>+o0

?7) hmf(x) + oo (facile) et hm f(x)— lim ( Ix J =0

2) £(x) = 2In xx(ln x)

du signe de In x (2 — In x), d’oui le tableau :
x |0 1 2 + 0
f - 0 + 0 -
f |+
4
2
e
= ' =l_ A
u(x)=Inx u'(x) y
D2) 1 1
vVx)=—

1.

soitI) = 1 -— (environ 0,594).
e

W=(nxP"  u(E)=(p+1)xx(nx)
b) x

V'(x)= X—lz v(x)= -%

e ) P
d’ou IPH:{—%(lnx)”“} +(p+1)f (h:;) dx,
1

c’est-a-dire I, =- p:l +p+DL,.

c) 12—22+2(1-—) 2-1—9_064 et I, _-2_+3(2-9) 6-18— ~ 0,857 ;
14—-2—4+4(6-—) 24-@ = 1,264,

dV= Jf n[f(x)]zdx=nf (h;x) dx=nl, doncV = n(24-@) ~3,970u.v.
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