Droites et plans de l’espace Enoncés

ENONCES

C L’ensemble @% est muni d’une base (T,}, 12). Dans chacun des cas

suivants, dire si les vecteurs u,v et w sont coplanaires :

1 3 4
Hul 2| , 61 ,  w|4
1 4
2
Hul3|, v-
4
2 1 1
3Hul-1| , 1), w2
1 2 1

;; L’espace £ est muni d’un repére cartésien (0,1,3,k), on donne les
points A(4, -5, 1) ; B(0, 4, 3) ; C(-2, 7, 0) et D(0, 0, 7).
Etudier la position relative des droites (AB) et (CD) dans I’espace.

WL’eSpace £ est muni d’un repére cartésien (O,T,}, E) , on donne
les points A(0, 2, 1) ; B(-1, 1, 2) et C(3, 4, 0)
1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b) Donner une représentation paramétrique du plan P(A, A?,ATC) .
c¢) Déterminer une équation cartésienne du plan P(A,E,?\E) .

2) Soit le point D (0, 2, 5).
a) Donner une représentation paramétrique de la droite (AD)
b) Etudier la position relative de la droite (AD) et du plan P(A,@,E)

W x=-3+4aq
Soitladroite D :{ y=4-a ; aclR

z=-9-5a
1) Etudier ’intersection de la droite D avec le plan P : 2x +3y +z + 3 =0.
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2) Etudier la position de la droite D avec le planP’ : x —z=0
puis déterminer A N P’.

; Soient les plans P, Q et R d’équation respectives %+%—%—3=0 ;

Xx+ty+z+1=0et35x+ 14y—-10z-210=0
4
1) Déterminer a pour que le vecteur u| a | soit un vecteur de P.
0
4
2) On considére le vecteur v| 5 |.vestil un vecteur de P ? de Q ? Conclure.
0
3)a) vest il un vecteur de R ?
-6
b) Soit w| 0 |, montrer que (\7, W) est un base de P.

-21

c) w est il un vecteur de R ? Conclure.

;; Soient P, Q et R trois plans tels que :

P:x+10y-3z-5=0
Q:2x-y+2z2-2=0

R:3x+6y+z+%=0

1) Déterminer I’intersection deux a deux des trois plans.
2) Déterminer I’intersection des plans P, Q et R.

W 3
(O,Y,F,E)un repére ; A(1,1,2) ; B(1,2,-1) ; C(0,-1,2) etu| -5 |.
2
1) Déterminer les représentations paramétriques des droites suivantes (AC)

A bd
et de la droite D passant par B de vecteurs directeur u .
2) Déterminer la position de D et (AC).
3) Soit P le plan d’équation 2x-y+z+1=0. Déterminer les intersections

suivantes: P "D et P N (AC).
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’ r N ) 2> 2 - 1 AY
'a L’espace étant rapporté a un repere (0, i,] ,k) , on considere

le plan P d’équation :x-y+2z-12=0.la droite A contenant le point
- (-1

Q(l,l, p) et de vecteur directeur u (riq) ou p et m sont des réels. Alors:
1) Sim# 1 alors pour tout point pe IR , I’intersection de A et P est un

point. :
2) Si p=6 alors pour tout meIR , I’intersection de A et P est un point..
3)Sip# 6alorspourtout meIR ,ANP=.
4)Sim=1etp=6alors ANP=A .
5)Sim=letp# 6alors ANP=0.

Répondre par vrai ou faux chacune des assertions précédentes en justifiant
votre réponse.

3 \ - = = P .
;; L’espace ¢ est rapporté au repére (0, i,j, k) , on considere les points

A(1,-2,-4); B(2,-5,5) et les vecteurs u=2 i+(m+3) j+(9-m)k ;
V=14 (m+1)3) +4mK . Soit D et D’ les droites (A, 3) et (B, ;) .

Indiquer pour quelles valeurs du parameétre m:

1) Les deux droites D et D’ sont paralléles (on précisera si D et D’ sont
strictement paralleles ou confondues).

2) Les deux droites D et D’ sont s€cantes.

3) Les deux droites D et D’ ne sont pas coplanaires

espace (Dest muni d’un repére cartésien| O, i, j, k |, on considere

_ > 1 - 0
les vecteurs u ( 0 ] ; V[ 1 J et le point A(0,0,cosa ) ou 0 désigne un
-COoSaL sina

parametre réel.

- -
1) Vérifier que pour tout réel o, u et v ne sont pas colinéaires. Ecrire une

- -
équation cartésienne du plan P dont un repere est (A, u, V) .
. | A
2) Soit Ala droite dont un repere est (O, w) ou w [%]
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a) Etudier suivant les valeurs de o ’intersection de P etA.
b) Lorsque Pet A sont sécants, déterminer les coordonnées de leur point
d’intersection

C L’espace 1 rapporté au repere (o 1, 3) , E) , on donne I’ensemble

Eu= {M (x,y,z) e & tel que (cos2a)x + (cosa) y + (2coso.—1)z=0oto e [0,27:] }
1) Montrer que pour tout o € [O,2n], E, est un plan.
2) Déterminer o. pour que E  contient le point A(1,-1,0).
x-y=0
z=0
a) Etudier la position relative de E et de (D) (E, étant E _pour a=0).

b) Etudier la position relative de E_ et de (D).
3
4) Soit Q le plan passant par B (0,0,1) et contenant la droite(D) définie

dans 3) Déterminer I’ensemble des réels o pour les quels E _ est paralléle au

plan Q.

3) Soit (D) la droite d’équations cartésiennes {

; ; L’espace est muni d’un repére cartésien [o, 7 , 3) , QJ . Soit P, le plan

d’équation: x—y\/?j+«/§=0 etleplan P> : X3 - y+1=0.

1) Montrer que I’axe (Oz) est parallele a P, et a P,. En déduire la position
relative de P, et de P, par rapport au plan (xoy).

2) Déterminer les droites D, et D,, intersections respectives de P, et P, avec
(xoy). Donner pour chaque droite un systéme d’équation paramétriques.

3) Le plan (xoy) est muni du repére (o , H , _J)) . Déterminer une mesure de

- -
I’angle des droites D, et D, oul u; et u sont deux vecteurs directeurs
de D] ct D2.
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CORRIGES

13 4
i;; B 14 34 P4
1)det(u,v,w)= 21 4=’ ‘—2| + ,=4—24+8=-12¢0

0 4 0 4 1 4
1 0 4
donc G,Q,W sont non coplanaires.
2 -1 1 3 L1
- — = -1 -1 1 )
2) det (u,v,w)= 3 -2 -11=2]2 —3. +4| 3
2 201 =1
2001
4 2 1

=2(—%—2)—3(—1+2)+4(1+%)=-3—4+3—6+4+6=0

donc u,v,w sont coplanaires.

3) det (ﬁ,;/,w

=(2).¢-).1+1.2.1+1.(-1).2-1. (1) 1-(-2).2.2-1(-1).1
=2+2-2+1+8+1=12%0 doncuvw non coplanaires.

N/ (- 2
AB| 9 |directeur de (AB) et CD| -7 | directeur de (CD)
2 7
4 2 — == .
)9 7) =28-18=10= 0 alors AB et CD sont non colinéaires

Donc (AB) et (CD) soient elles sont sécantes soient non coplanaires.
* M(x,y,z) € (AB) ] (CD) < AM =0 AB etCM = p CD

x=-4a+4 x=2pB x=-4a+4=2B (1)
&1y=9%-5 etqy=-7p <iy=9%-5=-71B (2)
z=20+1 z="Tp+7 z=20+1=7+7 (3)
(l){-4a+4=2[3 @{—2a+2=ﬁ
2)|%-5=-7B 9a-5=-7(-20+2)

90 -5=140-14 donc5a =9
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a:% donc B=-2a+2=-%+2=?0r20c+1=7B+7
—1-§+1=—§§+7

5 5

23

= =21 impossible
5 5

donc (AB) N(CD) = ¢
Conclusion : (AB) N(CD) = ¢ et AB,CD non colinéaires
Donc (AB) et (CD) non coplanaires

W 1 3

1) a) AB|-1| et AC| 2
1 -1
1 3 S — o,
‘_ 2‘ =-2+3=1=0donc AB et AC non colinéaires
d’ou A, B, C non alignés.
b) M(x,y,z) e P A—M=aE+BE

x=-a+3p
d’ouP:{y=-a+2B+2 , (a,B)elR’
z=a-pf+1
coMeP @AT/I,@etA—C sont coplanaires < det (A—M,A—B,A—C.)=O
x -1 3

-1 02
iy-2 -1 2=O<:>x1 |

z-1 1 -1
Sx(1-2)-(y-2)(1-3)+(z-1)(-2+3)=0
< -X + 2y +z~ 5 =0 équation cartésienne de P.

-1 3
+(z—l)‘_1 2'=0

et
I PR

0-0 0
2)a)AD| 2-2 |[=>AD| 0
5-1 4
x=0
M e (AD) < AM=aAD d’o (AD):{y=2 ; aclR
z=4u+1

b) xp+2yp+zp—5=420=D ¢ Petcomme A € P " (DA)
alors P n (AD) = {A}
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ainsi P et (AD) sont sécants.

W DME,y,27eDNP

x=-3+4a
Sly=4-0 et2x+3y+z+3=0
z=-9-5a

On remplace x par-3+4 aetypar4 -a etz par -9 - Sa
dans 2x +3y+z+3=0

On obtient -6+ 8o +12-3a -9-50+3=0<0=0
donc pour tout valeur de o

ainsiP N D=D
x=-3+4a
DMK, y,z)eD PP y=4-a etx-z =0
z=-9 -5a
x—z=0

(-3+40)-(-9-50)=0
9oot+6=0<0a= -%
donc D et P’ sont sécants
* a=-§ alorsx=-3+4 X(:;j=-ll

ety=4+ %:%etz=-9+ LEN

doncD | P’ = (—H,E,—Ej
333

ﬂ ; / 4
- 4 a a
1) u| a | est un vecteur de P <:>5+—5——3=0<:>-§=1<:>a=5

0
4
2)(1 5lalors U=V
0

donc V est un vecteur de P.

4+45+1=1020> V n’est pas un vecteur de Q
ainsi P et Q sont sécants
3)a)35x4+14%x5-210=140+70-210=0

70



Droites et plans de [’espace Solutions

donc V est un vecteur de R.

-6 4 0 5
b) w| 0 |v]5]et ‘:—5><(~21)¢0
21 0
-21 0
donc w , v non colinéaires or v est un vecteur de P.
- ~6 0 =21
pour w ———+§———————3+3=0

donc w est un vecteur de P
par suite ( v , w ) est une base de P.
)35 x(-6)+14x0-10x(-21)=-210+210=0
donc w est un vecteur de R or v est un vecteur de R

donc (;/ , w ) est une base de R or (\7 , \_V.) est une base de P.
par suite R // P or le point (0,0,-21) vérifie les deux équations de P et de R.
donc P=R

; 1) * —;—¢1—(i donc P et Q sont sécants

x+10y-3z-5=0

. selon une droite A :
2X-y+2z-2=0

10
* % * —6~ donc P et R sont sécants

x+10y-3z-5=90

selon une droite A' : 3
3x+6y+z+ 7= 0

* %;«t%l donc Q et R sont sécants
2x-y+2z-2=0
selon une droite A" : 3
3x+6y+z+7=0
2)SoitM e PNQMNR
x+10y-3z2-5=0 x+10y=3z+5 0
S2x-y+22-2=0 ©2x-y=-2z+2  (2)

3x+6y+z+l;—=0 3x+6y+z+%=0 3)
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Solutions
2x(H)-(2)=>21y=8z+8

- 8z + 8
21
+
(1)=>x=3z+5-10y=3z+5-10 82218
-17z-25
X:‘
21
-17z - +

on remplace dans (3) on obtient : 17z 25+16Z7 16+z+%=0
éz-é=0donc z=1doux= —17-25 =2 ety= §+—8=1_6_
7 7 21 21 21

AinsiP NQ N R={A (-2,12—?,1)}

-3
WA(I, 1,2): B(1, 2, -1); C(0,-1,2); u [—Zsj.

*Soit M(x,y,z) € (AC) signifie qu’il existe o€ IR tel que:
-1 x=1-a

AM =0AC orACI -2 |d’ou {y=1-2a
0 z=2

*Soit M(x,y,z) € D(B,a) signifie qu’il existe f € IR tel que

N x =3 +1 x =3 +1
BM=fu<{y==5+2 douD:qy==5f+2 avecfelR

-1

2) K(f — 2 |est le vecteur directeur de la droite de la droite (AC)
0

Tl ( —2 5 ] est le vecteur directeur de la droite de la droite D.

-2 =5 —

N
0 5 =—4 # 0 donc les vecteurs AC et u sont non colinéaires et par

suite les droites D et (AC) ne sont pas paralléles.
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x=—0+1=3p+1 (1)
Soit M (x,y,2)e (AC)" D& { y=—20+1=—-5p+2 (2) ;

z=2=2fp-1 (3)
1.’¢équation (3) donne B=% et (1) donne a=-3p=-— %
En remplagant dans (2): 9+4+1=—5 ><%+2®10=—12—]~ impossible d’ou Dm(AC)=®.

Conclusion :
DN (AC)=0
donc les droites D et (AC)

Det (AC) sont non paralleles ne sont pas coplanaires.

P 2x—y+z+1=0.

x=—0+1 (D

=—20+1 2
_ Soit M(x,y,z)e P (AC)= Y=o @)
z=2 3

2x-y+z+1=0  (4)
En remplagant (1),(2) et (3) dans (4) on obtient:
—20+2+20~1+2+1=0<>4=0 impossible. Donc Pﬁ(AC) =J.

x=3p+1 )
Soit M (x.y2)ePrD s 7~ P2 @)
z=203-1 (3)

2x-y+z+1=0 4
En remplagant (1), (2) et (3) dans (4) on obtient :
6f+2+5p-2+2B-1+1=013p=0<>B=0d"ouP~D={B (1,2,-1)}

'a Dans L’espace & étant rapporté a un repére (O , i , 3) , E) , on considére
le plan P d’équation :x ~y + 2z —12 = 0 et la droite A contenant le point
-1
Q(l,l,p) et de vecteur directeur u r{l .
* L’intersection de P et de Aest un point si Aet P ne sont pas paralléles .

-1
u (rln est un vecteur de P si et seulement si: -1 - m + 2= 0 c’est a dire m =1
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et par suite Aest parallele a P.

On déduit que si m# 1 , An’est pas paralléle a P

donc I’intersection de A et de P est un point. Donc ’assertion (1) est exacte.
* Par contre si P =6 et m= 1, Aest parallele a P; Uintersection de A et P
n’est pas un point.

Donc ’assertion (2) est fausse.

*Sip# 6etm# 1, alors Acoupe P en un point. On n’a donc pas, si p# 6,
ANP = pour tout point m donc ’assertion (3) est fausse.

* Etudions le cas m=1, ol Aet P sont paralléles alors on a soit

ANP = ,soitA cPor A c Pcorrespond aucasou QeP .

On sait que: QeP<1-1-2p-12=0<p=6.

sim=1letp=6 alorsAcP

On déduit que { .
sim=letp#6 alorsANP =

Donc les assertions (4) et (5) sont exactes.

- -
; 1) D et D’ sont paralléles si et seulement si uetv sont colinéaires

2 1 2 m+3 m+
<:>'m+3 m+1'=9-m_ 4m| =9 _m 4m|~
o m-1=0et9m-9=0et 4m(m +3)-(m+1)(9-m)=0 © m=1.
* AeDa-t-on AeD'? ; AeD'<{20-5=-2 < a=-1=+ impossible
da+5=-4 2

donc A¢D' d’ouD et D’ sont strictement paralléles.

— -
2) D et D’ sont sécantes si et seulement si uetv sont non colinéaires et

DnAD'#¢.

- -
u et v non colindaires < m =1

x=1+2 x=2+
Di{y=-2+ m+3)a aelR  ;D:iy=-5+(m+1)p BeR
=-4+4+(9- z 5+ 4mf
x=14+20=2+p 1)

MeDND & {y=-2+(m+3) o=—5+m+1)B (2)
z=-4+(O-mp=5+4mp  (3)

()& p=2a-1

)< 2 +(m+3k=-5+(m+)(20-1) o =Tt4
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d’ou Bzzrrr?j—g _1:m+9

m-1
Pour avoir une intersection il suffit que o et B vérifie I’équation (3) :

4+(9- m)m+4 5+4m(m“t19)

o5SM*P+40m-45=0=m?*+8m-9=0<m=1loum=-9
comme m=ldoncm=-9,

Finalement D et D’ sont sécantes si et seulement si m = -9.

3) D et D’ ne sont pas coplanaires si et seulement si m#-9 etm#1.

'@ (1 -{ 0
D ’% ?’=1 #0donc u ( 0 Jet V[ 1 )ne sont pas colinéaires.

-COostL s a

—_— - -
M(x,y,z)eP<:>AM=tu+t'v

X=t
P:{y=t ;(t,t)elr2.
z=-tcoso+1sina+cosa

P:z=-x cosa+ ysina+cosa.Ouencore P: -xcoso + ysina -z +coso.=0.

2)a) AzA(O, ;)v); x?v@

-
A// P < w est un vecteur de P < -cos a + sina -1 = 0 <> cosa. - sina = -1

<:>«/§_ cos (u +%): 1< cos <a+1)= Iz«

4 2
3

& _3n n__3m
<:>(1+4 = + 2kx ouowr4 4+2kn

<:>(x=12t—+2k7r ou o =-1 + 2km .

A/lP @ae{ —g—+2k7t; 7T+ 2kn aveckeZ}.

#1% cas: o€ {—g—+2kn, keZ }

P:y-z=0 comme O eP doncD est contenue dans Pdou DNP=D.
* 2™ cas : o€ {n+2kn, keZ}

P:x-z-1=0comme O¢gP

alors D et P sont strictement paralléles.

* 3% eas: e IR—{%—+2k7t, n+2knaveckeZ} dans ce cas D et P

sont sécants.
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b) Soit le point I ; {I}zPﬂD.
IeDe It t,1). [eP donc-tcoso+tsina-t+cosa=0
t(—cosa+sina—1)+cosa=0

t= cOSs O

= - (cosa—sina+1¢0)
cosa-sino+1

cos o, cos 0. COSs O
donc I .

. 3 . b .
cosa-sina + 1 cosa-sina + 1 coso-sina + 1

V) L’équation de Eq« est de la forme ax + by + cz + d = 0 équation
cartésienne d’un plan si et seulement si (a, b, c);t (O, 0, O).

* (a,b,c)=(0, 0,0)a=b=c=0ou encorecos 2a=cos o =2cosa-1=0
alors cos o =0 et -2cos a -1=0ce qui est impossible

donc (cos 20,,cosa, 2¢os o, - 1)7& (0, 0, 0)

d’ou Ea est un plan pour tout o € [0, 275].

2) Ae Eo < cos 20 - cosa = 0 <> cos2a. = cosa
& 20=a+2kn ou20=-0+2kn ; keZ

& a=2kn ouaz%ﬁ;kez

2n 4n
>33

———

comme 0 € [0, 2x] donc a e { 0,2n

v = X
3)a)D:{>Z(:}6"Oonpose y=talorsD:{y (teIR)
z

(1

t
t
0
Ey :x+y+z=0
M (x,y,z)eDNE, &Mt t,0)et t +t+0=0 < M (0,0,0)
donc E; nD={0(0,0,0)}.
b)Ex: -—;—x +%y =0ouencore Exz :x -y=0c’est I'une des équations de D

3 3
donc DcExdouDNEz=D.

3 3

{1
4) B(0,0,1)eQet D Q alors D passe par O et de vecteur directeur u ((IJ

—_— -
donc OBet u sont deux vecteurs non colinéaires de Q

(? 10|=-1¢0)etOeQ d’ou Q(O,ETB’,Z).
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—_— -
QQ// Ea si et seulement si OB et u sont deux vecteurs de Ea

2cosa-1=0
Ou encore COS(lz—l-
cos 2a +cosa =0 2cos? -1+ cosa =0
cosa =21 cosa ==
e 2 o 2 1
2 cos?a+coso-1=0 cosa.=-1ou cosazi
& cosa=t e o =L 4 2knoua=-L+2kn.
2 3 3
5

Comme ae[O 2n]d0nca —3 ou a_Tﬂ'—

;;; x=0
- 1) L’axe (O z) est représenté par le systéme { 0 or une droite dans
y:

I’espace est paralléle a un plan fixé ou lui est sécante.

=( x=(
*M(x,y,z)e(oz)mP. y 0 <9 y=0
X-y3+43=0 0 =+/3 impossible

donc (0z) NP = & d’ou (0z) est paralléle A P,.

x=0 x=0
*M(x,y,z)e(oz)sz@ y=0 o<y=0
X3 -y +1=0 0 =1impossible

donc (oz)m P2 = & d’ou (oz) est paralléle a P,.

* Les plans P, et P, sont deux sécants au plan (xoy) car s’ils lui étaient
paralleles, la droite (0z) perpendiculaire a (xoy) ne lui serait pas paralléles,

2) Di =P N (xoy), M(x, YaZ)ED‘©{x VW3 +43=0

x=43%-3
onpose y=» alors Di:qy=2 (A €IR)
z=0
D, = P, n (xOy),

* z =0

M(x,y,2z) e D, &
(XY) 2 {X\/g—y—l-l:()
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x=pB
onpose x =0 alors D2 :{y=pv3 +1 (BGIR)
z=0

3) Dletch(xoy)etonaul— 31+1etu2 1+«/—J

donc :1)1 (\/13?) et uz (Jgj dansla base(i, j).
u2—2\/_—- .COS[I_;],32]=2><2XCOS[1—;1,32}
RN jzﬁ_

par suite COS(UI , U2

U

L’angle des droites D, et D ; 2 pour mesure z

6
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