
Equations à coefficients complexes Enoncés 
  

ENONCES 

Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants : 

1 3 
a) Ze :b)Z=15; c)Z=fi(f e IR*); 

d\)Z=1+cost+isintoùte J0, rl. 

Résoudre dans € les équations suivantes : 

a)z°-5z+6=0. 
b) z° sin?a + z sin 20 + 1 = 0 ; (avec à € ]0, nl). 

c)z°-(1-2i)z+1-7i=0. 
d)(-4-—2i)z?+(7-i)z+1+3i=0. 

\/7 +2(1 — cos a) z + 2(1 — cos a) = 0 avec a € [0, x]. 
Préciser le module est un argument de chaque solution. 

\Ÿ/ Résoudre dans C : 
a) —iz?+2(1+i)z+5(2+i)=0. 

b) (1 +i)z° + 2iz— 3i- 1 = 0. 

c}) (1 + CD z° + 4iz BC) -4 = 0 avec 0 <6 < x. 

d)z?-(1+m}1+iz+i(m +1)=0avecmec. 
Ÿ/ Résoudre les équations dans C : 

a)z?+2z -1=0. 

b)z2-2z +1=0. 
Résoudre dans C : 

1) z% + (3 — 6i) z° + 2(16 — 63i) = 0. 
2)z$+(2i-1)z -1-i=0. 

A ésoudre dans C++ 1-0:É+P+120 

VA 8 Résoudre chaque équation sachant qu’elle admet une solution réelle : 

1 322 (1 +2) 2° + (25i— 1)z + 13i= 0. 
2) z° + (6i— 5) z + 12 + 18i=0. 

y Résoudre chaque équation sachant qu’elle admet une solution imaginaire 

pure : 

1) (Gi 1)z° —(5i- 11) z°-(43 #i)z+9+37i=0. 
2) iz° + (2i— 1)z7— (i + 4}z + 3(2i- 1) = 0. 

3) z° + 67° + 17z° + 247 +52 =0. 
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Equations à coefficients complexes Enoncés 
  

ùy Résoudre chaque équation sachant qu’elle admet une solution 
imaginaire pure et une solution réelle : 

1)z—4(1+i)z + 12 iz° — 8i(l + i)z—5 = 0. 
2) +2iz +12(1+i)z-45=0. 

1) Résoudre dans C, z°= 1. 
2) En déduire les solutions des équations suivantes : 
{+i)ÿ =(-D'et(z+1) =(z-1). 

\Aésoudre dansC:z*-1=0 et z*+1=0. 

\E 1) Déterminer la racine 6°" de 1 sous forme trigonométrique 
puis algébrique. 

2) Résoudre l'équation : Z° = 8i. 

3) Déduire cos et sine. 

5 

Ç 1) On pose Z= 1 + z + 22° + 2 + 2%. Montrer que Z =. Z . 
1-z 

  

2ix 

2)Onposez=e". 

a) Calculer Z. 

87 
b}) En déduire S = 1 +005 + 005 +008 +008 . 

3) a) Montrer que : cos À + cos =Acos? F2 

cos + cos 7-2 052. 
5 5 5 

b) Déduire cos? . 

VY0n considère l’application f de C dans €, définie par : 

f(2) = 2° + (25 + i)z? + (6 — 6i)z + 8i — 8. 
1) Démontrer que l’équation f(z) = 0 admet une solution réelle z, que l’on 

calculera. 
2) Déterminer un polynôme du second degré P à coefficients complexes 

tel que : pour tout z € C, f(z) = (Z — zo) . p(2). 
3) a) Démontrer que l’équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure 22. 

b) Résoudre dans C, l’équation f(z) = 0 

(on notera z, la solution différente de 79 et z2). 

4) Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé direct (O, u, v). 
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On désigne par Mo, M et M: les points d’affixes respectives Zo, Z1 et Z2. 

a) Placer les points M5, M; et M:. Quelle est la nature du triangle MMM. 

b) Déterminer l’affixe du point M; tel que MM,MM soit un carré. 

Voic 6 un réel de l’ensemble de l'intervalle ]-x, x]. 

On pose u =3 cos 0 - Si sin ; v = 5 cos - 3j sin0. 
1) Montrer que v” — u” est une constante que l’on précisera. 

2) Soit l’équation (E) : 2z? + (3cos0 - Si sin0) z—2 = 0. 

On note z’ et z’’ les solutions de (E). 

a) Sans calculer z’ et z’”, montrer que Arg z’ + Arg z’’ =n[2x]. 

b) Résoudre dans C l’équation (E) et donner les solutions sous forme 
exponentielle. 

3) Dans le plan complexe rapporté au repère orthonormé direct (O, u, v), on 

considère les points M’ et M”’ d’affixes respectives z’ et z’’. Trouver 
les valeurs de 6 pour les quels OM’M"° est un triangle rectangle en ©. 

.Æ : 8,7 

1) Montrer que pour tout réel 0 on a : e°+e? =2008( 2-7)" Ÿ. 

2) a) Résoudre dans C l’équation (E) : 

z° — (2coso + à) z + 1 — sin & + i cos & = O où geo. 

b) Ecrire les solutions de (E) sous la forme exponentielle. 

3) On désigne par M, et M, les points d’affixes respectives z, = cosa + i sinœ 

et z, = cos & + i(l - sin). 

a) Montrer que M; appartient à un cercle Ë dont on précisera le centre et le 
rayon. 

b) Soit M le symétrique de M; par rapport à l’axe des réels. 
Montrer que M, est l’image de M”° par une translation dont on précisera 
l’affixe du vecteur. 

NE 1) Vérifier pour tout 8 € IR, on a : 1 + sin 20 = (cosO + sin0)”. 

2} On considère dans C l’équation Eg: (1 + i)z? — 2(cos0 - sin0)z + 1 —i=0 

avec ÊE SL On notera z’ et z’’ les solutions de l’équations F&. 

a) Sans calculer z’ et z’?, montrer que z’. z’’ = -i. En déduire une relation 
entre Arg z’ et Arg z’°. 

b) Résoudre l’équation FE, et écrire z’ et z’’ sous forme exponentielle. 

3) Soit A et B deux points du plan complexe muni d’un repère orthonormé 

direct (o,u, v) d’affixes respectives zA = cos® + i sin6 et zg = - sin@ - i cos0 
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TZ 
avec 0€ ]-—,—T. F; | 

Déterminer 8 pour que (OA,OB) = 700 . 

En déduire alors la nature du triangle OAB. 

5 A) 1) Montrer que l’équation z° +( 3 -i)z? +(1-iV3)z-i=0 

admet une solution imaginaire pure notée z;, que l’on déterminera. 
2) Déterminer les autres racines 78 et zc(z8 étant la racine ayant une partie 

imaginaire positive). 

3) Le plan P est rapporté à un repère orthonormé (O,e,,e,). 

On note À, B et C les points d’affixes respectives za, ZB et Zc. 

a) Montrer que les points A, B et C appartiennent à un cercle (£) que l’on 
précisera. 

b) Montrer que OABC est un losange. 

B) On pose z: Li ; À. le point du plan P d’affixe z1. 

On considère le point À, d’affixe 1 et les points A, d’affixes : 

Zn = (21) où n € IN. 
1) Calculer z,. Représenter A, A, et A, dans P. 

2) Montrer que À, eË pour tout n eIN. F 
3) Démontrer que Zn+1 — Zn = (21) CS) 

En déduire le module de z,41 — z, puis la distance A, A, 

et montrer que les triangles OA,A,:, sont équilatéraux. 

V/soi P(z) = (z ++) + ou zeC. 

1) Développer P(2). 

2) Factoriser P(z), déduire les solutions de l’équation P(z)} = 0. 

3) Le plan complexe rapporté à un repère orthonormé (o,u, v) 

On désigne par A(-1, -5) et BC) 

Soitf: P\{A} — P 

3iz +1 -i 

M{z)r M'7'}tels l=—_—{—, 
@) @) eZ z+l1+5i 

a) Déterminer les points invariants par f. 
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b) Déterminer l’ensemble des points M tels que [z|= 3. 

NA Soit a=V2 +42. Déterminer la forme cartésienne de a” 

2) Soit l'équation (E) : z°=4V2i-4V2. 
a) Donner les solutions de (E) sous forme trigonométrique puis algébrique. 

b) Résoudre l'équation z° = 1. 

c) En déduire les valeurs de cos et sin 19% 
12 

Vo l'équation (E) : az“ + bz? + cz? + dz + e = 0 avec a, b, c, dete sont 

es réels eta z 0. 

1) Montrer que si z, est une solution de (E) alors Zo est une solution de (E). 

2) Soit Zs = a(1 + i) avec «& est un réel. z, est une solution de l’équation : 

274 + 322 + 3/3 z+9 = 0. 
Résoudre cette équation et donner les solutions sous forme exponentielle. 

, considère le polynôme P de la variable complexe z défini par : 

P(2)=2"-7/+2- 1]. 

1) Mettre P(z) sous la forme : P{z) = (z — 1) Q(z) où Q est un polynôme. 

Montrer que Q(z) se met sous la forme : Q(z) = (z + 1) R(7) 
où R est un polynôme que l’on déterminera. 

2) Résoudre, dans €, l’équation P(z) = 0. 

3) On appelle a la solution de partie imaginaire strictement positive calculer : 

a, a”, @', o, of, @U4, 
Pour tout z élément de C on pose : P(z) = +2 +2 +2 +7 +241. 

A 

  1) Montrer que pour tout z e C-{1} on a: P(z)= l 
-Z 

2) Déterminer les racines septièmes de l’unité dans C. 

En déduite les solutions dans € de l’équations P(z} = 0. 
3) Montrer que pour tout z de C, on a : 

P(z) = (2° 2008.21) “2008219 -2005%z+1) 

Z=z+) 
4) Montrer que : P()=0 & Z 

Z°+7°-27-1=0 

En déduire que : cos 1008 et cos sont racines de l’équation : 

(E) : 8x° + 4x7 4x1 =0. 
2 

5) On pose w = e ?. 
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a) Montrer que pour tout z e Cona: 
P(z) = (2 - w)(z - w?)(z — w°) (z = w°)(z — w°) (z- w°). 
b) En déduire que : (1— w)(1 — w?)(1— w°) (1 — w*)(1 — w°) (1 = w°) = 7, 
c) En utilisant un calcul de modules, montrer que : 

. Æ . 27 . 3x . An . 5x . 6n_ 7 
Sin —.sin—.sin —.sin —.sin —.sin —=—. 

7 7 7 7 7 7 2 

g Soit P le plan rapporté à un repère orthonormé direct (O, u, v) etf 

l'application du plan P \ {0} dans P qui a tout point M d’affixe z associe le 
2 

point M’ d’affixe z’ tel que 7=2   

    

2 
+ : + , 

1) a) Montrer que si z # 2i on l'égalité : é 21 =| 7 2i | 
z'-2i (z-2i 

b) On désigne par A et B les points d’affixes respectives 2i et -21. 

a — MB {MB 
Justifier que (M'A ,M'B) 2(MA,MB)(2n) etque———=| —— |, ler que ( ) 2( jen ctque | NT) 

En déduire l’ensemble des points M pour les quels z’ est imaginaire pur. 
2) Soit I le point d’affixe zo = -4 + 2i. 

a) Déterminer (IA, 1B) et me 

b) Déterminer et construire l’ensemble E={M{(z)eP tel quelz+ 2il =2} 

c) En utilisant les questions précédentes, construire l’image l° de I par f. 

3) Soit 6 cha. 
2 

a) Ecrire en forme exponentielle les nombres complexes 7, et z, affixes 

respectives des points M; et M, antécédants du point M’ d’affixe 2isin0 
par f. (On appelle z, la solution dont la partie réelle est strictement 

positive) 

b) Montrer que les points À, B, M, et M; sont sur un même cercle dont on 
précisera le centre et le rayon et préciser la nature du triangle BM;M:. 
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Equations à coefficients complexes Solutions 
  

CORRIGES 

Vous cherchez z e C tel que z°=Z. 

Vous posez z = x +iy, avec x et y réels, ce qui donne z° = x°— y” + 2x yi. 

Puis vous écrivez que deux nombres complexes sont égaux si et seulement 

s’ils ont même partie réelle et même partie imaginaire, et on utilise aussi 

2° =|Z] avec zf =x?+y. 

1 V3. 
a) Z=—-—1, 

2 2 

1 3 « A 2 2 2 
[= —+—=] et bien sûr/z| =x +y". 

4 4 

py=l xl 
; ur 2 2 .2_ 1 2 =; s'écrit , nous avons donc x° -y =— 

2 ) 3 2 
X Em 

— -V3 
VS 

2 4 . 3 Î 

Les deux premières équations nous donne 2x° == et 2y° 73 . 

5 
Soit x° 3 et y 1 on en déduit que G="3 où x=-——) 

À 4 2 2 

1 1 
et = OÙ V=-—), (y 5; uY 7) 

La troisième équation nous indique que x et y sont de signe contraires, 

3 1 3 1. . 
donc 2-7) OÙ Z=-—+—1i, 

b)Z= 15; on a bien sûr, z =415 ou z= 15. 

DZ=pi=e QD. 

Si B>0 alors 2-1 fo donc les racines carrées 

sont = [Eco ou fa, 

37



Equations à coefficients complexes Solutions 
  

Si B<0 alors Z= cl Ma i) fe. »| 

Les racines carrées sont : E (1-1) et JE (1-5). 

d)Z=1+cost+isint=1+e fs 2 +6? +} 200577 

t T t 
orte ]0,r[>—e |0,—| donc cos—>0 

2 2 2 

{t t . è 
Z=7 =|2c02.5. les racines carrées 

sont :Z, | foss.£ et 2, | Prost Et 

a)z?—5z+6=0. 
A=25-24= 1]. 

5-1 5+1 
Z.=——=2 etz, 7 donc S = {2, 3}. 

b) z° sin°a + z sin 2 + 1 = z° sin’a + 2z sina . coso + 1. 
= (z sina + cos æ}° — cos’ + 1. 

= (z sin © + cos)? + sin’c. 

Comme sin’a = -(i sin &}”°, on obtient : 

z” sin?o + z sin 20 + 1 = (z sin à + coso - i sinœ)(z sinot + cosot + i sin œ). 
Comme sin à # 0, les solutions de l’équation : z/sin’a + z sin 20 + 1 =0, 

cosa . -COSA . 
SOnt :Z,—-———+I et 2, =——-1 

sin snœ 

A (1-21) 401 — 7i) = -7 + 24i. 
S : une racine carrée de À tel que à =x +iy 

      
-y"=-7 x2-y/=7 (1) 
+yÿ/=V6251{x+y=25 (2) 

<y>0 xXy>0 

+= 2x=18Sx=9Sx= +3 
2)-(D=2y 2326 y =16Sy= +4 d'où [5=3 +4 
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-2i+3+4i -2i-3-41 
Les solutions sont er et DR 3 . 

d)A=(7-;) -4(1 + 35) (-4 — 2i) = 40 + 42i. 

Calculons ses racines carrées : 

x?+y2=,/402+422 258 (1) 

(x +iy) = 40 + 4214 x? -y?=40 (2) 

x.y>0 

(D+0) = 2x7=298e x/=498 x = +7 
(D-2)=2y=18Sy =9S y= +3. 
Les racines carrées de À sont 7 + 31 ou -7 — 3i. 

_i-7+74+31 4 (2-1) _ 1+2i 

2(4-2i) 2+i (2+i)(2-i) 5 

_i-7-7-3i 7+i  (7#i)(4-21) _3-i 

2(-4-2i) 4+2i (4+2i)(4-21) 2 

z° + 2(1 — cos a) z + 2(1 — cos a) = 0, l'équation est équivalente à : 

(z + (1 — cos a))? — (1 — cos a)” + 2(1 — cos a) = 0 
& (z+(1- cos a)}” + (1 - cos a} (-1 + cos a +2) = 0 

& (z+(1-— cos a)} + (1 — cos a)(1 + cos a) = 0 

& {z+(1-cos a)? = -sin’a = (i sin a)’. 
d’où les solutions de l’équations sont : 

Z =-l+cosa+isina etz, =-1+ cos a—i sin a. 

Les solutions sont : z   

tt   

a a a a a T a T 
= 2 sin—(-sin—+icos—)=2sin—(cos(—+—)+isin(—+— Zi > ns 5) 7 G ) G 5) 

et Z2 =2,=28in 8 cos(- Fine EH) 

Sia=0 alors z, = Z = 0, 

. à a T 
Sia Æ0 alors |z|=2sin— et Arg(z )——+— falr2sin et Arg(z,) = + 

. à T a 
et |z|=2sin— et Arg(z,)=-—-—. | il g(Z; 2 2 

V9 Les solutions sont : -2 + i, 4 — 3i. 

b) Les solutions sont : 1,-2 —i. 
8 ie 

c) Les solutions sont ; 2 cos re 2-2 cos €? . 

d) Les solutions sont : m+1i et l+im. 

a) On pose z = x + iy avec x et y deux réels. 
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2? +2-1=0S (x+iy) +(x-iy)-1=0 

Z=X+iy 

| Z=x+iy 
Z=X IY 2 2 

DA ; 2 | «x -y +x-1=0 
X°-y"+x-1+i(2xy- y) =0 

2xy-y=0 

2-1 +iy 

zZ=x+iy Z=X 2 { 

4x" -y+x-1=0 & (D4x/+x-1=0 ou (ID) = 

(2x-1)y=0 y=0 1 
X—=— 

2 

* Le système (Il) n’a pas de solution (y = = impossible). 

1-5 "14 V5 

2 
* x2+x—1=0, A= V5 d'où x = et x 

-1-V5  -1+V5 
2 

  

et . 
2 

b) L'application de la méthode précédente donne le système suivant : 

Z=X+IY 

    d’où les solutions sont : 

x°-y”-2x+1=0 ; Les solutions sont : 1, -1 —2i et -1 + 2i. 

y(x+1)=0 

\c20 On pose Z = z?, l'équation est équivalente à : 

Z=z" etZ"+(3-6i)Z+2(16-63i)=0 

x2-y=-155 

A=-155+468i ; A=6° avec 5=x+iy d'où 4 x° +y? =493 

X.y>0 

d’après les deux équations, on obtient : x =+ 13 et y =+ 18 or xy > 0 

d’où Ô = 13 + 18i donc Z’ = 5 + 12i et Z’’ =-8 — Gi. 

Calculons z : il suffit de chercher les racines carrées de Z’ et Z’’ on trouve 
respectivement : 3 + 21, -3 — 2i, 1 — 3i, -1 + 3i. 

2) On pose Z= 7°, Z?+(2i-1)Z-1-i=0 
A= alors Z’=-iet 2" =1-—i. 

Calculons z : il suffit de chercher les racines cubiques de -i et 1 —i. 

La forme trigonométrique de —i est [1, 1 et de 1 —i est[V2 gl 

40



Equations à coefficients complexes Solutions 
  

* _j = z° donc les solutions de cette équation sont : 

T KA 
=[1,-—+2—]avecke {0, 1,2}. 

‘ 6 3 
*1—i=7,les sorties de cette équation sont : 

=p2, V2, 242%), e{0, 1,2}. 

Par suite les solutions ont : 

H._ f._ à 57. _ ie 
Z)=[1,-—]=e $;z =[1,—]=e?2;z,=[1, —]=es. ol «| [151 27 6! 

123 a 2 BA. r Eye 

et z, 1/2) ; BE ayie 

Ÿ 7 7 di vus Ra 12 

a) On pose Z = z”, les solutions sont : 3 ’, LH V3 i 1 V3 
2 2 2 2 

1+i93 -V3+i 1-93 V3 
? 5 » 

2 2 2 2 

  

  

;27 Pad ji 0 jar je 

b) On pose Z = z”, les solutions sont : e° € ,€ 5 € 5 € 9 e°. 

1) * Soit à le nombre réel est solution de l’équation 
22° — (1 + 2i)z° + (25i — 1)z + 13i= 0 

Signifie que 2&° — (1 + 2i)o? + (25i — 1)o + 13i = 0 
& (20 - &° - à) + i(-207 + 250 + 13) = 0 
& 20 - a? - a=0 et -20° + 25a + 13=0 
& a(2o° -&-1)=0 (1) et -20° + 25a + 13 = 0 (2) 

2) = ou a=1}3 

l 
(1) a=0 où os ou a=1 

d’où = est la solution réelle de l’équation. 

* Mettons z + en facteur : 

22° — (1 + 2i9z° + (25i— 1)z + 13i = (z +) (az? + bz + c) 

= a7° 4 La+by7 + Lb+o)ztLe 
2 2 2. 
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2=a 

1 | 2=a 

7e+b=-l-2i c=26i 

Par identification : 4 ; b=-2-2:i . Lt 

—b+c=25i-1l 
2 1 . 
; —b+c=25i-1 (3) 

—c=131 2 
2 

Vérifions dans (3) L2(2-2i)+26i=-1+25i 

donc (3) est vérifié, par suite : 22° -(1 + 2iz? + (25i — 1)z + 13i = 0 

(+5 )0r -(2+21)z+26i)=0 Sr ou 2(z°-(1+i)z+13i)=0 

#72_(1+Dz+13i=0 
A = -50i = 25(-25) = [5(1 — i)]? d’où une racine carrée de A est 5(1—i) 

+1 +5-5; +i-5+5: 
par suite ne et Pat, 

Ainsi les solutions : = ,3—2i;-2 +31. 

2) Les solutions sont : -3 ; 3 — 21 ; 2i. 

\S Le nombre yi (y € IR) est solution de l’équation équivaut à : 

G— Li) - (y? (Si — 11) — (43 + i) (y) +9 + 37i= 0 

Sy 11y + y +9 +i(y" + 5y7-43y + 37) = 0 
Sy -11y +y+9=0 (1) et y°+5y-—43y + 37 = 0 (2). 
On remarque que le réel 1 est une solution des équations (1) et (2) 

d’où i est donc solution de l’équation. 
* Mettons (z — i} en facteur : 

2 (i—1)-2{5i- 11) - 2(43 + i) +9 + 37i = (z— i)(az? + bz + ©). 
On développe le deuxième membre et par identification, 

a=i-] 

on obtient le système suivant : { b=10-6i 

c=-37+9i 

d’où l’équation est équivalente à (z — i) = 0 
ou (i— 1)z° + (10 — 6i)z — 37 + 9i = 0. 
A'= -12 + 16i = (2 + 4iŸ par suite les solutions sont : i ; 5 — 2i ; 3 + 4i. 

2) Les solutions sont : i ; -3 ; 1 — 21. 

3) Les solutions sont : 2i ; -2i ; -3 —2i ; -3 + 21. 
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Nic x la solution réelle et iy la solution imaginaire pure de l’équation 

si et seulement si : x — 4(1 + i)x° + 12x? — 8i(1 + 1x — 5 = 0 
et (iy)* —4(1 + à) Gy}° + 12i(iy)° — 8i(1 + iGiy) - 5 = 0 

ou encore (x°—4x°+8x-5)+(-4x—12x2-8x)i=0 (1) 
et (y*—4y° + 8y — 5) + (4y° - 12y° - 8y)i = 0 (2) 

x°-4x°+8x-5=0 x°-4x°+8x-5=0 x°-4x°+8x-5=0 (S,) 
De e es 

le +12x°-8x=0 pe +12x-8)=0 ( ou x=1 ou x=2 

0 et 2 ne vérifie pas (S;) car 0*-4.0°+8.0-5#0et2"-4.2*+8.2-5 #0 
eton a 1°-4.1°+8.1-5=9-9 = 0 donc x = 1 est la solution réelle. 

CAR ea ep (S,) 

4y” -12y" +8y=0 4y(y°-3y+2)=0 y=0 ou y=l ou y=2 

0*-4.0+8.0-5 #0 donc 0 ne vérifie pas (S2) 
2°-4,2+8.2-5=-5 #0 donc 2 ne vérifie pas (S:) 

1*-4.1%+8.1-—5=9-9=0 donc lestune solution de (S;) 

d’où i est une solution de l’ équation. 

Z°—A(1+i)z? + 12iz/— 8i(i+1)z—5=(z-i)z-1) (az +bz+c) 
= az° + (b—a(l + i))z° + (c + ia — b(1 + i))z? + (ib — c(1 + i)}z +ic 

a=l 

b-a(1+i)=-4(1+i) a=l 

et par identification on obtient : {c+ia-b(1+i)=12i ouencore<b=-3(1+i) 

ib-c(1+1)=8i(1+i) c=Si 

ic=-S 

Z°—4(1 + i)z? + 12i 2° 8iGi+ 1)z-5=0 
(z-i{z-1)z-3(41+Dz+5)=0 
&z=iouz=1louz -3(1+i)z+5i=0 
# 72 3(1 + i)z + 5i = 0 
A=G({+i)-4.5i=-2i=(1-i) 
_L3(H)+(-), 4. ne 30H D-(-D) 

HE z' =] +21. 

Les solutions sont : L,i, 2 +1, L + 2i. 

2) Les solutions sont : -3,3i,2—1,1-—721i. 

\E 1) z°= 1. On sait que 1 on peut l’écrire sous la forme trigonométrique 

. h . ñ 2kx 2k, 
[1, 0] donc les solutions de l’équation z° = 1 sont les z=[1,——]=c" 

n 

avec ke {0,1,2,...,n-—1}. 

2)(z+i) =(z-i) 
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i n’est pas solution de l’équation, on peut donc l’écrire de la façon suivante : 

En [Et _1@)   

  

(z-i})" z-i 

: 4 : 4 ns: NS z+i : ième 
z est une solution de l’équation (1) équivaut à ——est une racine n 

Z-i 

sax 
de 1 c'est-à-dire l’un des nombres e " ouke {0,1,2,...,n-—1} 

, z+1 ;2kr . . j2kr ik . i2kx 

d'où ——=e * ouencorez+i=(z-ile" &z(l-e" }=i(-l-e" ). 
Zz-1 

Pour k = 0 ; 0. z = -2i impossible donc on n’a pas de solution dans ce cas. 

Îkr de Me M cost 
ter |, ie" (e' +e') n kT 

Pour k#0 ; z=| — = - - = =cotg —. Br lim im ik —. kr n 
e" -] e" (e"-e"})  2isin—— 

n 

. kr 
Les solutions sont : cotg— avecke{1,...,n—1}. 

n 
Pour l’équation (z + 1) =(z-— 1)", on utilise la même méthode et on obtient 

les solutions : i cote avec ke {1,2,...,n-—1}. 
n 

Vaio ti. 

2kr; 
Les solutions sont zx _n, Te 4 avecke {0, 1,2, 3} 

PL 3xi 
CS : 7 . 

d’où les solutions sont : Z=1;zZ=e?=1;z,=e"=-1l ;z,=e? =: 
à . 

k*2+1=207 =-1=e"=[1,7]. 
+ 

Les solutions sont les zx 1 avec ke {0, 1,2, 3}. 

ir 
S . TH + 

d’où les solutions sont Zo [1,7 15e* 

3x. © Sn. _ À 77. 
AU TISe* ;z, 01, 71re AU TIRe* 

NE 1) z° = 1. Les solutions sont les z 1 avec ke {0, 1, 2, 3, 4,5}. 

ikr ir i2x ia i5x 

ou encore Z, =e?.Cesont: 1; e* ;e* ;e 

Sous forme trigonométrique : 
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T 27 27 Az Ar ST ST 
1; cos +isin cos T+isin ZT: scos +isin -l et cos +isin 

5 16 Lu 1 Sous forme algébrique : 1; 1,193 Hi; 21] ; -— À - | 
72 2 72 2 2 2/2 2 

-ix 3 

2 (1-iÿ=(V2e1 Y =8e 7 =8i 

L=8iez=(1-i) (1 
-1 

zZ . 
donc —— sont les racines 6°" de 1. 

1-1 1-1 2 2 1-i EE “ai 

Z 1 3 z 1 .NV3 ,., . 
OÙ ——=-—-j——— où ——=—-ij—— d’où les solutions sont : 

1-1 2 2 1-1 2 

… 1,3 'E 3 
Lis Q-DG + 3); ; (1- DCR 7; (G-1) ; Ci -i); 

da 
En effectuant les calculs on obtient : 

1-i OVH Cie V5 ic V5) +; 

= E-V3 (V5) et SOS V5) 

3) 8i a pour module 8 est pour argument > alors les racines 6°” ont pour 

module °J8=V2 et pour argument 5 +2 avec ke {0, 1,2,3,4,5} 

nr Sx 9x 137 17x 217 
Se SON —,—,—,— t — et —. 

12°12/12°12 12 12 

La racine sixième ou l’argument est 5 est V2 (Gos=+isin) 

cos-T>0 et sin >0 la partie réelle cos est supérieur à sin— la partie 
12 12 12 12 

imaginaire. donc Vos +isin = (143 +i(V5-1) 
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x _V3-1_V6-V2 x 1+V3 V2+46 
d'OÙ sin —=———=—— et cos —=——"= 

12 292 4 12 292 4 
V2 Zeatrinitss. 

1-7° 
Z-2.Z=1-7d'où(1-2).Z=1-20rz#1. DoncZ=- . 

-Z 

  

  

2ix 2ir | 

2)a)z=e —z°=(e } =e =] d'où 1-z°=0 par suite Z = 0. 

b)Z =0 <> Ré(Z) = 0 et Im(Z) = 0 
2ix 2ix 2ir 2ix 

Z=l+es es P +5 )+(eS) 
Z=1+ cos AE + 08 + cos + cos (sin PE + sin À + sin ŸE + sin) 

Z=0 14008 27 +005 + cos + cos 270 ZDS=0, 
5 5 5 5 

2 
3) a) cos + cos PT = cos 2T+c0s(27-27 = 2005 27 

5 5 5 5 5 

cos T+cos T=cos(r-Z)+cos(r +2) =-cos=-cos T=-2cos 2. 
5 5 5 5 5 5 

b)S = 0 14008 À + cos + 005 À + cos = 0 

27 7 
D1+2cos—-2cos—=0 

5 5 

or cos 2722 cos T1 d'où 1+2(2cos° Z-1)-2cos 7 =0 
5 5 5 5 

4cos” 22008710 donc cos est une solution de l’équation : 

1+5 1-5 
2 OÙ X = — 

4 
4x?-2x-1=0et A'=1+4=5Salors x= 

or cos =>0 car Leço, 2] d'où cos == VS 
5 2 à 

Vo Zo = à € IR est solution de l’équation f(z) = 0 cela signifie que f(a«)=0 

fa)=0 a +(5+i1) 0 +(6—6)a+8i-8=0. 
& & -5a+ix +60-6ia+8i-8 =0 
& à - Sa? + 6a - 8 + i(a? -6a + 8) = 0 

eo sfr 
a -6a+8=0 

  

  

ar4 ou a=2 
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a = 2 ne vérifie pas la première équation, en effet : 

2°-5.2*+6.2-8--8z#0. 
d’où z, = 4 est la solution réelle de l’équation f(z) = 0. 

2) Pour tout z e C ; z° + (-5 + i)z” + (6 — 6i)z + 8i — 8 = (z —4)(z? + az + b) 
= 2° +(a- 4)? + (b — 4a)z — 4b. Par identification on obtient : 

a-4=-5+i a=-1+1 

b-da=6-61 = <b=-2i+2 

-4b=8i-8 -2i+2-4(i-1)=6-6i 

d’où pour tout z e C,z°+(-5+i)z?+(6-6i)z+8i-8=(z-4).P(z) 
avec P(z) = 2? + (-1+i)z +2 — 2i. 
3)a)P(z2)=0 7 +(-1+iz+2-2i=0 
A=(-1+iÿ -4(2-2i)=1-2i- 1-8 +8 

= -8 + 6i = -9 + 1 + 6i = (3) + 1 +2. 3i = (1 + 3). 
i+t43 12: 

LI 1+] 3i_,.; . z _i 1-1 3 _ 
  

Z 

Donc l’équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure : 

Z, = -2i et une autre solution : z = 1 +i. 

b)ffz)=0&z-4-0 ou P(z)=0S x = 4 ou z; = 1 +i où z = -2i 

d’où Sc = {4,1 +i,-2i}. 

4) MM, = MM] 2 -2,/=f1#i-41=f3+i|= C3) + (1) =V10 

| MM, =JMM, =z,-2/2l-2i0-23i1 CG) +8 =Vio 

MM, =]MM|2 -20[=|-2i-4) =/4+16= 20. 
On a : MM, = MM d’où le 

triangle MMM est isocèle de 

sommet principal M. 

MoM° + MM = 10 + 10 = 20 = MoM2 
d’où MMM est rectangle 

en M.. donc MMM est un triangle 

isocèle et rectangle en M1. 

b) Si MM, MM est un parallélogramme alors MQM,MM3 est un carré 

(car MMM est isocèle est rectangle en M;). 

MoMiMAM est un parallélogramme si et seulement si : 

  

  

MM,=MM, Zi-20= 22-73 Z3=22-Z1+2Z0=-2i-1-i+4 

23=3-—3i. 
donc M5M:MM est un carré si M; est le point d’affixe z3 = 3 — 3i. 
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NS = 3cos0 - 5i sin6 ; v = 5cos® - 3i sine. 

1) v? = u?= (5 cos - 3i sin0)? — (3 cosO - 5i sin0Ÿ 
= 25cos’8 - 9sin?0 - 30i cos® sin - cos? + 25 sin?0 + 30i sin0 cos0 

= 25(cos/0 + sin/0) — 9(sin°0 + cos/0) = 25 — 9 = 16. 
2) (E) : 2z° + (3cos0 - 5i cos0)z — 2 = 0 

a) Arg (2°) + Arg(z’’)= Arg (z’.2z”) (2n). or z’. 7”? ==, 
a 

Donc Arg(z’.z'')=Arg(-1)(2r)or Arg(-l)=x(27). 

Donc Arg(z’ .z'’)=n(2x) et par suite Arg (z°) + Arg(z'’)=n(27) 

b}) A = u? + 16 = v? car vu’ = 16. 

z’ = -2cos0 + 2i sin0 = 2[-cos0 + i sin0] = 2e". 

z”? = (cos0+isin0)=Le?, 
2 2 

3) OM’M'’ est un triangle rectangle si OM'LOM" 

_—{-2cos8\ ——— YA c0s0 
OM". ; OM" . 

2sin0 Yosine 

xx’ + yy’=0 & -cos/0 + sin°0 = 0 & -cos28 = 0 & cos20 = 0 

< 28 =T(x) donco= +" :keZ 
2 4 2 

T 37 -7 37 
or 0e]-x,x] donc 8 72 4) . 

. iZ 0 x. iC+°) 
7 1) Montrons que e° +e 2 =2cos(—-—).e ? 4 

2 4 

0 mn, i6+5 | +5 40+D | 149 
2cos (5 -7).€ 24=e24+e274le14 

& 248,7, ic® 24947 . il 
=e24244+e 21424 =eîte2. 

2) a} z? — (2cosa + i)z + 1 - sino + i cosa = 0 
A = (2cosct + 1} — 4(1 - sino: + i cos@) 

= 4cos’a + di cosa - 1 — 4 + 4 sin — di cosa 

= 4(1 — sin°a) — 1-4 +4 sina = -4sin/a + 4 — 1 - 4 + 4sina 

= -(4sin/ - 4sino + 1) = [i(2sino -1 )J? 
Z1 = COS + i Sin ; Z2 = cost + i(1 - sin). 

b) z1 = cosa + i sina = ei* 

Z2 = COSQ - i sin + i = cos(-@) + i sin(-@) +i 
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T 242) 
À a x : 

ju à 5 œ CD d T, it 
zZ=e" +e?=2cos(-—-—)e ? + d’où z2=2cos(—+—).e ? +, 

2 4 

ee œ T 
Vérifions que 2c08(5+7)70. 

ae[0,>] signifieque0<u< > Û< 

TEL +T<T donc cos(=+7)>0. 
4 2 4 2 2 4 

3) a) M: (22) tel que z: = cosa + i (1 - sin @) signifie que : 

X=COSQ ; 2 ; ; 
.  orcos’a+sin a=l<x"+(1-y) =1 donc M, € É(I(0O , 1); 1) 

y=1-sna 

b) M, (z:) tel que z, = cosa + i sin 

M$, ; (Mi) signifie que M(2) tel que z = coso: - i sin @ 

(même partie réel et de partie imaginaire opposé) 

Z2=COSQ -isiNnt+i=Zz+i 

donc M; est l’image de M par une translation de vecteuru d’affixe i. 

5/0 (cos0 + sin0)? = cos?8 + sin°@ + 2 sin0 cos0 = 1 + sin26. 

1-i 
2) a)z’°.7’ et le produit des racines donc z’ z’° 1 

i 

1). - 
z'.z” -Aw | ; donc Arg z’ + Arg z’”? = (7) 

b) A’ = (cos® - sin0)-(1-i) (1+i)=1-sin20-1-1 

= -sin20 - 1 =-(cos@ + sin0}’. 

Ô'une racine carré de A” par suite Ô'=i [cos® +sin el 

2 cos0-sin0+i(cos0 +sin6) _ cos@(1+i)+sin (-1+i) 
  

  

1+i 1+i 

= ços0+ 20C1+(-i) =cosô+isin6. 
(+H)(-D 

2"= cos0-sin0-i(cos0 +sin@) _ cos0(1-i)-sin0(1+i) _ cos8(1-i) -sin6 

1+i 1+i 1+i 

cos) =-sin0 -icos0 = cos(8 +7 )-isin (6 +2) 
(1+)(1-) 2 2 

T TT.  -(@+2) 
=cos(-0-—)+isin(-0-—}=e ?. ( ) ( 5) 

Les solutions sont z' = cos® + i sinO = eï° 

49



Equations à coefficients complexes Solutions 
  

i(@+2) LL à  “(0+T) 
et z"= cos(-0 + i sin(-0 5) =e ? d'où Sc= {e°,e 77 1. 

3) (CA,0Ë) = 5 Un) s (GA, U)+(U,08) = 3 On) 

<> - Arg Za + ArB ZB = On). 

(@+2) 
Or za = el? et zp = € 2 d'où -0-0-7= (2) 

ou encore 28 = En par suite 6 = + kror8e rl d'où 0 = JT 

* OA ={z,|= 1 et OB =|2,[= 1 donc OA = OB 

OA =OB et (OA,OB) = 3 00) donc OAB est un triangle équilatéral. 

Ÿ\Y, DE) 2+(43-D2+(1-iV3)z-i=0. 
ZA est une solution imaginaire pure signifie que ZA = à 1 avec & € IR 

ai est une solution de (E) signifie que : 

(ai) + (V3 -i} ai) + (1-13) (ai)-i=0 
io -3 + io + ai+aV3-i=0 

(V3 © +43 &) +i(o +a2+a-1)=0 

/3a2 +30 = 0(1) 
(3 + a +a—1=0(2) 

Bo? +3a=0 -V3a(u-=0& a4=-0oua=1 

a = 0 ne vérifie pas l'équation (2) alors que & = 1 vérifie (2). 

Donc z\ = i solution imaginaire pure de (E). 

2) On a donc z°+(4V3-i)z?+(1-iV3)z-i=(2-i)2+bz+0) 

2 + (V3-ÿz +(1-i03)z-i2 2 + (b- 22 + (c—ib)z ic. 
En identifiant les coefficients de ces polynômes, on a : 

V3-i=b-i 
c-ib=1-iV3 & (TS 

. . c=1 
-ic=-i 

L’équation s’écrit donc sous la forme (z — i(z? +43 z+1)=0. 

Le discriminant du trinôme est A = 3 —4 =-1] = i? et ses racines sont : 

50



Equations à coefficients complexes Solutions 

ei et 7" = = 
2 2 2 2 

s 19,1; V1. 
° 2 2° 2 ? 

On a Im(zs) > 0 donc 2, =-—+—1; ze -"ñ 1, 

3) Az) ; B(z8) et Czc). 

oz] (+ ll 2) (2) 

Ona: |z|=|z,|=|z.|= 1 donc OA = OB=0C=1. 
D'où A, B et C appartiennent au cercle € de centre O et de rayon 1. 

b) Un losange est un parallélogramme qui à deux côtés consécutifs de même 
longueur. 

Aff(OA)=iet Aff(CB)=z 8 "Zc -#,l - CÊ 1)=i 

D'où AffOA)=Aff (CB) doncOA =CB : donc OABC est un 

parallélogramme. 

On a AeË et Ce signifie que OA = OC= 1. 

Conclusion : 

VATCE donc OABCestun losange. 
OA=OC 

GE 
B) 1) z, = ii se 3; Ai(z1) ; Ao(D et A, (z,) avec z, = (1) où neIN*, 

2) Montrons que pour tout nelN ; À, eû. 

Pour n =0 ; OAs = 1 donc Ào € Ë. 

PourneIN* ; OA, = |" =1 donc A, e. 

d’où pour tout DEN À, EC. 

3)* Zn+1 Zn = (a) (2) =(z) [2 — 1] 

= er =(z) Lab, 
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1 .3 
Zn+17 Zn + » Csti a FES T 

Or al =] d'où |z,,,-z,|=i. 
2 2 

* An Ans =lZu ll. 
  

  

* D’après (2) on a montrer que pour tout neIN ; À, eû. 

Donc AÀ,,, eG ce la signifie que OA, = OA,,,= I. 

Donc : OA, = OA, 4 1 = An Ans = Î. 

Donc les triangles OA, A, ;, sont équilatéraux. 

V9) Pour tout zeC,P=7 +(1+2i)e-pi 

1 1 1 1 1 3 
2) P(2)=(2+— +1) (1) =(z+ + D(z+— + i). ) PG)=(z 5 1) C5 (z 2 5 )G 5 7) 

* P(z) = 0 rt+si=0 ou +5 +5is0 

1 1 1 3 
SZ, =-—-—] ou z,=<-—-—) d'où Sc = {z1, Z}. 177972 277379 c = {Z1 22} 

3) a) M est un point invariant par f signifie que f(M) = M 

3iz+ Li 
avec (M{z) ,z # -1 — Si) équivaut à z = ——<— (MC) ) éq HE Si 

ou encore z° + (1 + 20Z = + i= 0 et d’après (2) on déduit : 

I(z1) et J(2). 

b) Soit K = {M(z)eP\ {A} tel que [z|=3} 

Déterminons l’ensemble K. 

  

2-(L+li 
PourtoutzeC—{-1-5i}onaz = gi —3 67 

z-(-1-Si) 

ou encore z'=3i "78 
Z-Z, 

ds ep Ale MB D Mae us, 
[z-2,| MA     

Ainsi l’ensemble K est la médiatrice du segment [AB]. 
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VA Soit a=V2+iV2=4V2(1+i) 

a =a.u=2.2iV2 (1+i)=-4/2 +4Voi. 

2) a) (E) z° = 42-42 

| +42i-412)< 15243228 

Soit Arg z°=0(27) 

42 V2 
Cosp 00 3x 3n 

signifie signifie 0=—(2x) donc z° =[8,—]. 
. . 42 . à V2 4 4 

sin 9 =— SMO= 

Les solutions de (E) dans C sont : z, = 5, +2] avecke {0, 1,2}. 

Pour k=0 ; 2=[2,%]. 

l1z 197 
k=I1 5,41 Bet k=2 ; 2=02,5 1 

b) z° = 1(Bo) ; soit z=[r,B]. 

r=1 

r,Bl=1e tr ,38]-1 _2kn avecke{0,1,2}. 

F3 
2k 

3 T avec ke{0,1,2}   Donc les solutions de l’équation (F5) sont : z, =[1, 

Pourk=0;z=[1,0]= 1. 

Pourk=1:7z ne Li 
2 2 

Pourk=2;2 cn Li 
3 2 2 

c) D’après (1) a =-4V2+4\2i. 
3 

Donc l’équation (E) devient : z? = a* ou encore (2) =]. 
œ 

En utilisant (2) b) 2-1, | 
œ 

Pour k=0; Z=a=V2+i2. 
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    6, raveL -V2-V6 ,,V6-V2 

    

1 
Pourk=1;z =a( Hi 3, = : = 

+ 

Pour k=2 ; n zac À) (V2+ ay &. LE EN 

Re(z,)<0 Re(z,)>0 
etona . 

Imz, >0 Im(z, )<0 

"V9: +V6- -V2+ (6 - 
d’où pur) --v6-v2 .; V6 V2. 2,17 1- V2 V6 V6-\2 

12 2 2 12 2 2 

On en déduit que 2c0s LT "V6 -V6- V2, Login 197. -V6-V? 

12 2 12 2 

197 -V2-V6   
ee 11x 

d’où cos —=sin 
12 4 

V7 Zo est une solution de l’équation 

& aZi +bzÿ +eZi +dZ, +e=0 

& aZ$ +bZi +eZi+dZ,+e=0 or a,b c, d et e des réels. 
_— — —  — 4 —3 —2 — 

aZi+bZi+eZi+dZ,+e=0 aZ, +bZ, +cZ, +dZ, +e=0 

D'où Z, est une solution du l’équation (E). 

2) Zo =a (1 + i) est une solution de l’équation 

équivaut à 2(a(1#i))* +3(a(1+i)) +343 (a(1+i))+9=0 

Bat +60 i+3V3(a+ia)+9=0 &-80*+3V30+9+i(60° +3/30)=0 

-8a* +3V3u+9=0 -8u*+33a+9=0(1) 
3 = 

3a(2a+V3)=0 a=0 ou ae 

a=0 ne vérifie pas (1) 

u= 3 8. +35. CÉyo- 7.2 
2 2 2 

3 , . h . 
donc Z, Des (1 + 1) est une solution de l’équation. 

re F 3 ,.. . - 
En utilisant la 1°° question donc Z 7, Ai) est aussi une solution 

de l’équation. 

Factorisons 2Z* + 3Z?+3V3Z+9-(Z-7Z,)(Z-7, XaZ? +bZ+c) 
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V3... V3 
C++) GZ +bZ+c) 

=aZ"+(b+4V3a)7? ++ a+bV5)7 +b+eV5z+Èe. 

par identification on obtient : a =2 ; b= 243 :c=6 

Z‘+3Z2+3V3Z+9-0 

Z=Z, ou Z=Z, ou 2Z?-2V3Z+6=0 

22-237 +6=0 
A'=3-12=-9=(3;) 

  

pts et gris d’où les solutions sont : 

+ 

Bo: Be. ÿ; Er # , ss à 
V0 On a Pt = = 0, il existe donc des nombres complexes a, b, c et d 

tels que pour tout complexe z ; P(z) = (z— 1}(az? + bz? + cz + d). 

En développant on obtient : P(z) = az° + (b-— 1)z° + (c— b}z? + (d- c)z-d. 

a=] 
a=] 

b-1=-1 b=0 

Par identification on obtient :4c-b=0 donc _p 

d-c=1 s 
d=1 

-d=-1 

On a donc P(z) = (z — 1) Q(z) avec Q(z) = z°+1 

on obtient Q(z) = (z + 1)(z°- z + 1) en utilisant la méthode précédente 

ou l'identité a° + b° = (a + b)(a° — ab + b?) 
donc Q(z) = (z+ 1).R(z) avec R(z)=7-z+1. 

2)On a P(z)=(z-1)z+1)z°-7z+1) 
donc P(z) = 0 équivautàz=1louz=-louz -z+1=0. 

l'équation z° — z + 1 = 0 a pour discriminant À = -3 et pour racines : 

1-3i “ 1+4/3i 
2 2 

RER 1 43 
2 

i, i}, 
75 

    

1 
Sc={1,-1,— c={ 7 

L V3. , ..… T ,.. À 
3) On aa=—+——i c'est à direa=cos—+isin — 

2 2 3 3 
nt .. nf . 

pour tout n EIN,onac” cos tisin, on obtient 
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Equations à coefficients complexes Solutions 

Pi; x =-1 
2 

1 3 
2 2 

a” 1,93 et a°=1 et a*=1 cara* =(a°)"*. 

NyDP@=r+P4ri rte 
z.P(z2)=2 +2 +2 +242 4247 

z.PG)=2+2 +2 +2 #2 4241-1427 

z.P(z)=P(z)+2/-1 

(-1)P()=2-1 
z'-1_1-z 

z-l 1-2 

7 

z#l donc P(z)=     

2) z est racine septièmes de l’unité dans C signifie que : 

2kn _ 
z'=ld'oùz=z=[l, 7 Te 7 avecke{0, 1,2,3,4,5,6} 

7 
P(z) = 0 signifie que 1-z —0 signifieque Zz=2, =[1, 2kx, 

ZA] 7 

avec ke {0, 1,2, 3, 4,5, 6}. 

3) P(z) = (z-z1) (z — 22) (z — 23) (Z — 24) (z — 25) Ce Zé) 

: Æ; LEE LE 
z,=[1, 1:2 [T2 [7 1:z 4 =[1, T- [1, P-2 

=f1, 1 (ET. 

2=[L Ps ={1, x 

P(z) = [(z 21) (z eee -DIC2NE-DI 
P(z) = [z° —(z1 +2)2+22] [z° +(z +2,)2+2,2,] [z° -(Z; +2,)z+2, z,] 

= (2 - 2005 z+1)(° -2008 +1) -2005 +1) 

4) P(z) = 0 signifie que z = z # O doncil existe Z=z+2. 
Z 

Bo 7 +7? ptite at 
Zz À 2 

         

+ }+(z° +7 Lrç+l L)HI= 0. 
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Equations à coefficients complexes Solutions 

l | l | Z°+2?-2Z-1=0 (E') 
S(z+-) -3(2+-)+(24+-) -2+(2+—)H1=0, © 1 

Z Z Z Z Z=z+— 

Z 

Soit l'équation : (E) : 8x° + 4x7 4x — 1 =0. 
2 

z=2z =e ? solution de P(z}) =0 

<Z=2Z,=2, +1, +2,=2008 7 solution de l’équation (E’). 
Z 

2 
8008! +408 4008 2-10. eco solution de (E). 

4 je 

de même pour z = Zz, =e TT etz= Z,=e ‘7 sont solutions de P(z) =0 

4x 
Z=Z, =2005— et Z=Z, 20087 sont solutions de (E’). 

d’où ose cos sont solutions de (E). 

5)W=e # =Z 

a) 22 = WE 123 = W à za = W à 23 = WP: 24 = WW 

sont les solutions de P(z} = 0. 

donc P(z) = (2 - W)(2 — W?)(z — W°)(z = W°) (z - WS) (z = WS). 
b) (1— W)(1 = W?)(1 — W#)(1 = W*) (1 - WS) (1— WS) = P(1) = 7. 

kr ;Kt jke :Kt kr 

c)1-W'=1-e 77 =e7 (e ? -e ? }=-2i.e ? sin. 

L- W*|-2sin A 7 <l0. nf avec ke {1, 2, 3,4, 5,6} 

www even we. 
67 2.sin À.2.sin 2.2.sin 2. %.2,sin ÎE.2.sin 7 

T 27 37 Ar ST 6x 7 
d’où sn. sn. .SiN —.sin —-,.sin —.$sin —=—. 

  

  

    

7 2f 

ra, 2 V7, Z'HDi |" 2z _z?-4+4iz (25) 
z'-2i Pa z°-4-4iz \z-2i 

2Z 
1: .\2 

b) Arg z+2 = a( À) (27) 
z'-2i z—2i 
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Equations à coefficients complexes Solutions 
  

8 Arg 272) are z=C2) (27) 
z'-(2i) z—(2i) 

& (M'A,M'B)=2 (MA, MB) (2x) 

,[zil_[z+2if  M'B fe) 
Iz'-2il [z-2il 7 M'A (MA 
  

* z' imaginaire pur <7'=0 ou Arg 2=> +kT 

&z? =4 où (MA,MB)= > (n) 

*(MA, MB)= (x) & Me cercle de diamètre [AB] privée de A et de B 

de centre O de rayon Se =2 

*7/=4Sz=2 ou z = —2 

L'ensemble recherchée est le cercle de centre O de rayon 2 privée de A et 

de B. 

TD > Ze —Z —21+4—2;i 
2)a) (IA, IB }= Ar BE EE Aggl —  — | 2 

) 2) ( ) (#2) a FA) Gr) 

= Ag i)=- 7 (27). 

1B _le 72, i g 
IA [za —2:l ‘ 

b)|z + 2i]=2/z -2i MB =2MA 
> 7 —  — 

< MB? - 4MA°? =0 « (MB-2MA):(MB+2MA)=0 

Soit J, le barycentre de {(B,1), (A, - 2)} 

et J, le barycentre de {(B,1);(A,2)} 

donc E est le cercle de diamètre [J,J, |. 

BJ, =2BA donc J,(6i) 

BI, 2 BA donc J, Si 
3 3 
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Equations à coefficients complexes Solutions 
  

  
  

lB_{IBŸ Ê 
one -(T =2=l'e(E) h 

l'A (IA 

(l'A, lB)=2(IA, IB )=-7 (2) = j'eC, 

demi cercle de diamètre [AB] A 

avec x <0. L 

donc l'EC, ME. î 
a 

3) 0e ba 
2 

a)z, et z, sont les solutions de l’équation ë B 

2 _ 

ZT isin 0 
2Z 

& z° -disin0z-4=0 

A'= (2isin 0)? +4=4(1-sin? 0) = 4 cos? 0 = (2cos0)? 

z=2isinO0+2cos0 ou z=2isin08 -2cos0 

Ré(z,)>0 donc z,=2cos8 + 2isin0 = 2e 

et Z, =—-2cos6 + 2isin0 = 2ei(r-0) 

b){z;,|=|z,|=|2i =} 2i]=2 donc OA =0B = OM, -0M, =2 
par suite À, B, M, et M, sont situés sur le cercle de centre O de rayon 2. 

ONa: Z)=-Z) — S,, (M)=M, et Be(O j) Alors M,M,B est 

isocèle de sommet principal B. 
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