Equations a coefficients complexes Enoncés

ENONCES

Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :

13

a) Z=5-7i ;b)yZ=15; )Z=pi (P € IR*¥);
d)Z=1+cost+1isintout e ]0, n[.

Résoudre dans C les équations suivantes :
a)z>~52+6=0.
b) z* sino + z sin 200+ 1 = 0 ; (avec o e 10, ).
)z’ -(1-2i)z+1-7i=0,
d) (-4-20)22+(T-1)z+1+3i=0.

sz +2(1 -cosa)z+2(1l —cosa)=0aveca e [0, w].

Préciser le module est un argument de chaque solution.
W Résoudre dans C :

a) -z +2(1 +i) z+ 52 +1i) =0.
b) (1 +i)z* +2iz-3i -1 =0.
cy(1+ tgz(%)) z* + 4iz tg(-g—) -4=0avecO0<B<m.

DZ2-L+mI+1)z+im?*+1)=0avecm e C.

V Résoudre les équations dans C :
a)z+z -1=0.

b)z2-2z +1=0.

Résoudre dans C :
1) z* + (3 — 61) 2 + 2(16 — 63i) = 0.

)25+ Qi-DZ-1-i=0.
CRésoudredansC:28+z4+1=0;z°+z3+1=0.

% ésoudre chaque équation sachant qu’elle admet une solution réelle :
|

Y223 — (1 +20) 2% + (251 = Dz + 13i = 0.
)22+ (6i-5)z+ 12+ 18i=0.

C Résoudre chaque équation sachant qu’elle admet une solution imaginaire
pure :
DG-1DZ=(Gi-11) 22~ 43 +)z+9+37i=0.
)iz +Qi- 2" - (i +4)z+3Qi-1)=0.
3)z' + 62’ + 1722 + 24z + 52 = 0.
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Equations a coefficients complexes Enoncés

v Résoudre chaque équation sachant qu’elle admet une solution
imaginaire pure et une solution réelle :

Dz -4 1+ +12i2* - 8i(l +1)z-5=0.
Dzt +2127+12(1 +i)z-45=0.

1) Résoudre dans C, z" = I.
2) En déduire les solutions des équations suivantes :

z+)'=@z-D'et(z+1)'=(z-D"

@ésoudre dansC:z*-1=0 et z'+1=0.

;; 1) Déterminer la racine 6™ de 1 sous forme trigonométrique
puis algébrique.
2) Résoudre 1’équation : Z° = 8i.

3) Déduire cosl et sin%.

5
" l)OnposeZ=1+z+zz+z3+z4.Montre:rqueZ=1 z .

1-z

2in
2)Onposez=e?® .
a) Calculer Z.
&n

b) En déduire S =1 +cos%+cos% +cos§—7-t-+cos—5— .

3) a) Montrer que : cosﬂ+cosg?n=4cos2 %-2
cosﬂ+cos6—n=-2cos£.
5 5 5

b) Déduire coszE .

W)m considére I’application f de C dans C, définie par :
f(z) =2’ + (-5 + )z* + (6 - 6i)z + 8i - 8.
1) Démontrer que 1’équation f(z) = 0 admet une solution réelle zo que I’on
calculera.
2) Déterminer un polyndme du second degré P a coefficients complexes
tel que : pour tout z € C, f(z) = (z — z¢) . p(z).
3) a) Démontrer que I’équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure z,.
b) Résoudre dans C, I’équation f(z) = 0
(on notera z, la solution différente de z, et z,).

4) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O,u,v).
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Equations a coefficients complexes Enoncés

On désigne par My, M, et M; les points d’affixes respectives zo, z; et z,.
a) Placer les points My, M; et M,. Quelle est la nature du triangle MM, M,.
b) Déterminer I’affixe du point M; tel que MM ;M,Mj soit un carré.

vwsoit 0 un réel de I’ensemble de I’intervalle -7, x].
On pose u=3cos 0 - 5isind ; v =35 cosO - 3i sinb.
1) Montrer que v* — u” est une constante que 1’on précisera.
2) Soit I’équation (E) : 2z% + (3cosb - 5isinf) z—2 = 0.
On note 2’ et z’’ les solutions de (E).
a) Sans calculer z’ et z’’, montrer que Arg z’ + Arg z”° ==n[2x].
b) Résoudre dans C I’équation (E) et donner les solutions sous forme
exponentielle.

3) Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (O, u, \7), on
consideére les points M’ et M*’ d’affixes respectives z’ et z’’. Trouver
les valeurs de 6 pour les quels OM’M”’ est un triangle rectangle en O.

T . 9+£
1) Montrer que pour tout réel @ ona: e° +e 2 =2003(g-§).e(2 v,

2) a) Résoudre dans C I’équation (E) :

2z —(2cosau+1)z+ 1 —sino +1icos o =0ou ae[O,g[.

b) Ecrire les solutions de (E) sous la forme exponentielle.
3) On désigne par M, et M, les points d’affixes respectives z, = cosa + i sina
et z, = cos o + i(1 - sina).
a) Montrer que M, appartient a un cercle £ dont on précisera le centre et le
rayon.
b) Soit M le symétrique de M; par rapport a I’axe des réels.
Montrer que M, est ’'image de M’’ par une translation dont on précisera
I’ affixe du vecteur.

'; 1) Vérifier pour tout € IR, on a : 1 + sin 20 = (cos + sin)>.

2) On considére dans C I’équation Eg: (1 + 1)z* ~2(cosO - sinB)z + 1 -1 =0
avec De ]-g—,g[. On notera z’ et z”’ les solutions de I’équations Eg.

a) Sans calculer z’ et z’°, montrer que z’. z”’ = -i. En déduire une relation
entre Arg z’ et Arg z’’.
b) Résoudre I’équation Eg et écrire z’ et 2’ sous forme exponentielle.

3) Soit A et B deux points du plan complexe muni d’un repére orthonormé

direct (o,u,v)d’affixes respectives z, = cos6 + i sinf et zg = - sinf - i cos
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Equations a coefficients complexes Enoncés

T T
avec 0eJ-—,—[.
]2 2[

Déterminer 6 pour que (611,(-)@) = —E(Zn) .

En déduire alors la nature du triangle OAB.

'; A) 1) Montrer que I’équation z” +( 3 -i)z? +(1-i\/§)2-i=0

admet une solution imaginaire pure notée z,, que I’on déterminera.

2) Déterminer les autres racines zg et zc(zp étant la racine ayant une partie
imaginaire positive).

3) Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (O,e,,e,) .
On note A, B et C les points d’affixes respectives z,, zg et zc.
a) Montrer que les points A, B et C appartiennent a un cercle (£) que I’on
précisera.
b) Montrer que OABC est un losange.

B) On pose z; =—;—+i—\/2—5 ; A le point du plan P d’affixe z,.

On considére le point Aq d’affixe 1 et les points A, d’affixes :
z,=(z))" o n € IN*,

1) Calculer z,. Représenter Aq, A; et A; dans P.

2) Montrer que A, € pour toutn €IN.

7

3) Démontrer que zn,; — z, = (21)" (-%ﬂ‘.—;),

En déduire le module de z,,; — z, puis la distance A, Apq
et montrer que les triangles OA, A, sont équilatéraux.

Soit P(z)=(z +%+i)2 +% ou zeC.

1) Développer P(z).
2) Factoriser P(z), déduire les solutions de 1’équation P(z) = 0.
3) Le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (o,u,v)
On désigne par A(-1, -5) et B(%,—é—).
Soitf: P\ {A} > P
3iz +l -i

M(z) —» M'(z) tels = —
@ @) quez z+1+51

a) Déterminer les points invariants par f.
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Equations a coefficients complexes Enoncés

b) Déterminer I’ensemble des points M tels que lz“= 3.

Vl) Soit a=\/§ ++/21i. Déterminer la forme cartésienne de o
2) Soit I'équation (E) : z* =4+/2i-4/2.
a) Donner les solutions de (E) sous forme trigonométrique puis algébrique.
b) Résoudre I'équation z° = 1.

¢) En déduire les valeurs de cosll—li— et sin 19—7[

12
%oit I’équation (E) : az* + bz’ + cz? + dz+e=0avec a, b, ¢, d et e sont
esréels eta=0.

1) Montrer que si zg est une solution de (E) alors z_0 est une solution de (E).
2) Soit zg = o1 + 1) avec o est un réel. zy est une solution de 'équation :

27 +32% + 33 249 = 0.

Résoudre cette équation et donner les solutions sous forme exponentielle.

—\_/On considére le polyndme P de la variable complexe z défini par :
P(z)=z'-z2+z-1.

1) Mettre P(z) sous la forme : P(z) = (z— 1) Q(z) ol Q est un polyndme.
Montrer que Q(z) se met sous la forme : Q(z) = (z + 1) R(z)
olt R est un polynéme que I’on déterminera.

2) Résoudre, dans C, I’équation P(z) = 0.

3) On appelle OL la solution de partie imaginaire strictement positive calculer :
o, o, of, o, af, o,

PourtoutzelementdeConpose P(z)= L+t + 2+ 2+ 1.
7

1) Montrer que pour toutz € C— {1} ona: P(z) = A
-Z
2) Déterminer les racines septiémes de I’unité dans C.
En déduite les solutions dans C de 1’équations P(z) = 0.
3) Montrer que pour tout zde C, on a :

P(z) =(2° —2cosz7z.z+1)(z2 -2(:os47n.z+l)(z2 -2cos67nz+l).

Z=z+l
4) Montrer que : P(z) =0 < zZ

Z2’+77-27-1=0
En déduire que : cos% ;cosi;c— et cos% sont racines de I’équation :

(E): 8’ +4x* —4x - 1 = 0.
2
5)Onposew=¢ 7.
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a) Montrer que pour toutz € Cona:
P(z) = (z - W)z - W)z - W°) (z - w)(z - W) (z — w°).
b) En déduire que : (1 = w)(1 — w21 -w) (1 —wH(1 —=w) (1 -=w’) =7.
¢) En utilisant un calcul de modules, montrer que :
. W . 2n . 3m ., 4n . Sm . 6m 7
sin—.sin—-.sin—.sin—-.sin—.sin—=—.
7 7 7 7 7 7 2

;; Soit P le plan rapporté a un repere orthonormé direct (O, u,v) et f

I’application du plan P\ {0} dans P qui a tout point M d’affixe z associe le
2

point M’ d’affixe z’ tel que 7=2_

2
|+ : + .

1) a) Montrer que si z # 2i on 'égalité : = 2.1 = 2 2'1 _
z'-2i \ z-2i

b) On désigne par A et B les points d’affixes respectives 2i et -2i.
ey MB (MBY
Justifier que (M'A ,M'B) 2(MA ,MB)(2n) etque——={ — | .
ler que ( ) 2( )()qM,A(MA)
En déduire I’ensemble des points M pour les quels z’ est imaginaire pur.
2) Soit I le point d’affixe zy = -4 + 2i.

a) Déterminer (E,E) et —11%

b) Déterminer et construire I’ensemble E={M(z)eP tel quelz+ 2i| =2}
¢) En utilisant les questions précédentes, construire I’image I’ de I par f.

3) Soit 6 e:]O,E[.
. 2

a) Ecrire en forme exponentielle les nombres complexes z, et z, affixes
respectives des points M, et M, antécédants du point M’ d’affixe 2isin6
par f. (On appelle z, la solution dont la partie réelle est strictement
positive)

b) Montrer que les points A, B, M; et M, sont sur un méme cercle dont on
précisera le centre et le rayon et préciser la nature du triangle BM,M,.
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Equations a coefficients complexes Solutions

CORRIGES

Vous cherchez z € C tel que 2> = Z.
Vous posez z = x + iy, avec x et y réels, ce qui donne z* = x> —~ y* + 2x y i.
Puis vous écrivez que deux nombres complexes sont égaux si et seulement
s’ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire, et on utilise aussi

]z)2 =|Z] avec Iz]z =x’+y’.

143

a) Z=—-—I.
2 2
1 3__ . A 2 2 2
|Z)=,]=+==1et biensir|z =x*+y*.
44
xz-y2=l x*+y'=l

1
, nousavonsdonc?{ x° -y* ==

2
-3 2
3

Iy =—"
Y 2

, 13,
7" =—-——15¢crit
2

2xy=

|

L

Y z . 3 1
Les deux premigres équations nous donne 2x* =—2— et 2y’ ZE .

V3

3 1 3
Soit x*> == ety’ =— on en déduit que (X=—= ou X =-———
2 Y=y que ( 5 2)

1 1
et =—Q0Uu y=-—),
(y 5oy 2)

La troisieme équation nous indique que x et y sont de signe contraires,

NI

3 1. .
donc z=—2—~-—1 ou z=-—+—1.
b) Z =15 ; on a bien siir, z =15 ou z=-\/I§.

0 Z=pi=Z(2i).

Si >0 alors Z=[\/§(I+i)]2 donc les racines carrées

sont z=\/B—2:(l+i) ou z=~\/§(l+i).
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Equations a coefficients complexes Solutions

Si <0 alors Z=(-2i)‘%|=|%|(l-i)2 { @(1-1)}

Les racines carrées sont : ,’ (1-i) et \/_' (1-1).
t

d)Z=1+cost+isint=1+e" —ez(e 2+e J ZCos;e2
t T t
orte |0,n[ <>—e [0,~ donc cos—>0
2 2 2

tt . .
Z=7* =[200s5,—2—] les racines carrées

sont :z, -_—[JZCOS%,%} et z, =[,}2003-;—,%+n}

a)z’ -5z +6=0.
A=25-24=1.
5-1 5+1
z,=——=2 et z,

=T=3, donc S = {2, 3}.

b) z* sin®a + z sin 200 + 1 = z* sin®a + 2z sino. . coso + 1.
= (z sino. + cos a)* — cos’o + 1.
=(zsin o + cosoc)2 + sin®aL.
Comme sin’o = -(i sin o)?, on obtient :
z” sin“ou + z sin 200 + 1 = (z sin o + cosa. - i sina)(z sina, + cosa, + i sin o).
Comme sin a # 0, les solutions de 1’équation : z%sin°0 + z sin 20t + [ = 0,
cosa -cosa .
sont : z,=-——+1¢et 2z, =—~1
sina sina

A (1 =202 = 4(1 - 7i) = -7 + 24i.

<

. une racine carrée de A tel que & =x + iy

-yt =-T x2-y*=-7 (1)
+y? =625 {x*+y* =25 (2)
(y>0 xy>0

WD+ 22x°=18=x*=9=x=+3

Q) -(1)>2=32cy’=16cy=+4 dob [5=3 +4i
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Equations a coefficients complexes Solutions

-2i+3+4i -2i-3-4i
Les solutions sont :z'=-l%=2+i et z"=i123—f«1=—1-3i .
d) A= (7 -1 ~4(1 + 31) (-4 = 2i) = 40 + 42i.
Calculons ses racines carrées :

x2+y? =4/402 +42% =58 (1)
(X +iy)’ =40 + 42i &< x*-y* =40 )
x.y>0

(D+2)=2>2x*=8 = x*=49 > x=+7

(H-2)=2y’=18y' =9 y=+3.

Les racines carrées de A sont 7 + 3i ou -7 — 3i.

_i-7HT7431 4 -i(2-1) 1421

2(-4-21)  2+1 (2+1)(2-1) 5

_1-7-7-31 7+1 _ (7+i)(4-2i) _3-i

2(-4-21) 4+21 (4+20)(4-21) 2

z> + 2(1 ~ cos a) z + 2(1 — cos a) = 0, I'équation est équivalente a :
(z + (1 —cos a))*— (1l —cos a)*+2(l —cos a) =0

<(@z+(1-cosa)*+(l-cosa)(-l+cosa+2)=0

< (z+(1=cosa)*+(1~cosa)l+cosa)=0

& [z + (1 - cos a)]* = - sina = (i sin a)*

d’ou les solutions de 1’équations sont :

z;=-1+cosa+isina etz,=-1+cosa—isina.

Les solutions sont : z

"

a a a a a x a . x
=2 sin—(-sin—-+icos—)=2sin—(cos(—+—) +isin(—+—
z 2( ns 2) 2( (2 2) (2 2))

et z, :Z=ZSin%(cos(——%-g—)+isin(-%-12t—))

Sia=0 alorsz, =2z, =0.

. a a =
Sia=0 alors |z,|=2sin— et Arg(z,) =—+—
[71|=2sin et Arg(z) =+
. a T a
et [z,|=2sin— et Arg(z,)=-—-—.
| 1| g(z, )
Wi) Les solutions sont : -2 +1i, 4 — 3i.
b) Les solutions sont : 1, -2 —i.
i 0
¢) Les solutions sont ; 2 cosae 2,2 cosEe2 .

d) Les solutions sont : m+1i et 1+im.
a) On pose z = x + iy avec x et y deux réels.
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ZZ +;'1=0C> (X+1y)2+(X'1y)'1=0
z=X+1y
X zZ=X+1iy
Z=X+1y s 2
9, . S{x -y +x-1=0
X" -y"+x-1+i(2xy-y) =0
2xy-y=0
z=—+iy
Z=X+iy Z=X
22 — 2 _ J 2_-l
X -y +x-1=0 < (D x*+x-1=0 ou (IN)1 y .
(2x-1)y=0 y=0 1
X:_
L 2

* Le systéme (II) n’a pas de solution (y2 = -% impossible).

-1- -1+
*x 4 x~1=0, A=+/5 dod x'= 12\/5 et x"= ! ;E
-1-4/5 ot 1445
2 2
b) L’application de la méthode précédente donne le systéme suivant :

Z=X+iy
x*-y*-2x+1=0 ; Les solutions sont : 1, -1 —2iet -1 + 2i.
yx+1)=0

Wl) On pose Z = z°, I'équation est équivalente 4 :
Z=2"etZ+(3-61)Z+2(16-63i)=0

d’ou les solutions sont :

x2-y?=-155
A=-155+4681 ; A=58% avec §=x+iy d'oli < x* +y> =493
x.y>0

d’aprés les deux équations, on obtient : x =+ 13 ety =+ 18 or xy >0
d’ot 6 =13+ 18idoncZ’ =5+ 12iet 2’ = -8 — 6i.
Calculons z : il suffit de chercher les racines carrées de Z’ et Z*” on trouve
respectivement : 3 + 2i, -3 - 2i, 1 —3i, -1 + 3i.
2)Onpose Z=2,Z*+(2i-1)Z-1-i=0
A=lalorsZ =-ietZ” =1-1.
Calculons z : il suffit de chercher les racines cubiques de —i et 1 —1i.

La forme trigonométrique de —i est [1, —-723] etde I -1 est[\/z ,-%]

40



Equations a coefficients complexes

Solutions

* i = z? donc les solutions de cette équation sont :
T L kn
=[1,-—+2—]avecke {0, 1, 2}.
* 6 3
*1-i=2",les solutions de cette équation sont :

—PJV2, __—+2— {0, 1,2},

Par suite les solutlons sont :

T, T T, i St =
Z = 1,_...— :e 6;Z = 1,_ =ez; Z = 1,.—.—— =e 6 .
0=I[ 6] =l 2] 2=l 6]

=[(2)" ,g]=(¢5)%e-%;z;=[( 3 % B
et z, =[(\/§)% ; %]:(ﬁ)%ei%"

\ ; 7 i A3 A
a) On pose Z = z°, les solutions sont:\/g2 1, 1 1\/5, 3 1,1

2 2

1+i3 341 -1-iaf3 f3-i

2 H 3

2 2 2 2

27( 41[ 87: l 10 l 41 iﬂ

b) On pose Z = z°, les solutions sont : e e:9 e9 e B e e .

1) * Soit o le nombre réel est solution de 1’équation
27° — (1 +2i)z* + (251 = 1)z + 13i=0
Signifie que 20 — (1 + 2i)a + (251 - Do+ 13i=0
& (200 - o - o) + i(-20% + 250+ 13) = 0
<20 -a’-0=0 et 20+ 250+ 13 =0
o oo’ -a-1)=0 (1) et 20% + 250 + 13 =0 (2)

) a=-% ou a=13
1

(H)ea=0o0u a=-5 oua=1
d’on -—; est la solution réelle de I’équation.
* Mettons z +% en facteur :
227 = (1 +2D)2° + (25i—- 1)z + 13i=(z +%) (az® + bz +¢)
=az’ +(—1—a+b)22 +(lb+c)z+lc

2 2 2

41
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(2=a

(2=a
c=261
b=-2-2i

—1~a +b=-1-2i
2

Par identification : 1 { R —
§b+c=251-1 1

%b+c=25i-l 3)

—1-c=13i .

Vérifions dans (3) :%(-2-2i)+26i=-1+25i
donc (3) est vérifié, par suite : 22 (1 +20)z% + (25i— Dz + 131 =0
<:>(z+%)(222 -(2+21)z+26i)=0 <:>z=-% ou 2(z*-(1+1)z+131)=0

#7272 (1+1)z+13i=0
A =-501 =25(-2i) = [5(1 - 1)]* d’ot une racine carrée de A est 5(1 — i)

+i +5-5i +i-5+5i
par suite z'=ll—25——§l=3-2i et z“=l—l;—51=~2+3i.

Ainsi les solutions : -% 13 -2i;-2+3i.

2) Les solutions sont : -3 ; 3 — 2i ; 2i.

V) Le nombre yi (y € IR) est solution de 1’équation équivaut a :
(- D(yi)® = (yi)* 5i- 11) = (43 +1) (iy) + 9+ 37i =0
SV -1y +y +9+i(y* + 5y* =43y +37) =0
oy -1y +y+9=0 (1) et y>+5y*—43y +37=0(2).
On remarque que le réel 1 est une solution des équations (1) et (2)
d’ou i est donc solution de I’équation.
* Mettons (z — i) en facteur :
22(-1)-2°5i-11) - z(43 +1) + 9 + 37i = (z - i)(az® + bz + ¢).
On développe le deuxieme membre et par identification,
a=i-1
on obtient le systéme suivant : { b=10-6i
c=-37+9i
d’ou I’équation est équivalente a (z—1) =0
ou (i—1z*+ (10 -61)z—-37 + 9 = 0.
A'=-12 + 161 = (2 + 4i)? par suite les solutions sont : i; 5 —2i; 3 + 4i.
2) Les solutions sont : i; -3 ; 1 — 2i.
3) Les solutions sont : 2i; -2i ;-3 —2i; -3 + 2i.
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Equations a coefficients complexes Solutions

oit x la solution réelle et iy la solution imaginaire pure de 1’équation
si et seulement si : x* ~4(1 + x> + 12x* = 8i(1 + Dx = 5=0
et (iy)* — 4(1 +1) (y)’ + 12i(iy)* - 8i(1 + i)(iy) -5 =0
ou encore (x* — 4x> + 8x = 5) + (-4x> — 12x* = 8x)i=0 (1)
et (y* =4y’ + 8y - 5) + (4y* - 12y*- 8y)i =0 (2)
x*-4x’ +8x-5=0 x*-4x’ +8x-5=0 x*-4x> +8x-5=0(S,)
() & & &
{-47(3+12x2 -8x=0 {){(-4){2 +12x-8)=0 {x=0 oux=1oux=2
0 et 2 ne vérifie pas (S;) car 0° =4 .0°+8.0-5=0et2'-4.2°+8.2-5=0
etonal*-4.1°+8.1-5=9-9=0donc x =1 est la solution réelle.
(2)©{y43-4y3-l;8y-5=0 @{y4—42y3+8y-5=0 @{y4-4y3+8y-5=0 (S,)
4y° -12y~ +8y=0 4y (y*-3y+2)=0 y=0 ou y=lou y=2
0*~4.0°+8.0-5 =0 donc 0 ne vérifie pas (S,)
24—4.23+8.2—5=—5¢0donc2nevérifiepas (Sy)
1“-4.1°+8.1-5=9-9=0donc 1 est une solution de (S,)
d’ou i est une solution de I’ équation.
Z' =41 + D)2 + 122> - 8i(i + )z - 5= (z—i)(z— 1) (@2 + bz + ¢)
=az' + (b—a(l +1))z° + (c + ia — b(1 +1))z* + (ib = ¢(1 + 1))z + ic

(a=1
b-a(l+i)=-4(1+i) a=1

et par identification on obtient : {c+ia-b(1+i)=12i ouencoresb=-3(1+i)
ib-c(1+1)=8i(1+1) c=5i
ic=-5

2 =41 + D22 + 121 22 - 8i(i + 1)z - 5=0
o @E-iz- 2231 +i)z+5)=0
oz=iouz=1ouz’-3(1+1i)z+51=0
*72_3(l+1)z+51=0
A=GA+1)*-4.51=2i=(1 -1

_3+a-) o 30H)-(1-D)
2 ’ 2

z' =1+2i.

Les solutions sont: 1,1, 2 +1, 1 + 2i.
2) Les solutions sont : -3 ,3i,2 -1, 1 -2i.

;; 1) z" = 1. On sait que 1 on peut I’écrire sous la forme trigonométrique

. < . n 2kn x,
[1, O] donc les solutions de I’équation z" = 1 sont les zy = [1,—]=¢ "
n

avecke {0,1,2,...,n-1}.
2)(z+i)'=(z-1)"
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i n’est pas solution de I’équation, on peut donc I’écrire de la fagon suivante :

<z+i)"=1®[_z_f;] 1)

(z-1)" z-~1
. > s . . . N z+1i . ieme
z est une solution de I’équation (1) équivaut a ——est une racine n
z-1
2k
de 1 c'est-d-dire I’un des nombres ¢ * ouke {0,1,2,...,n-1}
N z+1 i2_k1: . . iZk_" izkn . 2kn
d’ot —=e " ouencorez+i=(z-i)e * <z(l-e " y=i(-l-e ® ).
z-1
Pour k =0 ; 0. z = -2i impossible donc on n’a pas de solution dans ce cas.
2k g e KT
I+e™ |, ie" (e™ +e") n kr
Pour k#0; z=| — = c - = =cotg—.
ok hr ik . kn 0
e -1 en (e -en" )  2isin—
n
. kn
Les solutions sont : cotg— avecke {1,...,n—1}.
n

Pour I’équation (z + 1)" = (z - 1)", on utilise l]a méme méthode et on obtient

les solutions : 1 cotgH avecke{1,2,...,n—-1}.
n

V“z4—l=0<:>z4=l.

2,
Les solutions sont z; =[1,2—kn]=e ¢ avecke {0, 1, 2, 3}

. ki
= . H - .
d’otl les solutions sont : zg=1;z; =e?=1; z,=e" =-1 ;z,=¢? =-i
. )
2t 1=02'=-1=e"=[1,7].

+
Les solutions sont les zy =[1,ETan] avec ke {0, 1, 2, 3}.

in

N . T, =

d’ou les solutions sont zg =[1,Z]=e4
g, B¢ Sp, == Tn, =

7 =[1,=1=e* 32, =[1, 5 ]=¢" ;z3=[1,7]=e7.

;; 1) z° = 1. Les solutions sont les z =[1,~2—16<£] avec ke {0, 1,2, 3,4, 5}.

ikz in 2n ian i5m

ouencore z, =e > . Cesont: 1;e? ;e? ;e
Sous forme trigonométrique :
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T 2n 2n 47 4n Sn St
1; cos§+1sm§ cos—+1sm— cos—+1s1n? -1 et cos——+1sm—3—-

WE 1, 1B

Sous forme algébrique : 1; —+———— i -1 -— _1_ - i
20272 2 2 272 2
-in .3
2)(1-)°=(W2e) =8e 2 =8i

=8 S=1-1)° @(1—?)6=1
-1

z .
donc —— sont les racines 6™ de 1.

1-1 1-1 2 2 1-i 2 1-1

z 1 3 z 1 N3 ., . .
ou —=-—-j— ou —=—-1—— d’ou les solutions sont :

1-i 2 2 1-1 2

. 1.3 V3 V3
1—1;(1—1)(5+1 2) 3 (1- )(-—+ ) i-1); (-~-1~—)(1 -1) 3

(%-iij—)(l-i) .

En effectuant les calculs on obtient :

1-i ;%(1+J§+i(\/§-1));%(-1+\/§+i(1+\/§)) -1+
%(-1—\/§+i(1-\/§)) et %(1-\/5-1(1+\/§)).
3) 8i a pour module 8 est pour argument—;E alors les racines 6™ ont pour

module 6\/§=\/§ et pour argument {EZ_ +2_lg1t avec ke {0, 1,2,3,4,5}

T S5t 9n 13n 170 21=n
se sont —,—,—,— t

—et—.
12°12°127 12 7 12 12
La racine sixi¢me ou I’argument est % est2 (cos%ﬂsin%)

cos—>0 et sin — >0 la partie réelle cos — est supérieur a sin— la partic
12 12 12 12

imaginaire. donc \/E(cos%+isin%)=%(l+\/§+i(\/§-1))
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n 3-1 62 o _1+3 J_+J_

d’ol sin—=——==——¢t co

12 242 4 2 202 4
)z.Z=z+z?‘+Z3+Z4+z .

Z-2.Z=1-22do0(l1-2).Z=1-2"orz# 1. Donc Z =

1-2°

l1-z

2in 2in )
Da)z=e’ =z°=(e5 )’=e”=1d'ou 1-z° =0 par suite Z = 0.
b)Z=0RéZ)=0etIm(Z)=0
Z=1+es +(e? Y H(e® ) +e® )
=1+ cos—2—+cosi+ cos-6—+ cos§—+1(sm2—+sm4—+sm6—+s1n§7£)
5 5 5 5 5 5 5 5

Z=0 :>1+cos2+cos4—n+cos@+cosg—n:0 =8=0,
5 5 5 5
2
3) a) coszq+cosg—n=cosz—+cos(2n-£—) 2co s——1E
5 5 5 5 5
cosﬂ+cos—6—7£=cos(7t-£)+cos(71:+£) = -coS=-cosE=-2cos 2.
5 5 5 5 5 5
b)S = 0:>1+cosz?+cos4?+cos6—+cosg—n—0
2n T
=1+2cos—-2cos—=0
5 5

or cosgsz=2(:osz§-l d'ou 1+2(200s2§-1)-2005§=0

T T T . < .
4cos’ —5——2cos—2——1=0 donc cos—s— est une solution de I’équation :

+ .
4P 2%~ 1=0etA’ = 1 +4=5alors x=— V5 ou x=1 ;./-5_
+
or cos—>0 car—ge[o,z] d'olt cosE=1 f

Wl) zp = a € IR est solution de 1’équation f(z) = O cela signifie que f(0)=0
fa)=0 o+ (-5+1) o+ (6-6i) a+8i—8=0.
o od-50% +i0’ + 60-6i0+8i—8 =0
< ol - 50% + 60, - 8 +i(a® 60+ 8) =0
(13-5(12+6(l-8=0<:> o} -5a% +60.-8=0
a’-6a+8=0 a=4 ou a=2
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o = 2 ne vérifie pas la premiére équation, en effet :
2°-5.22+6.2-8=-8=0.
d’ou zy = 4 est la solution réelle de 1’équation f(z) = 0.

2) Pour tout z € C; z’ + (-5 +1)z° + (6 — 6i)z + 8i — 8 = (z - 4)(z* + az + b)
=2’ + (a - 4)z% + (b — 4a)z — 4b. Par identification on obtient :

a-4=-5+1 a=-1+1
b-4a=6-61 < {b=-2i+2
-4b=8i-8 -2i+2-4(i-1)=6-61

d’onpourtoutz € C, 2> + (-5+i) 22+ (6-6i) 2+ 8i— 8 = (z—4) . P(2)
avec P(z) = 2% + (-1 + 1)z + 2 - 2i.
3)a)P@)=0=22+(-1+1)z+2-2i=0
A=(C-1+1*-42-20)=1-2i-1-8+8i
=-84+6i=-9+1+6i=G)’+1+2.3i=(+31)%

143 M
=1 1+1 31=1+i g =1 i-1 31=-2i.

Z)

Donc I’équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure :

Z, = -2i et une autre solution : z; = 1 +i.
b)f(z)=0=2z-4=00uP@)=0zy=40ouz =1 +iouz,=-2i
d’ot Sc = {4, 1 +1i, -2i}.

4) ) MyM, = MM, |=|z, -2,|=[1+i-4|=|-3+i]=/(:3)’ +(1)* =10
MM, =[MM, ||z, -2,|=[-2i-1-=|-3i-1]=/(:3)* +1* =410
MM, =[M,M,|=|z, -7|=|-2i-4| = J4+16 =4/20.

Ona: MM, =MM,d ot le

triangle MoM M, est isocele de

sommet principal M. ~
MM, + M;M?% = 10 + 10 = 20 = MyM?
d’olt MgM; M, est rectangle M,
en M. donc MM ;M est un triangle

isocele et rectangle en M.

b) Si MoM,;M,M; est un parallélogramme alors MM,
(car MM M, est isocele est rectangle en M;).

MM M;M3 est un parallélogramme si et seulement si :

,M; est un carré

MM, =M;M, & 2, -20=2,- 23 23=2-21 + Zp=-2i—- 1 -i+4
23 =3 - 3i.
donc MgM;M,M; est un carré si Mj est le point d’affixe z; = 3 - 3i.
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ku = 3co0sH - 5i sind ; v = 5cosO - 31 sind.
1) vZ —u*= (5 cosb - 3i sinB)* — (3 cosh - 5i sinB)*
= 25c0s%0 - 9sin%0 - 30i cosO sind - 9cos’0 + 25 sin“0 + 30i sind cosd
= 25(cos?0 + sin®0) — 9(sin’® + cos’0) =25 -9 = 16.

2) (E) : 22% + (3c0s0 - 5i cosf)z ~2 =0

a) Arg (') + Arg(z’)=Arg (2’ .2”°)(2mn). or 2’ . 2 =—C—=-1.
a

Donc Arg(z’ . z2")=Arg(-1) 2r)or Arg (-1)=n(2n).

Donc Arg(z’ . z”’) =n(2n) et par suite Arg (z’) + Arg(z’’) =n(2m)
b)A=u?+16=v?car v’ —u®=16.

7’ =-2c0s0 + 2i sind = 2[-cosO + i sinf] = 2@,

z” =l(cose+isin6)=-1—eie.
2 2
3) OM’M”’ est un triangle rectangle si OM' LOM"

—(-2c0s0) — %0059
oM | ; OM" .

2sin® %sine
XX’ +yy’ =0 <& -cos’0 +5in°0 = 0 < -c0s20 = 0 <> c0s20 =0
<20 =£(n) donce=—7£+H 1 keZ

2 4 2

n 3n -t 3n

orfel-n,n) donceE{Z’T’Z’-T}'
. iZ 0 . ic+%
C 1) Montrons que €° +e2=2cos(—-—).e ? *
2 4
0w, i+h | iC+D il h | i+
2005(5-2).6 =g b +e 24 et H
Q.x8m 82,8, ) i
=e 24244 242 4 =040

2) a) 22 — (2cosa. + i)z + 1 - sinat + i cosa = 0

A = (2cosa + 1)* — 4(1 - sina. + i cosat)
= 4cos’o + 4i cosa - 1 — 4 + 4 sino. — 4i coso.
=4(1 - sin’®) — 1 — 4 + 4 sina. = -dsin’0 + 4 — 1 — 4 + 4sino.
= -(4sin’o. - 4sino + 1) = [i(2sina -1 )]?

Z; = oSOl + 1 sincl ; Z, = cosa, + i(1 - sina).

b) z, = cosa. + i sina = ™

Z, = CcosCL - 1 sinat + i = cos(-at) + 1 sin(-a) + 1
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. L L0 n
P o mw, i2h o T, 2D
zz=e‘“+ez=2008(-5-z).e 24 douzy=2cos(—+—).e 2 4.

Vérifions que 2003(%+§)>0.

oce[O,E]signiﬁequeOSQLSE<::>OSES—7£
2 2 4
PN L donccos(g— n)>0.
4 2 4 2 2

3) a) M, (z,) tel que z, = cosax + i (l - sin o) signifie que :
X=cosa . . ) )
. orcos atsin‘a=l<x"+(1-y)*=1 donc M, € {(I(0, 1); 1)
y=1-sina

b) M, (z,) tel que z; = cosa + i sina
M=S(Dj) (M,) signifie que M(z) tel que z = cosa. - i sin o
(méme partie réel et de partie imaginaire opposé)
Zy=COSOL -1 sinot+1=27+1
donc M; est I'image de M par une translation de vecteuru d’affixe i.
1) (cosB + sinB)? = cos’d + sin’ + 2 sind cosd = 1 + sin26.
1-1

2)a)z’’ .z’ et le produit des racines donc z’ z”’ =F
i

1-)? . -
z.z” :—(—21—)=~1 donc Arg 7’ + Arg z”’ EEE(Zn)
b) A’ = (cosB - sinf)* —(1 —1) (1 +i)=1-sin20- 1 -1
= -sin20 - 1 = -(cosO + sinB)%
d'une racine carré de A’ par suite 8'=1i |cos9+sin 9[

c0sB-sin 6 +i(cos +sinB) _ cosH(1+1)+sinB(-1+1)

1+i 1+i
=cose+———sme(-?+1)(‘1-l) =cos0+isin®.
(1+D)(1-1)
S cosB-sinf-i(cosO+sinb) _ cosO(1-1)-sind (1+i) _ cosb(1-1) sinG
141 1+i 1+i
2____c056( 1 X 1 ) -sinf=-sinf -icos6= cos(0 +X )-isin (0 +E)
(1+i)(1-0) 2 2

7 T, -i(e+D)
=cos(-0-—)+isin(-0-—)=e %,
( 2) ( 2)

Les solutions sont z' = cos® + i sinf = e
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i(e+2)

o 3 g iO+)
et 2" = cos(-0 -§)+ i sin(-0 'g) =7 Qo Se={e,¢" 2

).
3) (OA.OB) = g(Zn) < (OA,T)+(T.0) = 13‘.(21:)

< - Argza + Arg zp E—g—(?.n).

(©+2)

OrzA=eieetZB:e~i 2 d'oﬁ—e-e-gs—:—(Zn)

ou encore 20 = —%(Zn) par suite 6 =-i—;+ krmor6 e ]-g,zt—[ d'ou 6= -273.
*OA =|zA|= 1 et OB =|zB|= 1 donc OA =0OB

OA=0Bet (ﬁ,O_B) = %(21:) donc OAB est un triangle équilatéral.

ng) DE):Z+R3-1)Z2+(1-iv3)z-i=0.

Z4 est une solution imaginaire pure signifie que z4 = a 1avec a € IR
ad est une solution de (E) signifie que :

(i) + (/3 -i)( ai) + (1-i/3) (ai) —i=0
ciod -3l it +ait+a3-1=0
(V32 +Ba) +i(-od +at+a-1)=0
30? +/3a=0(1)
{-oﬁ +a’+0—-1=0(2)
~Bo? +30=0< —Ba@-1)=0<a=0oua=1
o = 0 ne vérifie pas 1'équation (2) alors que o = 1 vérifie (2).
Donc z, =1 solution imaginaire pure de (E).

2) On adonc Z° + (\3-D)Z> +(1-iW3) z—i= @z - )Z* + bz + ¢)
2+ (3-D22+(1-i3)z~1=2 + (b-)2* + (c — ib)z —ic.
En identifiant les coefficients de ces polynémes, on a :

J3-i=b-i
c-ib=1-i13 & {bz‘/g

. . c=1
-ic=-1

L’équation s’écrit donc sous la forme (z — i)(zZ* +\/3T z+ 1)=0.
Le discriminant du trindme est A =3 —4 = -1 = i® et ses racines sont :
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= =TT etz =T
2 2 2 2
s34 L B 1
©c b2 27 2
On aIm(zg) >0donc z, =-—+—1; z =-£~li

3) A(za) 5 B(zp) et C(zo).

) [z |=1=1 [2a] = (§]+(%j=l Il (%J{%j:l

Ona: |z,|=|zp|=|zc|= 1 donc OA=0B=0C=1.
D’ou A, B et C appartiennent au cercle { de centre O et de rayon 1.
b) Un losange est un parallélogramme qui 4 deux c6tés consécutifs de méme

longueur.

Aff(OA ) =iet Aff (CB)=z 8 -Zc ——~\/2;+E - ———\/2:-1 1)=i
D’ou Aff(OA)=Aff (CB) donc OA =CB ; donc OABC est un
parallélogramme.

On a Ael et Cel signifie que OA=0C= 1.

Conclusion :

OA=CB donc OABCestunlosange.

OA=0C

s

B) 1) z, =%+i7=e 3 A(zy) 5 Ao(l) et Ay(z,) avec z, = (z;)" ol ne IN*,

2) Montrons que pour toutneIN; A (.
Pourn=0; OAp=1donc Ay €.
Pour neIN*; OA, = |"=1 donc A, (.

d’ou pour tout neIN,An eC.
3)* 2y a1 — Za=(2)" ' = (21)" =(20)" (21— 1]

= (Zx)“(%ﬂ“ii;--l) =(z,)" (-%Hi;—)-
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Solutions

1.3
n+1 n ’( ) (-——+ - "5+17.
Or -—1—+1£ =] dou (z,,, -2,|=1.
2 2
*AnAnsr =2, -2, =10

* D’aprés (2) on a montrer que pour toutneIN; A (.
Donc A, ., € { ce la signifie que OA, =0A, ;= 1.

Donc:0A,=0A, 1= A A1 = 1.
Donc les triangles OA, A, ,; sont équilatéraux.

VW)Pourtoutze(C,P(z)=zz+(1+2i)z--;—+i.

1 1 11 1 3
2) P(2)=(z+—+1)* -(=i)* =(z+—=+—i)(z+—+=1).
) P(2)=(z 5 1) (21) (z 5 2)(2 5 21)

*P(z)=0 <:>z+%+~;—i=0 ou z+%+—z~i=0.

11 13
&z, =-—-—1 ou z,=-—-—1 d’ou Sc = {z,, z:}.
=57 257575 c={z1, 22}
3) a) M est un point invariant par f signifie que f{(M) = M
3iz+l-i
avec M(z) , z # -1 - 5i) équivaut d z =——=—
(M(z) ) €q 1450

ou encore z* + (1 + 2i)z —% +1=0etd’apres (2) on déduit :

1(z)) et J(z0).
b) Soit K = {M(z) P\ {A} tel que |z|=3}
Déterminons I’ensemble K.

z-(l+li)
Pourtout zeC - {-1-5i}onaz’ = 3i—2’—L.
z-(-1-51)
ou encore z'=3{ 222
z-Z,
z- zB MB

[21=3 =P34 |-

|Z-ZA‘

Ainsi I’ensemble K est la médiatrice du segment [AB].
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Wl) Soit a=v/2+iv2 =4/2(1+i)

@ =a’.0=2.2iv2 (1+i)=-42 +4/2i.
2)a) (B) 2° = 4/2i-4\2

22| =[av2i-442| =32 +32 =8

Soit Arg z’ =6(2m)

42 2
cose=—-é— 036=T - 3
signifie signifie 6=—~(2n) donc z’ = [8,—].
42 A2 4 4
sinf=—— s1n6=7

Les solutions de (E) dans C sont : z, =[3 8,—Z—+—23E] avecke {0, 1, 2}.

Pourk=0;20=[2,§].

k=1;z = [2,%].& k=2; zzz[Z,%].
b) 2’ = 1(By) ; soit z = [r, B].
r=1
[r,BT =l 3p]=1< _2kn avecke{0,1,2}.
=5
2k=n
3

Donc les solutions de I’équation (Ey) sont : z, =[1, Javec k €{0,1,2}

Pourk=0;2,=[1,0]=1.

Pourk=1;z =[1,E]=-l+i_‘/_§_'
2 2

Pourk=2;2z, =[1,ﬂ]=_l-i_‘/§__
3 2 2

¢) Daprés (1) o =-44/2 +44/2i,

3
Donc I’équation (E) devient : z° =a® ou encore (-Z—J =].
o
En utilisant (2) b) ﬂ=[1,23ﬁ] .
o

Pourk=0; zo=a=\/§+i\/5.
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Byt iy B ol

Pourk=1;2 = a(——;— 1—

2 2

Pourk=2; zz_a(-%-li) (\/5+\/—)(___£ \/—;\/— \/_2\/_

{Re(zl)<o {Re(zz)>0
etona :

Imz, >0 Im(z,)<0
d’out [2 lﬁ] \/g"\/—z—_i_i""\/g'\/_z_ et [2’].9_7E]=-\/5+\/g+i_\/8_\/_2_

2 2 12 2 2
ln_~6-v2 . 19n_~/6-12

On en déduit que 2cos —=
12 2 12 2

191 _ 246

N 11x
d’olt cos——=sin
12 4
Wl) Z, est une solution de 1’équation
<aZy+bz) +cZi+dZ, +e=0

& aZy+bZ) +cZl+dZ,+e=0 ora,bc, d et e des réels.

©aZl +bZ2 +cZ2+dZ, +e=0 <aZ, +bZ, +cZ, +dZ,+e=0
D’ou Z_oest une solution du I’équation (E).
2) Zy=0o (1 + i) est une solution de I’équation
équivaut & 2(ci(1+))* +3((1+i))> +3v/3 (a(1+1)) +9=0
< -80* +60%i+ 33 (0 +io) +9=0 <> - 80 +3v/30+9+i(602 +3v/30)=0
{'8a4+3\/§a+9=0 -8a’ +333a-+9=0(1)

~3

=S
3a(20++/3)=0 a=0 ou <1=—2—-

a.=0 ne vérifie pas (1)
—ﬁ ;-8. -—+3\/_ (-£)+9 2.2
2 2 2

3 . . . .
donc Z, =——é~ (1 +1) est une solution de I’équation.

. . = 3, . .
En utilisant la 1*® question donc Z, =——§—(1-1) est aussi une solution

de I’équation.
Factorisons 2Z* + 3Z% + 33 Z+9=(Z-Z,)(Z-Z, )(aZ? +bZ+c)
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V3 A3

=(Z+7(1+1))(Z+~2—(1-i))(a22 +bZ+c)

=aZ' +(b++/3a)Z’ +(c+%a+b\/§)Zz +(-;~b+0\/§)Z+%c.

par identification on obtient: a=2 ;b= -2\/?: ;c=0
7' +322+3\3Z+9=0

o Z=Z7, ou Z=Z, ou 2Z*-2\3Z+6=0

272 -23Z+6=0

A'=3-12=-9 =)

41 L

ﬁz 3 et Z"=\/g 3 d’ou les solutions sont :
\/§ ) \/— \/§+31 \/_ 31

'7(1'*1) '"—“(1 1); — T,

Wl) Ona P(l) =0, il existe donc des nombres complexes a, b, c et d
tels que pour tout complexe z ; P(z) = (z — 1)(az’ + bz* + cz + d).
En développant on obtient : P(z) = az’+ (b- 1)z’ + (c ~b)z2? + (d - c)z —d.

Z'=

fa=1
a=l1
b-1=-1 b=0
Par identification on obtient :< ¢c-b=0 donc 0
d-c=1 ¢
d=1
-d=-1

On adonc P(z) =(z- 1) Q(z) avec Q(z) = 22+ 1

on obtient Q(z) = (z + 1)(z* - z + 1) en utilisant la méthode précédente

ou I’identité a’ + b* = (a + b)(a* - ab + b?)

donc Q(z) =(z+ 1) . R(z)avecR(z) =z -z + | .
2)OnaP@)=z-DE+ 1)EZ*-z+1)

donc P(z) = 0 équivautdz=1louz=-louz’*-z+1=0.

I’équation z> — z + 1 = 0 a pour discriminant A = -3 et pour racines :

1-4/3i et1+«/§i

2 2
BRSO
2 "y W

1
Sc={1,-1,—
c={ 5
T N3, T,.. T
3) On ag=—+——i clestadirea=cos—+isin—
2 2 3 3
nw ., .. nm .
pour tout n €IN,onaa" =cos?+1sm—3—, on obtient
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Equations a coefficients complexes Solutions

Pmo i o’ =-1
2
1B
2 2
o’ =l-i£ et a’=1 et a®® =1 cara® =(a’)™*.

1)P(z)=zé+zs+z4+z3+z2+z+1
z.P(z)=z7+26+zs+z4+z3+zz+z

z.P(z)=26+zs+24+z3+zz+z+1—1+z7
z.P(z):P(z)+z7—1
z-1)P@)=2" -1

z -1 _1-7

z-1 1-z’

2) z est racine septiemes de I’unité dans C signifie que :

2km. i
Z =1dotz=z=[l, T]=e 7 avecke{0,1,2,3,4,5,6}

7_
P(z) = 0 signifie que Iz Osigniﬁequez=zk =[1, 2—kT—[]
z#] 7
avecke {0, 1,2,3,4,5, 6}.
NP@)=(z~2)(2-22) (2—23) (2~ 24) (2~ 25) (2 — Z)
2n 4 on 8 6. —
z=1,— ; 2,=[1,—1; z, =[1,—1; z,=[1,—]=[l,-—]=z2
=h—=15 2, =1 7123[7] 4[7][ 7] 3

11, lO—"] [l,ﬂ]=Z-

2=, 12—”] -1, —]=T-
P(z) = [(z-2) (z -zl)][(z-zz)(z-Z)]«z-za)(z-Z)].

P(z) = [ZZ —(z +Z_I)Z+Z|Z_1] [Z2 +(z, +Z—2)Z+ZZ—Z—;] [zz -(z, +Z)Z+Zs Z_a]

=z’ - 2008-27£z+1)(z2 -Zcosi77£+1)(z2 —200s—6—7£+1).

4) P(z) = 0 signifie que z = z; # 0 donc il existeZ=z+l.
z
(Z)-O o7t +7 +z+l+1+—1—+-1——0
z 77 7’

<:>(z3+ )+ t )+(z+ )+1 0.
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Equations a coefficients complexes Solutions

! : . : Z’+27%-2Z-1=0 (B)
S (z+=) -3@z+=)+(@z+=)’-2+(@z+—)+1=0. & 1
yA Z A Z Zzz+_
z

Soit I’équation : (E) : 8x> + 4x*—4x - 1 = 0.

2
z=2z =¢ 7 solutionde P(z) =0

oZ=7 =z +L=zl +—z—l=2cos% solution de I’équation (E’).
Zl

2
<:>8cos37n+4cosz27—n—4cosz—;t-1=0. @cos% solution de (E).

47[ 67:

de méme pour z =z, =¢ 7 etz= Z,=¢ "7 sont solutions de P(z)=0

4r
Z=7, =20057 etZ2=2, =2cos67 sont solutions de (E’).
d’ou cosget cos% sont solutions de (E).

55W=e & =z
a)zz—Wz,z3—W3;z4=W4;zs=W5;z6=W6
sont les solutions de P(z) = 0.
donc P(z) = (z - W)(z - WH(z = W)z - W*) (z - W*) (z — WO).
b) (1 - WY1 -WH(L -WH(1-WH (1 -W) (1 -W=P(1)=7.
k1( kn k7r ﬁr_ iH
)l-Wr=1-¢ 7 e 7 (e e 7)=-2i.e’ .sin—7£.

|1 Wk|—2s1 k—;‘ —e]O [ avec ke{l,2,3,4,5,6)

{1-W[.\l-W2\.]1-W3].{1-W4’.|1-W5|.[1-W6]=7.
6n

2.sin§.2.sin%.2.sin37n.2.sinﬂ.2.sin5—n.2.sin—~=7

s 2n 3n 4 S5n 6n 7
d’ou sm7 smT .Sin—.sin—-.sIn—.Sin —=—.

7 2°
—Zz_4+2i 2
Q%a) 242 " 9 7" —4+diz (z+2i)
z'-21 z2—4_2i 22 —4-4iz \z-2i
2z
o m N2
b) Arg 22l Arg(z+2?) (2m)
z'-2i z—2i
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Equations a coefficients complexes Solutions

@ArgﬂzZArg ﬂ (2m)
z'—(21) z—(21)
< (M'A,M'B)=2 (MA,MB) (2m)
o [z421] _|z+2i" _ M'B _(MB)2
|z-2i] |z-2i] ~ M'A \MA

* z' imaginaire pur <>z'=0 ou Arg z':g +km
oz =4 ou (MA,MB)zg(n)
*(MA, MB)E—;E (1) < M e cercle de diamétre [AB] privée de A et de B

de centre O de rayon %1—3— =2

* 72224 2z=2 ou 7 =-2

L’ensemble recherchée est le cercle de centre O de rayon 2 privée de A et
de B.

- Zg —Z -2i+4-2i
2)a) (IA, IB) = Arg| 22 2L | Arg[ 222721
)a) ( ) g(zA—zI] g( 2i+4-20 )( ™)

EArg(l—i)E—%(Zﬂ).

E:|ZB —ZI| =|1—i|='\/5
TIA |ZA—ZI| )

b)|z + 2i| =2z - 2i| > MB =2MA

_ — — —

< MB? —4MA*? =0 & (MB-2MA) - (MB+2MA)=0
Soit J, le barycentre de {(B,l),(A,— 2)}

et J, le barycentre de {(B,1);(A,2)}

donc E est le cercle de diamétre [J,7, ].

BJ, =2BA donc ], (6i)

E?z) _2 BA donc J, (EIJ
3 3
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Equations a coefficients complexes Solutions

I'B_(IBY e
c)—:(— =2=T'e(E) ¥
I'a \IA
(I'A,I'B)=2(IA, IB )E——z’i(zn) =T'eC,
demi cercle de diamétre [AB] A
avec x<0. I
donc I'eC, NE.
)
3) fe }o,-’f[
2
a)z, et z, sont les solutions de 1’équation % B
2 —_—
2 =% _Jisin®
2z

< z? —4isinfz-4=0

A'=(2isin0)? + 4 =4(1 —sin’ 0) =4 cos? 6 = (2cosH)?
z=2isinB0+2cosO ou z=2isin®-2cosO
Ré(z,)>0 donc z, =2cosf+2isin6=2e"

et z, =—2cos0 + 2isin6 = 2¢i(-0)
b)|z| =|z,|=[2i| =}~ 2{ =2 donc OA=0B=0M, =0M, =2
par suite A, B, M, et M, sont situés sur le cercle de centre O de rayon 2.

ona: z,=—-z, = S5 M2)=M, et Be(O j) Alors M,M,B est

isocéle de sommet principal B.
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