Produit scalaire — vectoriel dans l'espace Enoncés

ENONCES

;; Soit A(-1,2,5) , B(0,-1,3) dans le repére (O,1,])
Montrer que C(1,-4,1) est le projeté orthogonal de D(5,-2,0)sur la droite (AB).

OABC un tétragdre tel que OA =0B =0C = aet (OA) L (OB)et
(0OA) L (0OC) et (OB) L (0OC)
[CI] hauteur du triangle ABC
[OH] hauteur du triangle OIC

D le point de I’espace tel que HO = OD

(O, 167\,163',1&) un repére orthonormé.
a a a
1) Montrer que H a pour coordonnées (%,%,%)

2) Montrer que le tétraédre ABCD est régulier.

W ABCDEFGH est un cube de coté a.
1) a) Que peut on dire des faces de AFCH ?

b) Déterminer V, le volume de Tétraédre AFEH.

¢) Déterminer V, le volume de Tétraédre AECH.

d) En déduire la distance de point A au plan (HFC).
2) Soit J le milieu de [FC]

a) Montrer que AH . FC =0. Conclure.

b) Calculer JA . JH en fonction de a.

Indiquer la réponse exacte par a, b ou ¢ . Justifier votre réponse.
I} (u+v)a(u-v)estégalea:

2) 0 b) 2uAv -V
a a'
2) n| b | vecteur orthogonalau plan Petn'| b' |vecteur orthogonal au
c ¢
plan P’etPest paralleleaP'alors:

a)n.n'=0  b)nan'=0 c)nln
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Produit scalaire — vectoriel dans 'espace Enoncés

3) A(~%,0,0); B(%,0,0)etM(x,y, zZ) alorsMA A MB estdecoordonnées:

0 0 y
a)| -z b)| z c)| -z
y y 0

;; Dire si I’affirmation est vraie ou fausse. Justifier votre réponse.
1) u,v,w sonttrois vecteurs coplanaires > uAv Lw,

2) |AB AAC| = I"aire du triangle ABC.

- — — - — — |—2 - - — — = -
3) (U/\W)/\W=(u.W)W-HW” .u avecu(a,0,0) w(b,c,0) dansR.O.N(o,1, j,k) .
Dans ’espace on considére une base O.N. (Y,},f()
u=i-j+2k , v=-i+2j+k , w=2i+).
Calculer les coordonnées de (ﬁ A \7) AW et ﬁ/\(;/\g). comparer les
résultats.
WSOit dans I’espace un repére (o,i},lz) orthonormé direct
A(l,o;l) > B(2,0,0) > C(O:25-1)
1) Calculer I’aire du triangle ABC.
2) Déterminer les coordonnées du vecteursn normal au plan (ABC)

Dans I’espace rapporté & un repére orthonormé direct on considére les
points: A(1,0,0) ; B(1,-1,1) ; C(-2,0,1).

1) Déterminer le barycentre G des points A, B et C affectes respectivement des
coefficients 2, -2, 1.

2) On associe a tout point M de I’espace le vecteur‘/\? =2MA -2MB+MC,
Exprimer le vecteur V en fonction du vecteur MG.

3) a) Le point M de coordonnées (x, y, z). Déterminer ABAV .
b) Calculer AB.V.

4) Déterminer le point M tel que ABAV=0A et AB.V=0.

(; (0,i,),k) R.O.N direct. On donne les points A(3, 2, -1) et H(1, -1, 3).
1) Calculer AH.
2) Déterminer une équation de plan P passant par H et orthogonal & (AH).
3) On donne les points B(-6, 1, 1) C(4, -3, 3) et D(-1, -5, -1).

a) Montrer que B, C, D appartiennent au plan P.
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b) Calculer les coordonnées de BCABD.

¢) Montrer que I’aire du triangle BCD est égale a 5429 .

d) Montrer que le volume du tétraédre ABCD est égal a MTS .

(Formule du volume de tétraédre%Base xhauteur ).

4) a) Calculer I’aire de ABC.
b) Calculer la distance de D au plan (ABC).

On considére les points A, B, C de coordonnées respectives (2, 0, 1)
(3,-2,0) et (2, 8, -4) dans un R.O.N.D(o,1, j, k).
1) Soit M(X, y, z). Déterminer les coordonnées de AMABM.

X+y=-4+2z
2) Déterminer les réels x, y, z tels que { -x-y=-11+z
2x+y-z=8§

3) Montrer qu’il existe un unique point N vérifiant AN ABN = CN
et donner les coordonnés du point N.

4) a) Montrer que le volume du tétra¢dre ABCN est égal a %CN2 .

b) En prenant M = C et en utilisant la question 1°)
Calculer I’aire du triangle ABC.
¢) En déduire la distance de N au plan ABC.

C Soit (0,0A,0B,0C)un R.O.N.D et M(x, y, z)
H son projeté orthogonal sur le plan (ABC) et K son projeté orthogonal sur
la droite (AB).
1) a) Soit G le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients 1, 1, 1.
Déterminer les coordonnées de G.
b) Montrer que (OG)L(ABC).

c¢) Donner une équation cartésienne du plan (ABC).
— = 1
2) a) Montrer que (MA.OG{=—=MH.
[MA.0G)=

b) Calculer la distance de M au plan ABC en fonction de x, y et z.
3) a) Interpréter géométriquement HM—A/\ @”

Exprimer la distance MK en fonction de cette norme.
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b) En déduire que MK =—— 222 +(1-x-y)* .

V2

4) On se place dans le plan (OAB) : z =0 et on considére I’ensemblel des
points de plan (OAB) qui sont équidistants du point O et du plan (ABC).
a) Montrer que I' ne contient aucun point de la droite (AB).
b) M(x, y, 0) un point de (OAB) et n’appartient pas a (AB).

En utilisant les questions 2) et 3) Calculer —1\1\%—{2 .

On donne, dans le plan, un quadrilatére convexe ABCD
Les diagonales [AC] et [BD] se coupent en E.

Soit F le point tel que DF=BE.
1) Comparer les distances BD et EF puis les aires des triangles ABD et AEF.
2) Montrer que le quadrilatére ABCD et le triangle AFC ont méme aire .
3) Montrer que ACABD=ACAAF.
En déduire I’aire du quadrilatére ABCD a I’aide d’une expression faisant
intervenir les vecteurs ACet BD.

65



Produit scalaire ~ vectoriel dans I’espace Solutions

CORRIGES

; ; ; 2 1
AC| -6 | et AB| -3 | alors AC=2AB donc C € (AB)
-4 -2 '
4
CD| 2 |;CD. AB=4-6+2=0 donc (CD).L (AB)en C
-1
Ainsi C est le projeté orthogonale de D sur (AB).

0(0,0,0) A(a, 0,0) B(0, a, 0) et C(0,0,a).
1)OA = OB = OC = a et OAB, OAC et OBC sont des triangles rectangles en O.
Donc BC = BA = AC ainsi a ABC, est équilatéral

1 le milieu de [AB] alors 1(%,%,0)

a a z
2 3 3
Cil 2 {etcH| 2 |alors CI =§Cﬁ comme OH 2
2 3 2 3
-a —2 a
3 3
2
3 2 32 3 6 6 3

D’ou (OH) L (CI) en H, ainsi [OH] est la hauteur issue de O au triangle
OCL
2) BC? = AB?= AC?= 0A? + OC? =222,

2 2
HO = OD:>D(-3 2 —a—) et AD?= [-i_ a) LELE
3 3 9 9

2 2 2
BD? = (-%) +(-%—aj +[-%) = 2a*> de méme CD? = 2a*

Donc AD =BD =CD =BC = AB = AC d’ou ABCD est régulier.
1) a) [AF], [HF], [CF] et [AC] sont les diagonales d’un carré de coté a
DoncAF=HF=CH=Ac=aJ§
lax

b) V, = L aire (AEH) x FE = 2
3 6
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¢) On a Vaern = Vapue = Vuoer = Vascr
3
a’ 1
donc V; = Veue — ( Vagru + Vapue + Viger + Vaser) =2° — 4 x?=§a3

d) Varen = % aire (HFC) x d(A, (HFC))

comme HFC est équilatéral de coté a~/2 sa hauteur est _\/z.g_(a\/f )= ﬁ a

2
J6

—an/2a 2
aire (HFC) = 2 = Ve
2 2
a
donc d(A, (HFC)) = 3 V spcn x S 3 -3 2 -2
aire(HFC) & V3
2

2) a) FC = ED donc AH . FC = AH . ED

Or (AH) et (ED) sont les diagonales du carré ADHE. Par suite AH .FC=0
Les droites (AH) et (FC) sont orthogonales.

b)ﬁ.J—H=~;—(JA2+JH2-AH2)

or AH=+2aetJA=JH=2a+2 carJA hauteur du triangle équilatéral
1 6a?  6a?

AFC d’ou JA JH——(—_— +_4__2 2)_ 2
Wl) (UHV)A(U-V)=UAU-UAVFVAL VAV =-UAV-UAV=-2UAV.
e =

ainsi la réponse est @ .

2) P//P' <n et n' sont colinéaires <> n An'=0
d’otl la réponse est @ .
1 1

-— X —-X X
3) MA| -y MB| -y |alors MAAMB|Y
-Z -z zZ

-y=0 et Z= -E-X E-X =-y(-%-x)+y(%-x)=y
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-z -z
etY=| 1 1 =—Z(l-,z()+z(-l-,z()=-z ainsi la réponse est IZI .
-—Z——X —-X 2 2

V) Vraie : 1-1,:/,@ sont coplanaires => w=au+bv
or unvlu et uavLlv doncuav Lau+bv=w.
2) faux : “E/\E“=2XaireABC¢aireABC.
3) Vrai: GAQ(O,O,ac) = (ﬁ/\@)/\@ a pour coordonnées
(0-ac?,acb-0,0-0)
= (uAW)Aw(-ac?,ach,0). Onaussiu.w=ab et HW“Z =b%+c’.
d’ol (ﬁ.vmv);-) le .u adonc pour coordonnées (-a%c, abe, 0)

2

- —

donc (a/\v—v)/\@=(u.w)w-“@.

.

1 -1 X

Wona: ul-1{v| 2{alorsuav|Y
Z

2 1
-1 2 1 -1
X= =1-4=5 et Y=|" |=3 etz= =1
2 1 - -1 2
-5 2 -1
d’ott uav|-3 | or w|1]| donc (uAv)aw| 2
1 0 1

Des calculs analogues donnent : ﬁA(QAW)=?+ 33+12

on a donc (flx\\?) W ﬁ/\(;//\@).
V} aireABC=%HE/\XC‘” or AB(1,0,-1) AC(-1,2,-2)
d’ott ABAAC=2i+3]j+2k etaireABC=%«/4+9+ =i;_7-

2) n le vecteur normala (ABC) =>nlAB etn L AC

2
=n=ABAAC = n| 3
2
'v 1) @=~1—(207x-26§+&:)=2o_1i-26}§+&5
2+(-2)+1 v
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alors X, =2x, -2xp +X =2 et y;=2y, -2y, +y.=2
et z, =2z, -2z, +z.=-1 d'ou G(-2,2,-1).
2) V=2MA -2MB +MC=2(MG +GA)-2(MG +GB)+(MG +GC)
=MG +2GA -2GB+GC=MG

\_—.—,—J
0
0 2-x
3)a) AB|-1| V|2-y | = ABAV apour coordonnées
1 -1-z
-1 2-y 1 -1-z 0 -2-x
=l+z-2+y=y+z-1; =-2-x et =-2-x
1 -1-z -2-% -1 -1-z
y+z-1
d’od ABAV/| 2-x
-2-x
b) A—B.V=-2+y-l-z=y—z-3.
4) AB.V=0 < y-z-3=0
y+z-1=1
—_ = — y+z-1=0
ABAV=0A & {-2-x=0 <97~ 5
-2-x=0 )

+z-1=1
{y z 30 on additionne membre 2 membre on obtient 2y —4 =1
y-z2-5=

soit y=% d’ou z=-% .Un seul point répond au probléme c’est le point

de coordonnées (—2,2,——1—).
272

2
C 1) AH-| -3 | alors AH=,/4+9+16=+29
4
2) (AH)_LP doncAH vecteur normal de P ; -2x - 3y+4z+1=0
or HeP donc -2+3+12+d=0 <> d=-13 d'ou P:-2x-3y+4z-13=0),

3) a) Les coordonnées de B, C et D vérifient I’équation de P :
(-2%x-6-3x1+4x1-13=16-16=0 = BeP) demémepour CetD.
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10 5
b) BC| 4 |et BD| -6 | donc BC ABD @ pour coordonnées (20, 30,-40).
2 -2 )
¢) I"aire (BCD) =—;— 1|1‘3‘6AB—D||=—;-,/202 +302 +402 =5+/29.

d) v=éBxh=%(aireBCD)xAH=%5\/E.\/2_=%.

4) a) Aire (ABC) =%HE/\ E”

-9 1
AB| -1 |; AC| -5 |et ABAAC(6,38,46)
12 4

d'oul'aire (ABC)=%\/62 +38%+46> =/899 .
b) Le volume de ABCD =%aire (ABC)xhauteurissuedeD

3V _ 145 _s 2
airc ABC /899 31

=%aire (ABC)xd(D,(ABC)=>d(D,(ABC))=

v X-2 x-3
1) AM y BM y+2 | alorslescoordonnéesde AM ABM sont :

z-1 z
y y+2
X= . =yz-(z-1)(y+2)=y-2z+2
Z_
z-1 =z
= =(z-1)(x-3)-z(x-2)=-x-z+3
x-2 x-3
x-2  x-3
Z= =(x-2)(y+2)-y(x-3)=2x+y-4
y yt+2
y-2z+2
d'ot AMABM)| -x-z+3
2x+y-4
-x+y=-4+2z (1)
2) -x-y=-11+z (2)

2x+y-z=8 3)
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(1) +(2) donne 2x =-15+3z = 2x=15-3z
‘ 7+z
(1) - (2) donne 2y=7+z = y:T

+
On remplace dans (3) on obtient : (15-3z)+12——z—-z=8 —>z=3

d'olt 2x=6 =>x=3 ety=5
la seul solution de ce systéme est : (3, 5, 3).

y-2z+2 x-2
3) On sait que ANABN| x-z+3 | et CN y-8
2x+y-4 z+4
y-2z+2=x-2
ANABN=CN < -x-z+3=y-8
2x+y-4=z+4
X+y=2z-4 x=3
Soit § x-y=z-11 < <{y=5
2x+y-z=8 z=3

D’ou il existe un unique point N(3, 5, 3) solution du systéme de la
Question 2).

4)ya) ANABN=CN alors CN_12 AN eta BN =CN_L(ABN) = CN
est la hauteur de tétraédre ainsi le volume(ABCN)
1. 1 "KﬁABNH = 1 g2

==aire (ABN)xCN==—xL——IxCN =-HCNH-CN=-CN.
3 3 2 6 6

b) En remplagant les coordonnées de M par celles de C

X=8+8+2=18
On obtient § Y=-2+4+3=5

Z=4+8-4=8

L’ aire de ABC=%“EA1Y:H=%,/182 +5% +8 =-—‘/‘;E :

c) Le tétraedre ABCN a pour base ABC et pour hauteur issue de N
appelons h la distance de N au plan ABC

Volume de (ABCN) =% aire (ABC)xh or Volumede (ABCN) =% CN?

D’otl %hx aire (ABC)=%CN2
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Lo 1
Soit h=—2— or CN| -3 | = CN=,/1+9+49=+/59
aire (ABC) 7
1 2
5\/5 59

D’otl h= =29.

% 3 V413
N/ 1) 6G-—1_(54 58 +06)=L (04 +05+06)

\ 1 1 1
doux, ==X, +X5 Xc); Yo ==(YaTVstYc) €t 25 ==(2, +2,+2.)
3 3 3

or A(1,0,0); B(0,1,0) et C(0, 0, 1) donc G(%, ).

-1 -1

AB| 1| AC} 0

0 |
11

0G.AB=-1+120 et 0G.AC=-~+1=0
3 3 3 3

11
3’3

b) OG

W= W= W=

donc OG LAB et OG LAC =(0G) L(ABC).
¢) (OG) L(ABC) alors OG est un vecteur normal 2 (ABC)

d’ot (ABC) :%x+%y+%z+d=0 or Ae(ABO)=> d=-%

ainsi (ABC) :%x+§y+%z-%=0 ouencore (ABC):x+y+z-1=0.
2) a) MA.OG=(MH+HA).OG or OG LHA car (HA)c(ABC)
=MH.OG +HA.OG=MH.OG

| S —
0

M—A.@|=

d’ol W.O—G’ or (MH) L(ABC) et (OG) L(ABC)
donc(MH)|{(OG) d'ou MH et OG sont colinéaires.

donc (m.@) =0 ou n(2n):>|cos(ﬁﬁ,O—G) =1
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=MH.OG=MH.L.

3

cos (IT/Iﬁ,O_G‘)

[ S —)
1

par sulte‘mO—GF”MﬁH“@“

1-x %

b) MA. -y 0G| | alorsm.@=l(l—x-y-z)
3 3
-7 1
P

|1\T’X.O—G‘=§|l-x-y-z| d'autrepan!mﬁq:%

d’od MH=\/§§M—A.%|=—‘/3§|1-X-y-z|.

3) a) La norme de ”M‘AAWH représente 1’aire du parallélogramme

ayant les segments [MA] et [MB] pour cbte consécutifs or le
double de I’aire du triangle AMB.

K étant le projeté orthogonal de M sur (AB)

=(MK) L(AB) = MK est la hauteur du triangle AMB dont ’aire

est %-;—AE orAB=\/§.

MA AMB
On peut donc écrire I’aire du triangle AMB est II > U = MK2«/§

|mAMB

NG

1-x -X
b) MA| -y |etMB|1-y| = Lescoordonnéesde MA AMBsont:

Soit MK=|

-Z -z
-y 1-y -Z -z Ix
X= =zet Y= =z et Z= =1-x-y
-z -z I-x x -y l-y
yA
=MAAMB| z :>HWAAMEIF\/ZZ+zz+(1-x-y)2
1-x-y
’2 2+ v o 2
2

4) a) On a (AB)c(ABC)= la distance de tout point de (AB) au plan
(ABC) est nul et (Og(AB)la distance O a droite (AB) n’est pas nul)
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=T ne contient aucun point de (AB).

V227 +(1-x-y)?
b) Ona MK=
V2

. 1 lx+y-ll
On obtient MK =——=/(1-x-y)? =
NoA N

or remplacant z par 0

1
—|1—x—y-z|
M%(AB):>MK¢O:>MH=‘/§ orz= Od'ou-M—H— 2
MK —ﬁ|x+y-l| MK V3
1) On 2 BD=BE +ED=DF +ED. A T
=ED+DF=EF =BD=EF D
aire (ABD)=—2-BD><AH et aire(AEF)=%EF><AH B C

H est le projeté orthogonal de A sur-(BD) = (EF) et comme BD = EF
alors aire (ABD) = aire (AEF).
2) Aire de (ABCD) = ’aire ABD + P’aire BCD on sait que

aire (ABD) = aire (AEF)on a aire (BCD) = % BDxCK et l'aire CEF=—1— EFxCK
2

l'aire CEF= % EFxCK (K le projeté L de C sur (BD) = (EF) )d’oll

I’aire BCD = I’aire CEF. donc Aire ABCD = aire AEF + aire CEF = aire AFC.

3) On a BD=EFalors ACABD=ACAEF= AC/\(EA+AF)
=ACAEA+ACAAF. car A, C, E alignés. d’oli ACABD=ACAAF.

—
0

e aire ABCD = aire AFC =1“E AKF'|=1‘|EA@I‘
2 2
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