
Produit scalaire — vectoriel dans l’espace Enoncés 
  

ENONCES 

\ Soit A(-1,2,5) , B(0,-1,3) dans le repère (O,i,j) 

Montrer que C(1,-4,1) est le projeté orthogonal de D(5,-2,0)sur la droite (AB). 

OABC un tétraèdre tel que OA = OB = OC = a et (OA) L (OB) et 

(OA) L (OC) et (OB) .L (OC) 

[CT] hauteur du triangle ABC 

[OH] hauteur du triangle OIC 

D le point de l’espace tel que HO = OD 

(O, 15x,168 156, un repère orthonormé. 
a a a 

1) Montrer que H à pour coordonnées és 

2) Montrer que le tétraèdre ABCD est régulier. 

Ÿ/ ABCDEFGH est un cube de côté a. 

1) a) Que peut on dire des faces de AFCH ? 

b) Déterminer V, le volume de Tétraèdre AFEH. 

c) Déterminer V; le volume de Tétraèdre AECH. 

d) En déduire la distance de point A au plan (HFC). 
2) Soit J le milieu de [FC] 

a) Montrer que AH . FC =0. Conclure. 

b) Calculer JA . JHen fonction de 2. 

Indiquer la réponse exacte par a, b ou c. Justifier votre réponse. 

1) (u+v)A(u-vlest égale à : 

a) Ô b) 2u AV c)u -v 
a a 

2) n| b | vecteur orthogonalau plan P et n'| b' |vecteur orthogonal au 

C c' 

plan P'et Pest parallele à P'alors: 

a)n.n'=0  b)nan'=0 ch)nLn' 
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3) AC3,0,0) B(5,0,0)etMx, y Z) alors MA À MB est decoordonnées: 

0 0 y 

a) | -z b)|z c)|-z 

y y 0 

g Dire si l’affirmation est vraie ou fausse. Justifier votre réponse. 

1) u,v,w sont trois vecteurs coplanaires = u Av Lw. 

2) JAB À AC] = l'aire du triangle ABC. 

3) (u AW) AW=(u.W)w hf u avecu (a,0,0) w(b, c, 0) dans R.O.N (o,i, j, k) . 

Dans l’espace on considère une base O.N. GK) 

u=i-j+2k , v=i+2j+tk , w=2i+). 
Calculer les coordonnées de (u A v) AW et UA(VAW). comparer les 

résultats. 

\7/Soit dans l’espace un repère (o,i,j,k) orthonormé direct 

A(1,0,1) ; B(2,0,0) ; C(0,2,-1). 

1) Calculer l’aire du triangle ABC. 

2) Déterminer les coordonnées du vecteursn normal au plan (ABC) 

\S/Dans l’espace rapporté à un repère orthonormé direct on considère les 
points : A(1,0,0) ; B(1,-1,1) ;  C(-2.0,1). 

1) Déterminer le barycentre G des points A, B et C affectes respectivement des 
coefficients 2, -2, I. 

2) On associe à tout point M de l’espace le vecteur" =2MA-2MB+MC. 

Exprimer le vecteur V en fonction du vecteur MG. 

3) a) Le point M de coordonnées (x, y, z). Déterminer ABAV. 

b) Calculer AB.V. 

4) Déterminer le point M tel que ABAV=OA et AB.V=0. 

Ÿ (0,1,j,k) R.O.N direct. On donne les points A(3, 2, -1) et H(I, -1, 3). 
1) Calculer AK. 

2) Déterminer une équation de plan P passant par H et orthogonal à (AH). 
3) On donne les points B(-6, 1, 1) C{4, -3, 3) et D(-1, -5, -1). 

a) Montrer que B, C, D appartiennent au plan P. 
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b) Calculer les coordonnées de BCABD. 

c) Montrer que l’aire du triangle BCD est égale à 5/29. 

d) Montrer que le volume du tétraèdre ABCD est égal à ee . 

(Formule du volume de tétraèdre + Base xhauteur ). 

4) a) Calculer l’aire de ABC. 

b) Calculer la distance de D au plan (ABC). 

V9 on considère les points À, B, C de coordonnées respectives (2, 0, 1) 

(3, -2, 0) et (2, 8, -4) dans un R.O.ND (0, i, J,k). 

1) Soit M(x, y, z). Déterminer les coordonnées de AM ABM. 

-X+y=-4+27 

2) Déterminer les réels x, y, z tels que 4 -x-y=-11+z 

2x+y-z=8 

3) Montrer qu’il existe un unique point N vérifiant AN ABN = CN 

et donner les coordonnés du point N. 

4) a) Montrer que le volume du tétraèdre ABCN est égal à <CN: . 

b) En prenant M = C et en utilisant la question 1°) 

Calculer l’aire du triangle ABC. 
c) En déduire la distance de N au plan ABC. 

NE Soit (0,0A,0B,0C)un R.O.N.D et M{Xx, y, z) 
H son projeté orthogonal sur le plan (ABC) et K son projeté orthogonal sur 

la droite (AB). 
1) a) Soit G le barycentre des points À, B, C affectés des coefficients 1, 1, 1. 

Déterminer les coordonnées de G. 

b) Montrer que (0G)L(ABC). 

c) Donner une équation cartésienne du plan (ABC). 

2) a) Montrer que MA .OG}- ME 

b) Calculer la distance de M au plan ABC en fonction de x, y et z. 

3) a) Interpréter géométriquement [MA A ME] 

Exprimer la distance MK en fonction de cette norme. 
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b) En déduire que Mk = 2z?+(1-x-y) . 
V2 

4) On se place dans le plan (OAB) : z = 0 et on considère l’ensemble l' des 

points de plan (OAB) qui sont équidistants du point O et du plan (ABC). 

a) Montrer que L' ne contient aucun point de la droite (AB). 

b) M(x, y, 0) un point de (OAB) et n’appartient pas à (AB). 

En utilisant les questions 2) et 3) Calculer . 

On donne, dans le plan, un quadrilatère convexe ABCD 
Les diagonales [AC] et [BD] se coupent en E. 

Soit F le point tel que DF=BE. 

1) Comparer les distances BD et EF puis les aires des triangles ABD et AFF. 
2) Montrer que le quadrilatère ABCD et le triangle AFC ont même aire . 

3) Montrer que ACABD=ACAAF. 

En déduire l’aire du quadrilatère ABCD à l’aide d’une expression faisant 

intervenir les vecteurs ACet BD. 
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CORRIGES 

\ / 2 1 

AC! -6 let AB| -3 | alors AC = 2AB donc C € (AB) 

—À —2 | 

4 

CD| 2 |; CD. AB=4-6+2=0 donc (CD).L (AB) en C 

1 

Ainsi C est le projeté orthogonale de D sur (AB). 

O(0,0,0) A(a, 0,0) B(0, a, 0) et C(0,0.,a). 
1)OA = OB = OC = a et OAB, OAC et OBC sont des triangles rectangles en ©. 

Donc BC = BA = AC ainsi a ABC, est équilatéral 

I le milieu de [AB] alors (550) 

a a £ 
2 3 3 

Cil © let CH! © alors CI _ÈcE comme OH Ê 
2 3 2 3 

-a _2a a 

3 3 
2 

73 2 32 3 6 6 3 

D'où (OH) L (CD) en H, ainsi [OH] est la hauteur issue de O au triangle 

OCI. 
2) BC? = AB? = AC? = OA? + OC? = 222. 

2 2 

HO = OD = D(, © TD et AD?= (3. ) + LE 
3 3 9 9 

2 2 2 

BD? = (3) {-) (2) = 2a? de même CD? = 23° 

Donc AD = BD = CD = BC = AB = AC d’où ABCD est régulier. 

1) a) [AF], [HF], [CF1 et [AC] sont les diagonales d’un carré de côté a 

Donc AF = HF = CH = AG Ta? 
lax 
  b) V, = Laire (AEH) x FE = 2 

3 6 
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c) On a Vkeru = Vanuc = Vuccr = Vagcr 
3 a” | 

donc V; = Vue — ( Vagru + Vanne + Vuccr + Vagcr) = 4° —4 2738 

d) VarcH = à aire (HFC) x d(A, (HFC)) 

comme HFC est équilatéral de côté a 2 sa hauteur est 8 av = V6 a 
2 

V6 

  

— a.V2a 2 

aire (HFC) = 2 V3 à 
2 2 

a 
donc d(A, (HFC)) = 3 Vire x __1__- 3 — 3 2 

aire(HFC) 34 V3 
2 

2) a) FC = ED donc AH . FC = AH . ED 

Or (AH) et (ED) sont les diagonales du carré ADHE. Par suite AH.FC=0 

Les droites (AH) et (FC) sont orthogonales. 

b) JA. TH = (IA? +JH®- AH 

or AH= V2 aetJA=JH=a4V2 car JA patteur du triangle équilatéral 

1 ,6a?  6a? 
AFC d’où JA . H = +7 2 = 7° 

\/ (U+V)A(U-V)=UAU-UAV+HVAU-VAY =-U A V-UAV=-2UAV. 

F + 
ainsi la réponse est [b| . 

2) P/P'é&net n'sontcolinéaires > nAn'=0 

d’où la réponse est (b] . 

JL L =— -X -X x 

3) MA| y MB| -y |alors MA AME| Y 

-Z -Z Z 

    
710 et Z= 72% 2* = 359 40e 
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-Z -Z 

et Y=] 1 l A) À) 7 ainsi la réponse est [a |. 
-—-X —-X 

2 

\? Vraie : ü, V,w sont coplanaires = w=au+by 

or uAvLu et uAvLv doncuAv L'au+bv=w. 

2) faux : [AB A AC]-2xaire ABC#aire ABC. 

3) Vrai: u AW (0,0, ac) — (UAW)AW a pour coordonnées 

(0-ac° ,acb-0,0-0) 

= (uAW)AW (-ac?,acb, 0). Onaussiu.w=ab et [| =b?+c?. 

+ — 2 — 

d’où @.w)w-]w] .u à donc pour coordonnées (-a?c, abc, 0) 

2 

    
donc AW) A w=(Uw)w-f ü. 

1 -1 X 

\/on a: ul-1{v| 2{alorsuavl Y 

Z 2 1 

-1 2 1 -1 
X= =1-4=5 et Y=Ù" |=3 e«z=| “|=1 

2 1 - -1 2 

-5 2 -1 

d’où uAv!-3 | or w|1| donc (unAv)Aw| 2 

1 0 1 

Des calculs analogues donnent : UA(VAW)=i+ 3j+k 

on à donc (UA) W% UA(VAW). 

VS aire ABC=JAB AAC] or AB(1,0,-1) AC(-1,2,-2) 

d'où ABAAC=2i+3;+2k ctaireABC= VAF9+ "1 

2) n le vecteurnormalà (ABC) —nLAB etn L AC 

2 
= n=ABAAC = n| 3 

2 

Ÿ 1) où 1 _(GA.208+0C)-204-208+0€ 
2+(-2)+1 . 
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alors x; =2x,-2x8+Xxc=-2 et Yo =2Va-2Ya Ye 2 
et z; = 27, -2z +Ze=-1 d'où G(-2,2,-1). 

2) V=2MA -2MB+MC-2(MG+GÀA)-2(MG +GB)+(MG+GC) 
=MG+2GA-2GB+GC=MG 

  

      

  

a ———,—————————— 

Ô 

0 -2-X 

3)a) AB) -1| V|2-y | = ABAV a pour coordonnées 

1 -1-Z 

-] - 1 -1-z 0 -2-x 
=1+7-2+vy=y+z-1; =-2-x et =-2-x 

1  -1-z -2-x -1 -1-2 

y+2z-1l 

d’où ABAV| -2-x 

-2-X 

b) AB.V=-2+y-1-z=y-7-3. 

4) AB.V=0 y-z-3=0 

y+z-1=1 
— = — y+z-1=0 
ABAV=OA & 4-2-x=0 4 à 

-2-x=0 | 

+2-1=1 
Ê É 3=0 on additionne membre à membre on obtient 2y-4=1 
Y-2-9= 

soit = d’où = .Un seul point répond au problème c’est le point 

de coordonnées 2,2, -2, 
2 2 

-2 

Ÿ 1) AH-| -3 | alors AH=,/4+9+16-/29 
4 

2) (AH).LP donc AH vecteur normal de P : -2x- 3y + 4z+1=0 

or HEP donc -2+3+12+d=0 «+ d=-13 d'où P:-2x-3y+42-13=0, 

3) a) Les coordonnées de B, C et D vérifient l’équation de P : 
(-2x*-6-3x1+4x1-13=16-16=0 = BEP) demêmepour Cet D. 
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10 5 

b) BC| 4 let BDI -6 | donc BC À BD à pour coordonnées (20, 30,-40). 

2 -2 

c) l'aire (BCD)=2 s BCA BD] 20" +30? +407 =5/29. 

1 145 
d) V=Bxh= (aire BCD)XAH= 529. V2 9 29 = = 

4) a) Aire (ABC) => {854 AC] 

-9 1 

AB] -1 |; AC] -5 let ABAAC(6,38,46) 

12 4 

d'où l'aire (ABC) = 6 +387 +46? =/899. 

b) Le volume de ABCD Fe aire (ARC) x hauteur issue de D 

  

  

    

aire ABC 7789 

x-2 x-3 

1) AM ÿ BM y+2 | alorsles coordonnées de AM À BMsont : 

z-1 Z 

y _y+2 
X= [ =Vyz-(z-1)(+2)=y-22+2 

Z- 

z-l 
= -DG-2)-206-2)ea 29 

x-2 -3 

X-2 Xx-3 
Z= =(x-2)(y+2)-y(x-3)=2x+y-4 

ÿ 

y-2z+2 

d'où AMABM| -x-z+3 

2x+y-4 

-X+y=-4+2z (1) 

2) -x-y=-11+2Z (2) 

2x +y-z=8 (3) 
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(1) + (2) donne —-2x = -15 + 3z = 2x = 15 - 3z 

| 7+2z 
(1) — (2) donne 2yV=74+72 > = 

+ 

On remplace dans (3) on obtient : (15-32)+ 2-28 D 2z=3 

d'où 2x=6—x=3ety=S5 

la seul solution de ce système est : (3, 5, 3). 

y-2z+2 X-2 

3) On sait que ANABNI-x-2+3 | et CN y-8 

2x+y-4 z+4 

y-2zZ+2=Xx-2 

ANABN=CN -X-2+3=y-8 

2x+y-4=7+4 

-X+y=2z-4 X=3 

Soit 4 -x-y=z-11l & 4y=sS 

2x+y-Z=8 z=3 

D'où il existe un unique point N(3, 5, 3) solution du système de la 
Question 2). 

4) a) ANABN=CN alors CN Là AN età BN = CN L(ABN) = CN 
est la hauteur de tétraèdre ainsi le volume(ABCN) 

1. 1 JAN 1 EN] 1 l'ex 
=— aire (ABN)*X CN ==x 1 _IXCN =ICN|.CN-=CN?. 

3 3 2 6 6 

b) En remplaçant les coordonnées de M par celles de C 

X=8+8+2=-18 

On obtient 4 Y=-2+4+3=5 

Z=4+8-4=8 

L'’aire de aBc=2 fac ARC]. +52+8 13 | 

c) Le tétraèdre ABCN a pour base ABC et pour hauteur issue de N 
appelons h la distance de N au plan ABC 

Volume de (ABCN) =; aire(ABC)xh or Volumede(ABCN) == CN’ 

D'où shx aire (ABC)== CN: 
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lon? 1 
Soit h=—2 9 CN] -3 | = CN=/1+9+49=4/59 

aire(ABC) 7 

1 2 
3 v59 50 
  D'où h= =2,9. 
; As V4 

0 0 061 (0R-08-00-1(0R+06 +00) 
, 1 1 1 

d'où x, =—(x, +Xs Xe); Yo == (Ya t Ya + Ye) Et Zoe = (Z +28 tZc) 
3 3 3 

or A(1, 0, 0) ; B(0O, 1, 0} et C(0, 0, 1) donc SG ). 

| sl 
AB| 1 | AC 0 

0 1 

1 1 
0G.AB=-1+120  0G.AC--1+120 

3 3 3 3 

11 
373 

b) OG 

W
I
 
w
i
 
w
i
 

donc OG LAB et OGLAC —(0G)L(ABC). 

c) (0G) L(ABC) alors OG est un vecteur normal à (ABC) 

d’où (ABC) xt y+z+d=0 or AE(ABC)= d=— 

ainsi (ABC) xt y tas e0 oùencore(ABC):x+y+2z-1=0. 

2) a) MA.OG=(MH+HA).0G or OG.LHA car (HA) (ABC) 

=MH.0G +HA.0G=MH.0G 
—,— 

0 

MA.0G]- 

  

  
d’où MH.06] or(MH).L(ABC) et (0G)L(ABC) 

donc(MH)|[(0G) d'où MHetOGsont colinéaires. 

donc (MH.0G) =0 où x (27) |cos(MH,0G) =1 
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=MH.0G-MH.—L. 
3 

cos (ME,06G) 
| — 

l 

  

par suite] MA.0G|-]MH|.|06]. 

1-x } 

b) MA. y OG!| alors MA.OG=L(1-x-y-2) 
3 3 

2 1 

# 
JMA.OG|==ft-x-y-2 dautrepar/MA.OG]="7 

  

d’où MH ANR 00 x y2 

3) a) La norme de [MA AME] représente l’aire du parallélogramme 

ayant les segments [MA] et [MB] pour côte consécutifs or le 

double de l’aire du triangle AMB. 

K étant le projeté orthogonai de M sur (AB) 

—(MK)_L(AB) = MK est la hauteur du triangle AMB dont l’aire 

est Fee or AB=V2. 

MA AMB 
On peut donc écrire l’aire du triangle AMB est PRE ve. 

  
IMA AMB 

2 
1-x -X 

b) MA! -y |etMBli-y| —Lescoordonnéesde MA A MBsont: 

    Soit vx =   

    

  

  

  

  

-Z -Z 

y 1-y -Z  -Z 1-xX x 
X= =zet Y= =7 et Z= =1-x-y 

-Z  -Z 1-x -x y  Îl-y 

Z 

=MAAME| z = [MA AME) = 22 +22 + (1-x y) 

1-x-Yy 

2 2, y 2 

ainsiMR = 2 CN 
V2 

4) a) On a (AB)C(ABC)= la distance de tout point de (AB) au plan 

(ABC) est nul et (O#(AB) la distance O à droite (AB) n’est pas nul) 
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= T° ne contient aucun point de (AB). 

4/27° +(1-x-y) 
b) On a MK = ——— 

2 

On obtient MK = fa-x-y 2 ee 

2 

Lh- X-Y- 2] 

Me (AB) MK #0 > = 0 d'où ME /2 
Eu MK 3 
V2 

1) On a BD-BE+ED-DF+ED A LP? 
=ED+DF=EF =BD-EF D 

or remplaçant z par 0 

  

x +y-1l 

  aire (ABD)==BDXAR et aire (AER)=S ERA B C 

H est le projeté orthogonal de A sur (BD) = (EF) et comme BD = EF 

alors aire (ABD) = aire (AEF). 

2) Aire de (ABCD) = l’aire ABD + l’aire BCD on sait que 

aire (ABD) = aire (AEF)on a aire (BCD) = = BDxCK et l'aire CEF=-L EFxCK 
2 

l'aire CEF= : EFxCK (K le projeté _L de C sur (BD) = (EF) )d’où 

l’aire BCD = l’aire CEF. donc Aïre ABCD = aire AËF + aire CEF = aire AFC. 

3) On a BD=EFalors ACABD=ACAEF- ACA(EA+AF) 

=ACAEA+ACAAF. car À, C,E alignés. d’où ACABD=ACAAF. 
— 

0 

+ aire ABCD = aire AFC = Jac NAFI= "AC E5|. 
2 2 
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