
Equations de droites, de plans et de sphères Enoncés 
  

ENONCES 

L’équation est — elle celle d’une sphère ? 

a)x?+y/+z-2x+4z-1=0 

b) 2x°+ 2y° + 2z°+ 6y + 8z-3=0 
c)x°+y/+7-2x+4y-6z+17=0 
d)x°+y"+2z-2x-2y+6z+12=0. 

Former une équation de la sphère : 

a) De centre A (1, 2.-3) et passant par B (1,-1,3). 

b) De diamètre [AB] avec A (1, 2,5)et B (3,-1,1) 
c) Passant par O, À (3,-1,0), B (0, 2,-3) et C (1, 1,1). 

Soit S la sphère de centre A (1,-2,0) de rayon 14. 

Soit P, l’ensemble des points de l’espace vérifiant l’équation : 

x-2y +2z + m= 0 ou m est un paramètre réel. 

a) Montrer que P, est un plan pour tout valeur de m. 

b) Calculer en fonction de m la distance de A à P.. 

c) Discuter selon les valeurs de m la position de S et P,.. 

d) Pour m = 4, déterminer SN P, 

\Ÿ/ Soit S la sphère d’équation : x? + y?+ z?- 2x - 4y + 6z + 3 = 0 
a) Déterminer l'intersection de S et l’axe des abscisses. 

b) Déterminer l’intersection de S et le plan xOy. 

Ÿ/ Soit la sphère S : x?+y?+7/-x+2y-4z+3=0 

-2 

Soit D la droite passant par À (3,-3,1) et de vecteur directeuru| 1 

2 

Montrer que la droite est tangente à la sphère S. 

\& Dans l’espace muni d’un repère ortho normal. 
On considère les points : A (0, 4,-1) : B (-2, 4,-5) ; C (1, L,-5) et D(1,0,-4). 

a) Déterminer une équation de chacun des plans médiateurs des segments 
[AB] [BC] et [AD] 

b) Démontrer que ces trois plan ont un point commun I. 

c) En déduire que I est le centre de la sphère S circonscrite au tétraèdre 

ABCD. Quel est son rayon ? 

d) Déterminer une équation de la sphère S. 

(O,i, j , K)R.ON. A et Mes points de coordonnées respectives 

(1,-5,7) et (1, 1,1). P le plan d’équation -2x +y +z-4=0. 

1) Déterminer une équation cartésienne du plan Q tel que le projeté orthogonal 
de l’origine O sur Q soit le point A. 
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2) Montrer que les plans P et Q sont perpendiculaires. 

3) Calculer la distance de M au plan P et du point M au plan Q. 

4) En déduire la distance M à la droite A=P NQ. 

5) Déterminer une équation du plan R passant par A et perpendiculaires aux 
plans Pet Q. 

LE QCM. Justifier votre réponse 

(O,i,j,k)R.O.N on considère A(3,1,3) ; B(-6,2,1) les plans 
P:x+2y+2z-5=0etP:-2x+z-1=0 

1) L'ensemble des points M tels que [MA + ME) =2est un 

[al plan [b] sphère [c] L'ensemble vide 

2) Les coordonnés de point H projeté orthogonal de A sur le plan P sont : 

1111 8 1 7 T 15 
0307 222%à = 

af 3 :) EH 3 +) BÉ 3 :) 

3) La sphère de centre B et de rayon 1. 

[al coupe le plan P suivant un cercle. 

[bl est tangente à P. 

ne coupe pas P. 

4) Le plan P” est : 

[al parallèle à P [b] orthogonal à P parallèle au plan (O, i,k) 

Soit P, le plan d’équation: (m+1)x+(2m-1}y+(m-1)z+2+m-0 où meIR 

1) Montrer que tous les plans P,, contiennent une droite fixe D, dont on 

donnera une représentation paramétrique. 

2) Montrer que D est incluse dans le plan Q:x+2y+z+1—0. 

3) Tout plan contenant D est il un plan P.. 

4) Soit le point A(cost,0,sint). Déterminer m pour que AeP.. 

VX OL. j k) un repère orthonormé. 

Le plan P:2x-y+z+1=0etle plan P':y+z-8=0 

a) Montrer que les plans P et P' sont perpendiculaires. 

b) Soit A(-1, 5, 3). Montrer que A est un point de P'. 

Déterminer la distance de A au plan P. 

Ç (O,iï, j, k) un repère orthonormé. Soient les points A(2, -3, 4); 

B(-3,1,2) et le vecteur U=i+ 2j+ 3k. 

1) Donner une représentation paramétrique de la droite D passant par À de 
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vecteur directeur U. 

2) Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par B 

et perpendiculaire à D. 
3) a) Soit H le projeté orthogonal de A sur P. Déterminer les coordonnées 

de H. 

b) Calculer la distance de A au plan P. 

4) a) Quel est le projeté orthogonal de B sur D ? 

b} Calculer la distance de B à la droite D. 

\Z On considère les plans P,,: 2x — 3my +2z+m-—1=0;melR. 

1) Montrer que tous les plans P, contiennent une droite fixe A parallèle au 

plan (O,ik). 

x-2y+1=0 

y-z+ti=0 

a) D et A sont-elles coplanaires ? 

b) Trouver une équation du plan contenant D et parallèle à A. 

2) Soit la droite D : 

3) a) Existe-il un plan P,, parallèle à a droite (0, 3). 

b) Soit le point Af costa. , = cos avec ae[0, 7] 

Peut-on déterminer à pour que AëP, ? 

Ÿ (O,ï, j, K) un repère cartésien. 

1) Montrer que l’ensemble des points M(x,y,2) de l’espace. 

Vérifiant : (x+2y-2z+2) +(3x+y+2z-1) = 0 est une droite D dont 

on déterminera un vecteur directeur . 

2) Démontrer que l’ensemble des points M(X,y,2) 

Vérifiant (x +2y-2+2) -(3x+y+2z-1) = 0 est la réunion 

de 2 plans. P et Q dont-on donnera les équations cartésienne. 

Prouver D=PAQ 

3) À tout me IR, on associe le plan P,, d’équation cartésienne : 

Pa: (1 + 3m}x + (2 + m)y + (2m-—-1)z+2-m=0. 

Montrer que tout plan P,, contiennent D. 

Tout plan contenant D est-il un plan P,,? 

14 L'espace étant rapporté à un repère cartésien (O,i, 3, k). On considère 

les droites D et D' de représentation paramétriques : 
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x=-1-20 x=i+A 

D'y=2-a ;aelR et D'4y=5-X ; ÀelR 

z=-2+30 z=l-3À 

1) Déterminer la position de D etD'. 

2) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant A(0,-1,2) et 

parallèle à D et à D'. 

3) le plan Pa: (m+1)x +2(m+2)y-(m+1}z+1=0. 
Montrer que tous les P,, contiennent une droite fixe À . 

4) Déterminer P, NP. 

5) a) Déterminer m pour que D soit parallèle à Ps. 

b) Dans le cas ou D n’est pas parallèle à P,. 

Déterminer les cordonnées du point L,, d’intersection de D et P... 

\y ABCDEFGH est un cube de côté a. 

D) a) Montrer que les faces du tétraèdre AFCH sont constitué des 
triangles équilatéraux. 

3 

b) Montrer que le volume du tétraèdre AEFH est égale à a 

3 

c) Montrer que le volume du tétraèdre AFCH est F 

d) En déduire la distance du point À au plan (HFC) 

2) On isole le tétraèdre AFCH soit J le milieu de [FC] 

a) Montrer que les droites (FC) et (AH) sont orthogonales. 

b) Calculer JA.JH en fonction de a. 

c) En déduire une valeur approchée en degrés à 10? près de l’angle AJH. 

\c/ soi S la sphère de centre A(1,-2,0) de rayon 14 . 

Soit P, l’ensemble des points de l’espace vérifiant l’équation : 

x—2y +2z +m = 0 ou m est un paramètre réel. 

a) Montrer que P,, est un plan pour tout valeur de m. 

b) Calculer en fonction de m la distance de A à P.. 

c) Discuter selon les valeurs de m la position de S et P.. 

d) Pour m = 4, déterminer SN P,. 

NV la sphère S : x?+y/+7?-x+2y-—47+3=0, 

-2 

Soit D la droite passant par A(3, -3, 1) et de vecteur directeur ul 1 

"(2 

Montrer que la droite est tangente à la sphère S. 
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Soi A et B deux points distincts de l’espace tel que : AB = a 

et I désigne le milieu de [AB]. 

Déterminer l’ensemble des points M de l’espace tels que : 

a) MA.MB-=K(kEIR) b) MA, 
MB 

Soient A(0,4, -1) ; B(-2,4,-5) ; C(L, 1, -5) et D(1,0, -4). 
a) Déterminer une équation du plan médiateur de [AB]. 

b}) Déterminer le centre et le rayon de la sphère S passant par les 4 points A, 

B, Cet D. 

c)le plan Q :x+y+7-—1=0 est il sécant à la sphère ? 
Quel est le rayon du cercle d’intersection de S et Q ? 

Soient A(6, 0, 0), B(0, 6, 0) et C(0, 0, 6). 

1) Déterminer les coordonnées de G tel que OG+2AG +3BG 0. 

2) déterminer l’ensemble S des points M de l’espace définis par 

(MO+2MA+3MB).MC=0. 

3) Soit P le plan d’équation 3x + 4y +7 = 0. Déterminer la distance du 

centre I de S à P. Que peut-on en déduire pour S et P ? 

Ÿ 21 7 Soit A et B deux points distincts tel que AB = a ; (a > 0). 

1) Déterminer l’ensemble des points M tels que MA? + 2MB° = k. 

(k un réel positif). 

2) Traiter analytiquement ce problème lorsque A(1, -5, 2) et B(-2, 1, 2). 

Ve les points A(4, 0, 0) et B(0, 0, 4) et C(0, 4, O). 
a) Montrer que ABC est un triangle équilatéral. 

b) Ecrire une équation de la sphère S de diamètre [BC]. 

c) Soit I est le milieu [AC], vérifier que Les. 

d) Soit P le plan perpendiculaire à (BC) passant par I. 
Écrire une équation cartésienne de P et déterminer SN P. 

oit la famille des sphère S, , meIR 

Sn: x? + y? +27 + mx +2(m-1)y+(m+4)z+1=0. 

a) Déterminer le centre w,, et le rayon R;... 

b) Quelle est l’ensemble des points w,, quand m varie dans IR ? 

c) Montrer qu’il existe un cercle € (2, r) tel que pour tout mEIR,ÈCS,,. 

d) Démontrer que pour tout point M, n’appartenant pas au plan du cerclet 

il existe une sphère $,, et une seule passant par Mi. 

e) Démontrer qu’il existe deux sphère $,, tangentes au plan Q : z=0. 

VW a, 1, 3) et B(3, 5, 1). 
1) Soit Q le plan médiateur de [AB]. Donner une équation cartésienne de Q 
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2) A tout réel m, on associe le plan P,, d’équation : 

P,:(m+2}x-(m+l)}y-mz+3m-1=0. 

a) Déterminer l’ensemble E, des réels m tels que P, et Q sont parallèles. 

b) Déterminer l’ensemble E, des réels m tels que P,, et Q sont 

perpendiculaires. 

3) Soient S — (MayDesne + +7? 223-520) 

a) Montrer que $ est une sphère dont-on précisera le centre Ï et le rayon. 

b) Déterminer suivants les valeurs de m, les positions de plan P,; et de 

la sphère S. 

c) Déterminer P, NS. 

Ÿ 25 /Soient P et Q les plans d'équations : P:x+2y—2=0 

etQ:2x+z-8=0. 

1) Montrer que P et Q sont sécants et donner la représentation 

paramétrique de A=PNQ. 

2) On considère S$,, l’ensemble points de l’espace E tel que : 

x + y +77 — Dmx — 2y + 2(2m-3)z- 12m+1=0. 

a) Montrer que $, est une sphère pour tout réel m. Préciser son centre I, 

et son rayon. 

b) Déterminer l’ensemble des points I, lorsque m vraie dans IR. 

3) a) Montrer que $, et Q sont sécants et déterminer leurs intersection. 

b) Déterminer SN A. 

Soient A(1, -2, 3) ; B(-2, 1, -8) et C{ 0, 0, -2). 
1) Montrer que l’ensemble P des points M de l’espace vérifiant : 

MA° - MC° = 10 est un plan orthogonal à (AC). 

2) Soit le sphère d'équation x° + y*+2?-2x+y+2z=0 

Montrer S {\P est un cercle dont-on précisera le centre et le rayon. 

3) Soit le point G défini par GA+GB-3GC=0. 
a) Déterminer les coordonnées de G. 

b) Donner une équation cartésienne du plan Q tangent à S en G. 

4) Donner une représentation paramétrique de À , la droite d’intersection de 
P et Q puis préciser SN À 

V5 l’espace rapporté à un repère orthonormal (O 1 ; j , k) , 

on considère les points A(1, 2, 2) ; B(3, 2, 1) et C(1, 3,3). 

1) Montrer que les points A,B et C déterminent un plan. 

Donner une équation de ce plan. 

2) On considère les plans P; et P, d’équations respectives 
P,:x-2y+2z-1=0 et P,;:x-3y+272+2=0, 

a) Montrer que les plans P, et P, sont sécants. On notera A leur droite 

83



Equations de droites, de plans et de sphères Enoncés 
  

d’intersection. 

b) Montrer que le point C appartient à la droite A. 

c) Démontrer que le vecteur u (2, 0, -1) est un vecteur directeur de la 

droite A. 

d) En déduire une représentation paramétrique de la droite A. 

3) Pour déterminer la distance du point À à la droite À, 

on considère le point M de paramètre k de la droite A. 

a) Déterminer la valeur de k pour que les vecteurs AMetu soient 

orthogonaux. 

b) En déduire la distance du point A à la droite A. 

NA B et C sont trois points de l’espace non alignés et k est un réel de 

l'intervalle [-1, 1]. 

On note Gk le barycentre des points pondérés (A, k° + 1), (B, k) et (C, -k). 

1) Représenter les points À, B, C, le milieu I de [BC] et construire les points 

Gi et G... 

2) a) Montrer que pour tout réel k de l’intervalle [-1, 1], 

  

on a l’égalité AG, = RC . 

b) Etablir le tableau de variation de la fonction f définie sur [-1, 1] 

-X 
(x) = . par f(x) TE 

c) En déduire l’ensemble des points G, quand k décrit l’intervalle [-1, 1]. 

3) Déterminer l’ensemble & des points M de l’espace tels 

que J2MA+MB-MC =]2MA-MB+MC . 

4) Déterminer l’ensemble des points M de l’espace tels 

que J2MA+MB-MC =|2MA-ME-MC .     
5) L’espace est maintenant rapporté à un repère orthonormal (0 1, j , k) . 

Les points À, B et C ont pour coordonnées respectives (0, 0, 2}, (-1, 2, 1) 

et (-1,2, 5). 

Le point G, et les ensembles 6 et sont définis comme ci-dessus. 

a) Calculer les coordonnées de G, et G1. 

Montrer que les ensembles £ et %sont sécants. 

b) Calculer le rayon du cercle & intersection de & et 77. 
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CORRIGES 

q a)x?-2x+y*+7/+4z-1=0 
S(x-1) —-1+y +(2+2ÿ -4-1=0 S(x-1) + y/+ (2 +2) = 6. 

C’est l’équation de la sphère de centre I (1, 0,-2) de rayon V6 . 

b)2x°+2y/+27/+6y+8z2-3=0< x7+ y+7/+3y + 4z- 5=0 

 x°+ y°+ 3y + 27+ 47- 2-0 & x?+(y +) + (242) -4-2=0 

& x +4 +(z+2) +. 

C’est l’équation de la sphère de centre l’ Q-5,-2) de rayon . 

c)x/+y +2 -2x+4y-62+17=0 x7-2x+y"+4y+2-6z2+17=0 
(x-1)-1+(y+2Ÿ-4+(2-3)-9417=0 
S(x-1} +(y+2) +(2-3) =-3 impossible 

d)x?+y/+2-2x-2y+62+12=0e(x-1) +(y-1)+(z+3) =-1. C’est 
aussi le vide. 

Ÿ/° S est la sphère de centre À passant par B ou encore de centre À de 

rayon AB = (1-1) +(-1-2) +(3+3) =3V5. 

M(x,y,z)eS AM=AB & AM°= AB 
(x -1)+ (y - 2) + (2 +3) = 45 d’où S: (x - L)?+ (y - 2) + (z +3) = 45. 

  

b) I = A* B donc 1(L22,221 3 #5 où 1 (2,2,3) 
2 2 2 2 

AB _v2?+3+4 429 
Le rayon est: —— = -— 

2 2 2 

MES 2 M À, d'où S:{x - 2)*+ (y + (z-3ÿ = . 

c) S: x°+ y°+z°+ ax + by +cz+d=0 
OEeS<> d=0. 

A(G3,-1,0)eS & 10+3a-b=0 eus be 

B(0,2,-3) ES & 13 +2b-3c=0 œc=ib+ 
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CALDEeSS3+a+b+c=0.On remplace a et c par leurs expressions : 

3 + Gb) +b+(Éb+ 2)—0 <2b=-4&b=-2d'oùa=-4detc=3. 

Donc l'équation de la sphère est : x°+ y?+ z°- 4x - 2y + 3z = 0. 
VV on pou 

(1,-2,2) # (0,0,0) donc pour toute valeur de m, P,, est un plan. 

  

  

b) d (A, P) = L+4+m) __|5+ml _|S+ml 

P+(-2ÿ +27 VO 3 
2 2 2 k 

c)d-R°- 6» La 25+m°+10m ,, _m°+10m-101 

A'=5?+101 = 126 alors VA' =3V14. 

m'= -5 - 3/14 ; m"=-5 + 314 

m À-c0 m’ m’°? +00 

ŒR | + $  - 9 + 
Sim €]-—00,—5 —34/14[0]-5 + 314 ,+00f alors d>R 

Donc P, est extérieur à S. 

Sim el-5-— 3V14,-5 + 3Vi4f alors d<R donc P,,etS sont sécants. 

Sim=-5-314oum=-5+3V14 alors d =R donc P, est tangent à S. 

d) Pour m= 4, 4 e]-5 3414, —5 + 3V14[ donc P,, est sécants à S. 

D'où S NP, est un cercle de centre Q de rayon r = ŸR°- d? = V5 

  

1 

Q (x, y, 2) est le projeté orthogonal de A sur P, et n, —2 | est un vecteur 

2 

normal de plan P, alors il existe a € IR tel que AQ = an4 

x=g+l 

d’où <y=-2a-2 or QEeP, donc (a +1)-2 (-2a-2) +2(2a) +4=0 

z= 20 

< a=-l donc x=a+1l=0;y=-2a-2-0 etz= -2 d'où 61(0,0,-2) 

P,NS=£ cercle de centre Q (0,0,-2) de rayon V5. 

1 

\ , a) L’axe des abscisses a pour vecteur directeur il 0 | et passe par 

0 
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X 

O(0,0,0) donc une représentation paramétrique est : 4y=0;aelR . 

z=0 

x=@ x= 0 
_ =0 =0 

MG,y,DeSsn(0De)” 4 
z=0 z= 0 

x°+y/+2/-2x-4y+62+3=0 [a?-2a+3=0 

a-2a+3=0 

A'=1-3=-2 < 0 donc on n’a pas de solution d’où S A(0,=@ 

b) k est un vecteur normal de (xoy) d’où (xoy) : z=0 

S:(x-1)-1+(y-2)-4+(z+3)-9+3=0, 
D'où S :(x-1})+(y-2)+(z+3) = 11. 

Donc S de centre I (1, 2,-3) et de rayon 11 et d (; cop =3<4i1. 

Donc SN (xoy) est un cercle € de centre H le projeté orthogonal de I sur (xoy) 

et de rayon r = VR?- d? =11-9 =/2. 

D 

* TH=ok Yu = 2 

Zy=-3+a 

H e(xoy) & z, =0=a-3-0&a=3 d'où H(1,2,0) 

M(x,y,2eD&AM=aU:aelR 

x=-2a +3 

D'oùD:4y=a-3 : a elR 

z=20+I 

x=-20 +3 

Nx,y,z)eDNS&4y=a-3 etx/+y +2-x+2y-42+3%=0, 

z=2a+] 

On remplace x, y et z par leurs valeurs dans l’équation de S, on obtient : 

(20 +3) + (0-3) + (2a+1)°- (-2a+3) +2(a -3)- 4 (2a +1) +3 = 0 

& 9a°-180 +9=0<9(a°-20+1)=0 > (a-1)} =0a=1, 

Donc D est tangente à S en un point H(1,-2,3). 

)M € au plan médiateur de [AB] < MA = MB < MA? = MB? 

& OP +4 + (+ DE (+2) + (y 4) + (a+ 5 
87



Equations de droites, des plans et de sphères Solutions 
  

x+2z+7=0 

De même on trouve : le plan médiateur de [BC] a pour équation x —-y+ 3 = 0 

et le plan médiateur de [AD] a pour équation x — 4y - 3z=0 

x+22+7=0 7, 2= 3 
b)4x-4y-3z=0< x - 4435 (7) = 0 S4x=-l 

x-y+3=0 y=x+3 y=2 

donc I (-1,2,-3) € au 3 plans médiateurs 

c) I est équidistant des points A, B et I est équidistant des points B, C 

l'est équidistant des points À, D. Donc IA = IB = IC = ID 

D'où I est le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD. 

Le rayon de cette sphère est IA = 3 

d) Une équation de la sphère est (x + 1}? +(y-2} +(z+3ÿ/ =9 

1) OA (1,-5, 7) est un vecteur normal à Q d’où Q :x-5y+7z+d=0 

AEQS1+25+49+d=0e d=-75 
DoncQ:x-5y+7z-75=0 

—2 1 

2) n| 1 normal de P et OA | -5 normal de Q 

1 7 

n.OA=-2-5+7=0 n1OA doncPLQ. 
72 4 

3) d(M, P}= —— et d(M, Q) = — 
75 V6 

4) Les plans P et Q sont perpendiculaires 

La distance h = d(M, A) avec A = PANQ. 
2 2 

: 4 72 2 1346 
Vérifieh=|—| +| = | =*- 

+ Æ) 5 3 

à 

5) Soit n, | b [normal de R. 

c 

RIPetR1Q=—n,lnet n, LOA d'où n, =nA1AOA 

  

1 5 

1 7 
12 

… —— ||2 1 — 
n A OA soit n,| 15 

1 7 

-2 1 

1 -5 
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Donc R : 12x +15 y +9z+d=0 

AER&12-75+63+d=0d=0 

R:12x+15y+9z=0 soitR : 4x +5y+3z=0 

1) La réponse est |b] : I= A x B alors MA+MB = 2MI 

IMA+ME|-2 2M26 Me Mes, 

2) La réponse est [cl] : AH=0n, etHeP 

Xy 0 +3 

Yu = 20 +1 et xx + 2yn + 2zu-5 = 0 

Zy = 20 +3 

a+3+d4a+2+4a+6-5= 0 

9a = 6 a =-2 d’où H(2L, =>) 
3 7 3 3 3 

3) La réponse est |c| : d(B, P) = Hétit-4.s et . >] 

donc S ne coupe pas P. 

1 —2 

4) La réponse est [b] : n 2|n) 0 letn.n'=-2+2=0 nn =P LP 

2 1 

1) (m+1 }x+(2m-1}y+(m-1)z+2+m=0 

m(x+2y+2+1)+x-y-z+2=0 

L’équation est varie pour tout mME IR donc elle est équivalente à : 

x+2y+z+1=0 on pose y=@ le système devient x +27 1-20 
X-y-z+2=0 X-Z=0-2 

on additionne membre à membre 2x=-3-a@ d'ou x=-lu-à 

1-20 0 3) 3431 et Z 1-22 + (La + 3]âone z 54+2 

_-_1,_3 
*772972 

Le système équivaut à 4 V=@ ; «a ER 
-3,.1 
72472 
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C’est une représentation paramétrique d’une droite D de vecteur directeur 

1 
>| 2 es C3 01 u L, et passe par le point de coordonnées 50,5). 

72 
Donc tous les plans P,, passent par la droite D. 

x=-1o-2 
2)Soit Me(x,y,zJeD &ly=0 

=39+1 Z= 20+5 

La -3)+20+( 30 +4)+1-20-24-3+3- Ca Jr 2a+ 5a+7/r1 20-20 5 +5 0 

donc MEQ par suite DCQ. 

3) DCQ,Q est il un plan P,, c’est à dire existe-t-il Motel que Q =P,,. 

sf] 5 
On a ‘ vérifie 1+2(-1)+1= 0 alors v est un vecteur de Q donc de 

Pr, (mo +1 )- e Mo - 1)+ (mo - 1)= 0< 1=0 impossible 

donc il n’existe par un réel m, telque Q = P, . 

On conclut que : Q contient D et n’est pas un plan P,.. 

d’ou tout plan contenant D n’est un plan P,. 

4) AEPn(m+1l)cost+(m-1}sin t+2+m=0 

< m{cost+sin t+1}+cost-sint+2=0 

Si cost+sint+1#0 alorsm-"Cost+sint-2 
cost+sint+1l 

2 0 

\Y a) n| -1 | vecteur normalde P, N! 1 | vecteur normal de P' 

1 l 

n.N=2.0+(-1).1+1.1=0donc nLN d'où PLP"' 

b)5+3-8=-8-8-0 donc AeP' 

D+P+r V6 2 

\E 1) M{x, y, z)eD il existe a eIR telque AM=aU 
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x-a+2 x=-0+2 

<< y=2a-3 d'où D:y=2a-3 ; aelR 

z=3a+4 z=3a+4 

2) P LD donc U est un vecteur normal de P. 

d’où P:-x+2y+3z+d=0 

BeP&43)+2.1+3.2+d=0 d=-1l 

Par suite P:-x+2y+3z-11=0. 

3) a) H est le projeté orthogonal de A sur P alors (AH) LP d'où AH etU sont 

Xy =-0+2 

colinéaires donc il existe aeIR telqueAH=a.UÙ & À y,, =2a-3 

Z, =3a +4 

HEP © -xy + 2yu + 3zu — 11 = 0. 

En remplaçant xx, Yu et Zu par leur valeur on obtient : 

a-2+40-6+9a+1=0< 14a=7< ges par suite H(23-2; 2) 
2 

_|2-6+12-11]. 7 _Vi4 
b) d(A , P)= = 

Jir2+3 Vi 2 
4) a) D une droite perpendiculaire à P en H alors tout point du plan P se 

projette orthogonalement sur D en H donc le projeté de B sur D est H. 

166 
b) d(B, D) = BH - fr +(-2-1) +02) = ————, 

2 

2 1)2x—3my+2z+m-1=0 

<> m(-3y + 1)+2x + 2z — 1 = 0 vraies pour tout réel m, donc l’équation est 

  

  

-3y+1=0 
équivalente à Ÿ (1). 

2x+2z-1=0 

x=@ 

On pose x = a alors (1) = ;ae IR 

l 
z=-0+— 

2 

91



Equations de droites, des plans et de sphères Solutions 

c’est la représentation paramétrique d’une droite A passant par le point 

1 

(0.2.3) de vecteur directeur u| 0 

-1 

0 

Le plan (O,i,k) : y = 0 donc n| 1 | vecteur normal de (O,i,k) 

0 

n.u=0 donc(O,i,k)//A 

F -2y+1=0 
2) a) D: 

ÿ-z+1=0 

x=2f-1 

on pose y =f d'où y=$ : BEIR , c’est une représentation paramétrique 

z=B+l 

2 

de D, de vecteur directeur V| 1 passant par K(-1, 0, 1). 

1 

2 _—  — 

’ r1=0 donc Uet V sont non colinéaires. 

x=2B-1=a (1) 

MeDhAe y=p== (2) 

1 
z=f+1=-0+— (3) 

2 

Ï 1 
QE donc (las. 

Vérifions dans (3) : #1 =: + impossible d’où D A=$ 

DnA=$ et (Ü et V non colinéaires) donc D et A sont non coplanaires. 

b) Soit Q le plan contenant D et parallèle à A alors KeQ et V etU sont des 

vecteurs directeurs de Q. 
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a 

NI b | vecteur normal de Q donc N.V=0 et N.U=0 

C 

a-c=0 et 2a+b+c=0&a=c et b=-3c 
KEQ S-a+c+d=0 &d=0 d'où Q : ex -3cy +cz=0 

par suite Q:x-3y+z=0 

2 

3) a) Soit N| -3m | vecteurnormaldeP. : P./(O,)= NL; 

2 

&-3m=0<m=0 donc le plan P, // (O, j) 

b)AEP, © 2cos/a-m-cos0+m-1=0<>2cos/u-cosa-1=0 

2—1-—1=0 donc cosa-1 ou cosu=-— ,;orae(0, x] 

27 
d’où a=0 ou a 

VV (4 2y 2249 + Gray 422-120 (1) 
x+2y-z+2=0 et 3x+y+2z-1=0 

On pose z =a on obtient : x+2y =a-2 et 3x+y—=-2a+1 

ou encore x +2y =a-2 et -6x-2y=4a-2 on additionne membre à membre on 

obtient : -5x=5a-4 d'où x=-ù +< 

3x+y=-2a+ly=-3x-2a+1 d'où y=30- 2 24+1=a 2. 
. 5 5 

4 
X=-Q+— 

(De vu «ER 

ZX 

C’est une représentation paramétrique d’une droite D passant par le point 

-1 
4 7 . CE 

Le 7 0) et de vecteur directeur W| 1 

l 

2)(x+2y-2+2) -(3x+y+2z- 1) =0 
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S(x+2y-z+2+3x+y+2z-1)(x+2Y-Z+2-3x-y-2z+1)=0 

> (4x +3y +7 + 1)(-2x +y -3z +3) =0 

D Ax+3y+z+1=0 ou -2x+y-3zZ+3=-0 

4x + 3y +z + 1 =0 c’est une équation cartésienne d’un plan 

de même -2x + y -3z+3=0 

d’où l’ensemble recherché est la réunion de deux plans P et Q, 

P:4x+3y+z+1=0 et Q:-2x+y-3z2+3=0 

x+2y-z+2=0 (1) (D +(2) 4x +3y+z+1=0 
MeDS (= 

3x+y+2z-1=0 (2) (2)-D 2x-y+3z-3=0 

4x +3y+z+1=0 
ou encore Fo) MEPANQ donc PAQ=D. 

-2x+y-32+3=0 

X=-U+— 
3 

3) L*° méthode :MeD< y=u-— 

ZT 

a+ Em) +(a-2)( +) +a(2m-1)+2-m= 0.0 +00 

donc ME P,, pour tout valeur de m d’où DE Px. 

2°" méthode : 
(1 + 3m}x + (2 + m)y +(2m-1)z+2-m=0 
m(3x+y+2z-1)+x+2y-7+2=0, l'équation est vraie pour toute valeur 

de m dans IR, donc l’équation est équivalente à : 

3x +y+2z-1=0 

Ê +2y-z+2=0 

cartésienne de D d’où DEP... 

se sont les équations de P et Q donc c’est une représentation 

2 

Soit R le plan passant par I de vecteur directeur W e&V|0 

-3 

1+3m 

n| 2+m | vecteur normal de P 

2m-1 

V.n= 2(1+3m)-3(2m-1)=5 40 donc V n’est pas un vecteur de P, 

par suite R est un plan contenant D'etRGP,. 

donc tout plan contenant D ne peut pas être en général un plan de P... 
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-2 

\E 1) D passe par A(-I, 2, -2) de vecteur directeur U! -1 

3 

1 

D' passe par B(1, 5, 1) de vecteur directeur V|-1 

-3 

-2 
* 

  
340 donc U et V non colinéaires 

D'où D et D' sont non coplanaires ou sécantes 

x=-l-2a=1+X (1) 

*MeDCD'é4y=2-a—5-À (2) 

z=-2+3a=1-3X1 (3) 

(1) +2) =1-3a=6 ea 

(1) H=-2-20=-2+10 2 4 
3 3 

Vérifions dans (3) : -2 — 5 = 1 — 4 impossible donc DA D'=6. 

Conclusion : DA D'=$ et Ü et V non colinéaires alors D et D' sont non 

coplanaires. 

a 

2) Soit N vecteur normal de P.N\b|. 

c 

D/P& N.ÜU=0€ 2a-b+3c=0 (4) 

D'/PSN.V=-0@a-b-3c=0 (5) 
(4)+(5) =-a-2b=0 & a =-2b 
(5)=3c=a-b=-3bec=--b 

AeP&-b+2c+d=0< d=b-2c d’où d = 3b 
P:-2bx+by-bz+3b=0 d'oùP:-2x+y-z+3=0 

3) (-m+1)x+2{(m+2)y-(m+1)z+1=0 
m(-x+2Y-z)+x+4y-z+1=0 

L’équation est vraie pour tout mEeIR donc elle est équivalente 
x + -7 = a? 2y-2z 0 o 

x+4y-z+1=0 
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1 
On additionne membre à membre 6y — 2z + 1 = 0 ou encore z = 3y +3 

on pose y =f donc 2=3p+> 

1 1 1 
X=2y-7=2V-3y-—=-y-—=-$-— y Y-3y- y he 

1 x=-B-— 
P 2 

De<y=f ; BP EIR 
1 

z=3B+— 
P 2 

C’est une représentation paramétrique d’une droite À passant par le point de 

1 1 7 
coordonnées CF; ,0 7) et de vecteur directeur W| 1 

3 

-2x+y-7+3=0 -6x+3y-3z+9=0 
4) MEeP,NnPe (ID) ouencore 

-Xx+8y-3z+1=0 -x+8y-3z+1=0 

x = -Ô +8 
5 

on pose y =6 :(D) + y=û : ÔEIR 

z=3 _ 
5 

c’est une représentation paramétrique d’une droite A "passant par le point 

8 1! 7 
Ce ,0,— 5) de vecteur directeur W| 1 

3 

-m+i 

5)a)D//P,, u Ln avec n! 2m+4 | vecteur normal de Pi 

-m-1 

< (2).(m+1)+(-1)Qm+4)+3(m-1)=0m=-3. 

b) D et P,, sont sécants  mZ-3 
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x=-]-20 

y=2-a 
I,eDNP,<e 

=-2+30 

(m+1)x+2(m+2)y-(m+1)z+1=0 

On remplace x, y et z par leur valeur dans la 4°" équation on obtient : 
(2m + 1)C1 - 20)+(2m+4)(2-a)-(m+1)(-2+3a) +1=0 

    

  

-7m-10 7m+10 
&u(-3m-9)=-7m-10 or m#-3 d'où ==" 

-3m-9 3m+9 

l7m+29 m+8 I5m+l?2 
donc I, (- ; ; | 

3m+9 3m+9 3m+9 

d 1) a) ABCDEFGH est un cube 
alors les diagonales des faces 

ont une même longueur V2a donc AH 

2a= AF=AC=CF=CH=AF 

d’où le tétraèdre ACFH est régulier 

ainsi les faces de ACFH sont des H 

triangles équilatéraux. 

  

    

  

      

A 
b) Le volume de AEFH est égale à s'ae de la base x Hauteur 

__ AEx' aire(EFH) axEFxEA _a° 

3 6 
c) Le volume de AFCH est égale au Volume du cube -4 x Volume AEFH 

FH rectangle en E)   

= 4° _4xl as ls. 
6 3 

d) Le volume de AFCH est égale d’une part a 

d’autre parte (aire de la base x hauteur). 

l,5 
3° 

FCH est un triangle équilatéral de coté V2a donc son aire 

-< An x aire de FCH avec H° = projeté L de A sur (FCH) 

est. VZa(V2 3 8 e d’où à AN ainsi (A, (HCF)) = arr = 

2)a)OnaJ=F * Cet HEC, AFC deux triangles équilatéraux 
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donc (HJ) et (AJ) sont des hauteur pour HFC et AFC 

ainsi (HJ) L (FC) et (AJ) L (FC) d’où (FC) L (AH) or (AH) € (AHJ) 

donc (FC) est orthogonale à (AH) 

b) JA.JH=JAXJK avec K le projeté orthogonal de H sur (AFC) 

(HK) L (AFC) donc (HK) est orthogonale à la droite (FC) c (AFC) 

* (FO) est orthogonale à (HK) et à (AH) alors (FC) L (AHK) 

* (FC) L (H}) et (FC) .L (AD) = (FO) L (ARN) 
par suite (AHK) = (AHJ) qui est le plan médiatrice de [FC] 

ainsi K est le centre de gravité de AFC 

— — 1. 1.,, 1 r, finalement TA.TH=JAXIK <JAx-JA= JA == (V2) = 

c) cosAJH-4H 2 1 donc AJH=70°,56 

G + 
a)Pn:Xx-2y+2z+ma=0. 

(1, -2, 2)# (0, 0, 0) donc pour toute valeur de m, P,, est un plan. 

[1+4+m| _[5+m)_|5+m| 

VP+(2ÿ +27 V9 3 
_25+m° +10m 4m +10m-101 

9 

b) d(A, Pr) =   

2 

d-R2= En 14 

A'=52+101=126 alors VA'=3V14 

m'=-5-3V14 ou m"=-5+3V14 
  

m —2 m m" + 

FR + Ÿ = P + 
Si me |-c,-5 314 0 f5+3014,+0f alors d > R donc P, est 

0 0)   

        

extérieur à S. 

Sim ce} 3,14 ,=5+ 31al alors d <R donc P,, et S sont sécants. 

Sim=-5-3V14 ou m=-5+3V14 alors d = R donc P, est tangente à S. 

d) Pour m=4, 4e |-5-3V14 , -5+3414[ donc P,, est sécant à S. 

d’où SAP, est un cercle de centre @ derayon r=4/R? -a4? =/5 
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1 

Q (x, y, z) est le projeté orthogonal de A sur P, et n, -2 |est un vecteur 

2 

normal de plan P, alors il existe aeIR tel queAQ=an, 

x=at+l 

d’où 4 y=-2a-2 orQeP, donc(a+1)-2(-2a-2)+2(2a)+4=0 

z=2a 

a=-1 donc x=a+1=0; y=-24-2=0 et z=-2 d'où Q(0,0,-2) 

P4NnS =£ cercle de centre Q (0, 0, -2) de rayon Vs 

(x, y,z)eDe AM=aUÙ : aelR 

x=-20 +3 

D'où D':4y=a-3 ; ae lR 

z=2a+l 

x-20+3 

NX y,z)eDNSS{y=a-3 et x°+y”+z/-x+2y-4z+3=0 

z=2a+l 

On remplace x, y et z par leurs valeurs dans l’équation de S, on obtient : 

(-2a+3)° +(a-3)° +(2a+1)° -(-2a+3)+2(a-3)-4(2a+1)+3=0 

<> 9° -18a+9=0< 9(o° -2a+1)=0(a-1) =0a=1. 
Donc D est tangente à S en un point H(1, -2, 3). 

\y MA.BM=Kk & (Mi+IA).(MI+IB)=k 

MP +IA.IB+MI.(IA+IB)=k or IA=-IB 
2 

MP =Kk-IA.IB & ME =k+IA?=k ee 

2 2 
. a a | , 

Si k + 3 <0 ouencore k< "x alors l’ensemble recherché est le vide. 

2 2 

Si k +0 ou encore k=T alors ME =0 &M=I] 

donc l’ensemble recherché est {I}. 
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2 2 

Si k +7 >0 ouencore k> — alors l’ensemble recherché est la sphère de 

2 

centre I et de rayon Jk ++ . 

b) = 2e MA? =4MB* <> (MA +2MB).(MA -2MB)=0 
Soit G le barycentre de (A, 1) et (B, 2)  GA+2GB=0 

Soit G' le barycentre de (A.,l)et (B,-2) G'A-2GB=0 

d’où MA +2MB=3MG et MA-2MB=-MG' 

par suite 2 = (3MG).(-MG')=0 <> MG.MG'=0 

< MG MG d’où l’ensemble recherché est la sphère de diamètre [GG 

VS 1% P le plan médiateur de [AB] passe par I le milieu de [AB] et de vecteur 

-2 

normal AB| 0 |etI(-1,4,-3)d’oùP:-2x-4z+d=0 
À 

IEP &2+12+d-0 & d=-14 doncP:-2x-4z-14=0 

ouencore P:x+2z+7=0. 

b) Soit H le centre de la sphère S comme À, B, C et D appartiennent à S 
Alors HA = HB = HC = HD = rayon donc HEP et HeP'etHeP" 

avec P'le plan médiateur de [BC] etP"le plan médiateur de [CD] 

, 5 ms L 9 
B Cr, S) etC*D=I] 355) 

3 0 

BC! -3 let CD] -1 

0 I 

BC normal de P' d'où P' : 3x — 3y + d = 0 

3 15 
l'éPs-—-—+d=0 & d =9 

2 2 

P':x-y+3=0 de même P":-y+z+35=0 

x+2z+7=0 (1) 

HEPNP'SP'e4x-y+3=0 (2) 

-y+z+5=0 (3) 
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(2) x=y-3 et(3) ez=y-S5 

On remplace dans (1) =(y-3)+2y-10+7-0 & y=2 

D'où x=-1 etz=-3 donc H (-1, 2, -3), le rayon est R = HA = 3. 

c)Q:x+y+z-1=0 

-1+2-3-1 
d = dŒH, Q) = F1+2-3-1] =\3<R donc Q est sécant à S. 

3 
le rayon du cercle est JR? -d° =,/9-3 =/6. 

Xe 1) OG + 2AG +3BG = 0 
X X 

On pose G{x, y, z) alors OG y |; AG y | : BG y-6 

zZ 

2-04 8-0 x=2 

OG +2AG +3BG =0e4y+2y+3(y-6)=0 € À y=3 d'où G(2,3,0) 

z+2z+3z=0 z=0 

2) (MO+2MA+3MB).MC=0 

MC.(MG + GO + 2MG + 2GA+3MG + 3GB) = 0 

< MC. 6MG = 0 car GO + 2GA + 3GB = Ü 

MC. MG= 0 donc S est la sphère de diamètre [CG] 

MCMG=0 > x?+y/+7/-2x-3y-62=0(x-1) + (y + -3)ÿ= 4 

donc $ est de centre I(1, —) de rayon =. 

3+6+— 
  

2 

3) d(I, P) = = 3 = rayon de S donc P est tangent àS. 
3° +4? 

g 1) Soit G le barycentre des points pondérés : (A,1) et (B,2) 

+ GAHGE-0 > AG TA © BG BA 

MA? +2MB° =k< (MG + GA) +2(MG + GB} =k 

<> 3MG°+GA°?+2GB°+2MG.(GA+2GB) =k 
y — 

0 
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= 3MG*+ÉAB#+ 2. BA’ + 

2 

 3MG°=k < AB 3 MG’ = ÀX _. 

Onak>0 
2 

. Si 3k -2a° < 0 ou encore 0 <k< _ alors l’ensemble recherché 

est le vide. 
2 

Si 3 k-— 2a° = 0 ou encore k= + alors l’ensemble recherché est {G} 

2 

Si 3k — 2a ? > 0 ou encore k > + 

alors l’ensemble recherché est la sphère de centre G , de rayon 

2) M (x, y; z) ; A(1, -S , 2) ; B(-2, 1 ; 2) 

MA?=(x-1)+(y+5)+#(2-2) = x ++ 77-2x + 10y - 4z +30. 
MB?= (x +2) +(y- 1) +(z-2) = x?+y2+ z+ 4x - 2y- 4z + 9. 

MA?42MB'/=ke 3x7+3y7+ 327 + 6x + 6y -12z+48=k 

V3k-2a? 

3 

es x?+y?+7/+2x + 2y - 47 +16 +0 S(x+1) +(y+#+1)+(z-2)ÿ= +10 

e Si 2-10>0 ou encore k > 30 alors l’ensemble est la sphère de centre 

W(-1, -1, 2) de rayon (5-10 . 

e Si +-10-0 ou encore k = 30 

Alors l’ensemble est réduit au singleton {W(-1,-1,2)}. 

e Si0 <k < 30 alors l’ensemble recherché est le vide. 

Ç a) AB = 4° +4° = 32 = 412 =BC=AC 
donc ABC est un triangle équilatéral. 

b) M(x, y, 2) eSS BMILCMe x?+y(y-4)+(z-4ÿz=0 

> x°+y/+27- 4y- 4z = 0 d'où S:x°+y?+z°7- 4y- 4z = 0 

c)I2,2,0);4+4+0-8-0=0 doncles 
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0 

d) BC| 4 | vecteur normal de P d’où P :4y-4z+d=0 

4 

Ie P&8-0+d=0< d=-8 d'où P:y-z-2=0. 

S est la sphère de centre H = B * C (donc H(0,2,2)) et de rayon : 

BC 4 Grau - -R=2-2. V2 <2<242 
2 

donc S N P est le cercle de centre L le projeté orthogonal de H sur P et de 

rayon VR?-d°=V8-2=V/6 . 

0 x =0 

HL=-an;n| 4 | vecteur normal de P d’où y = da +2 avec ae IR 

A4 z= Aa +2 

orLePé(da+2)-(-4du+2)-2=0 

> Ba- 2-0 u=7 donc L(0,3,1). 

On conclut que S n P= £ (L(0, 3, 1); V6). 

NV 9 6 + 34 mx + 20m - 1) y + (m + 4) 2+ 1=0 

TPE HG) (me) (+ D y F5) — 
CH Ge +) sm + 4 
donc $,, est la sphère du centre W,, CSM -m+l; — m4, 

de rayon R,,= En +4. 

m -m-4 
b) W (-—;-m+i;———) ; ) WC 3 7 ) 

4 Javec me IR}.   Soit H,={W,, CS -m HT _ 

m 
X —=-— 

2 

MX, y,2)EeH, &4y=-mtl; melR 

= 7-2 
2 
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Equations de droites, des plans et de sphères Solutions 
  

C’est une représentation paramétrique d’une droite D passant par A(0,1,-2) 

1 

2 

De vecteur directeur U! -1 

1 

2 

Donc l’ensemble H,, des points W,, lorsque m varie pour tout m eIR 

c)x?+y/+mx+2(m-1)y+(m+4)z+1=0 

mx +2y+2)+x + +7 -2y+42+ 1 = 0 est vraie pour tout m elR 

x+2y+z=0 

x°+y/+7?-2y+47z+1=0 

x +2y +7 = 0 est l’équation d’un plan R 

x + +2 -2y +42+1=06 x?+(y-1)+(2+2) =4. 
C’est l’équation d’une sphère S de centre I (0, 1,-2 ) est de rayon 2. 

Donc il faut chercher R NS : 

aq, Ry>-—L-2 

I= Q(0,1,-2) et de rayon 2. 

d\)M,ES, æxi+yitzi+mx,+2(m-1)y,+(m+4)z,+1= 0 

mx, +2, +2) +xi+yS+25-2y,+ 42, +1= 0. 

Comme M, n’appartient pas au plan du cercle & c’est -à dire : 

Si et seulement si 

=0 donc RAS est le plus grand cercle de centre 

Xo +2Vo +Zo # 0 d’où l’équation est équivalente à : 

x5+ Yo+ Z5-2y + 4z +] 

Xot 2Vot Zo 

= e) d(W, ol 

donc il existe qu’une seule sphère passant par M. 

  

  
Q est tangent à S,, si et seulement si 52 

  
=R m 

2 

Ou encore GHY= R° mt 4 = 2m +4, 

> Én-2me 0  m(Èm-2 = 0 € m = 0 ou m=È 

Donc il existe deux sphère S, et S, tangentes à Q. 
5 
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g 1) Q est le plan médiateur de [AB] alors AB est un vecteur normal de 

Q et passe par I= A* B. 

3-1 2 
— — +3 1+5 3+ 
AB| 5-1 | donc AB| 4 |: I-A*B alors LS) d'où I(2,3,2). 

1-3 2 

AB est un vecteur normal de Q alors Q :2x+4y-2z+d=0 

IeQ & 4+12-4+d=08 d=-12 

donc Q : 2x + + 4y - 2z -12 = 0 ou encore Q : x +2y -z-6=0 

2)a)P,/QS AB etn sont colinéaires avec n est un vecteur normal de Pr 

m +2 2 

n| Èm-l : AB 4 

-m —2 

= LAS us m+1 2 m+2 2 m-l 4 
n et ABsont colinéaires & =0 et =0 et = 

. -m-l 4 -MmM - -m  -2           
<> 4(m+2) +2(m+1}= 0 et -2(m+2) +2m =0 et 2m +2 + 4m=0 

© m= : et - 4 = Oimpossible ‘doù E, = 

b)P. LQ&n LAB 

> Am+2)+4(-m-1)-2(-m)=0 & 0.m=0 d'où E,=IR 

3) a) x°+y+77 - 2x - 2y - 2-0 = x? 2x y-2y+2 220 

<> (x-1)° -1+(y-1) 142-220 (1) +(y-1)° +7? =< 

c’est l’équation d’une sphère de centre 1 (1,1,0) de rayon P . 

  b) d (LP, )= (nt 2)- (mt) 3m) _ [ml 
" \/@m+ 2)? +(m+1) +m° 13m? +6m +5 

gr 7m 9 0 Cm-6m-5) 
3m?+6m+5 2  2(3m +6m+5) 

-mn° -6m -5 = 0 et -1 + 6-5 = 0 donc m=-1 oum=-5. 

  

  

m -00 -5 | +00 

-m-6m-5 _ d + d - 

d’-R° - ) + Q -            



Equations de droites, des plans et de sphères Solutions 
  

Sime]-c,-5[U]-1,+00[ alors P, est sécant àS. 

Sime]-5,-I[{ alors P, et S sont extérieurs. 

Sim=-5 où m=-1 alors S et P, sont tangents. 

4)P,:3x-2y-z+2=0 

S : (x-1) 2 +(y-1)? + = £ 

d'où P NS est un cercle de centre H de rayon d(LP, TE < 

9YŸ 9 549 
= /R?- d°? =) 252 

° 2) 14 V28 
* H est le projeté orthogonal de I sur P;, donc il existe ae IR tel que : 

3 Xy =34 +1 

H=anetHe P.n -2 | vecteur normal deP, JH=an & y, =-2a+1 

-1 Zy = 

HEP, &3x,-2y,-24+2=0.Donc 3(3a +1) -2(-2a +1) +a 2-0 a= = 

a 5 10 3 
d'où KG: 12) donc P, AS =&(H ,r). 

1 2 

VF, n| 2 | vecteur normal de P ; n'| 0 | vecteur normal de Q. 

0 1 

1 L 
par suite P et Q sont sécants d'où P AQ=A. 

À: x+2y-2=0 (1) 

" |2x+7-8=0 (2) 

2 — = Le 
= —4 Z0 doncn etn' ne sont pas colinéaires, 

  

On pose x = a ;alors(1) = y = +1 et (2)=z=-2a+8 

X=& 

D'où une représentation paramétrique de A est4 y =su +1; ae IR 

z =-2a+8 

2) a) x2+ y?+ 77 - 2mx - 2y + 2(2m - 3)z -12 + 1=0 
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Equations de droites, des plans et de sphères Solutions 

& (x-m) -m°+(y-1)-14(z4+(2m-3)) -(2m-3) -12m+1=0 

< (x-m) +(y-1) +(z+(2m-3)) = 5m°+9 

c’est l’équation d’une sphère d’où $,, est la sphère de centre 

Im, 1,-2m +3) de rayon Y5m°+9. 

b) Soit D,={l: (m,1,-2m +3) avec m € IR } 

x=m 

M&,y,2)eD,, 4 y=1 ,melR 

= -2m +3 

c’est une représentation paramétrique d’une droite de vecteur directeur : 

1 

Ü| 0 | et passe par le point A (0,1,3). 

-2 

3) a) So de centre I, (0, 1,3) de rayon 3. 

aa, QE = 7 = V5 <3 donc 55 et Q sont sécants d’où So NQ = € 

cercle de centre H de rayon r = VR?-d? = 9-52 

H le projeté orthogonal de I, sur Q donc il existe ae IR tel que: 

Xy 20 

LH=anetHeQe Vu=l et 2x,+27,-8=0. 

Zy +3 

donc2(2a) +(a+3)-8=0< Sa=5 a=l 

d’où £' est de centre H (2,1,4). 

b) MX, y, 2) ES, NASMES, etMEA 

X = 

MEeAs y=-su+l 

z=-2a +8 

etM ES, & a°+ Cut 1-1)°+ (-2a + 8-3) =9 

ce a. 200 +16 = 0 

)} 2 

8 8 
pe , L' 7° 
3) G 1

 40 
7 

A'= 16 d'où a 8 où & _È donc S, MA= gl 
3 7 3 3 
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Equations de droites, des plans et de sphères Solutions 

NY 1) *MA?= (x-1) + (y +2) + (2-3) = x?+ y" +77 -2x + dy - 67 + 14 
MC? = x + y +(242) = x + y +77 +4z+4. 
MA?-MC?=10 & -2x+4y-10z+10=-10€ -x +2y-5z = 0 
D'où l'ensemble recherché est le plan P d'équation : -x +2y -5z = 0. 

-] 

de vecteur normal n| 2 

-5 

0 -1 -1 

* AC| 0 +2 | d'où AC] 2 [done AC=n 

-2 73 -5 

donc AC est un vecteur normal à P d’où (AC) LP. 

2)x°+y+2-2x+y+2z=0 

8 GPA GRR (HP 1e 0 (ee D (+) + (He À 
donc S est la sphère de centre Mg de rayon R=> 

agp -Ei=lt sl H1-1+5| 
11+2? +5? x" 2 

d’où SA P est un cercle de centre de rayon r =VR?-d° =, ie F 

x =-0ù +] 

H(x,y,2) est le projeté orthogonal de I sur P donc H-one y=2a 1 

z=-50-1l 

HeP Marsa 0 -aœ+l-da+1-25a-5=0 

Sa= 2 d'où ac, 7 2, 
10 10 10 2 

3) GA + GB - 3GC =0 
1 -x -2 -X -X 

a) Soit G(X,y, 2) e£,GA 2 :GB|1 -y |; GC] y 

3 -Z -8 -Z -2 -Z 

(1- x) +-2-x)-3(-x) = 0 

GA+GB-3GC=0 <> 4 (-2- y) + (1- y) -3(- y) = 0 

(3-z)+(-8-z)-3(-2-z)= 0 
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Equations de droites, des plans et de sphères Solutions 

x=let y=1etz=-1 d’où G(1,1,-1). 

b) I est un vecteur normal de Q d’où Q : Sytd=0 

S
 
D
S
 

©
 

GeQær+d-0æd- À d'où Q 15 y-5 0 où encore Q: y -1=0 

1 0 

4) n| 2 | vecteur normal de P, no| 1 | vecteur normal de Q 

5 0 

= 1% 0 alors n et na sont non colinéaires, donc P et Q 

    

sont sécants ; PNQ =A 

XF X—0 
-1=0 

MeEAS Ÿ & 4 y=l d'où A4 y=1 ae IR. 
x-2y +52 =0 

2 1 
Z=—-— 0 Z=-— at 

5 5 

MX, y, 2) ESNASMESetMEA 

X=0 

MeAS<y=l et MES donc GG) (Lure 

1 2 
2Z=-—at+— 

5 

< 260 - 64a +74 =0 130? - 320 + 37= 0 

A'=16°- 13.37 <0 donc SN A=@ 

2 0 

N72 1) AB|0 AC 1 

—1 1 

2 0 ——  — Lu . . 
; =240 = AB et AC non colinéaires À, B, C non alignés ils 

déterminent un plan. 

Soit n (X,Y, Z) normal à (ABC). 
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n=ABAAC avec : 

1 
0 2 0 _ 
=-2etz= =2 donc n| -2 

1 0 1 

OI 2 
X= =zlet Y=- 

-1 1 
2 

D'où (ABC) :x-2y+2z+d=0 

Or A(1,2,2) e (ABC) = 1-4+4+d=0—d=-1 
Ainsi (ABC) :x-2y+2z-1=0 

Î 1 

2) a} n,| -2 | normal de P, et n,| -3 | normal de P. 
2 2 

1 
n,etn, ne sont pas colinéaires car # 0 

    
Donc P, et P, sont sécants selon une droite À 

b)CEP;, =(ABC)etx.-3Y +2Z+2=1-9+6+2=0 

donc € € P;, d’où C € A. 

2 

c)u|0/|onanu=2-2=0—n1u 
—1 

= u est un vecteur de P:. 

u .n, =2-2=0 donc n, Lu 

= u est un vecteur de P2. 

D'où u est un vecteur de À 

d) À passe par C et de vecteur directeur u d’où une représentation 

x=20+1 

Paramétrique de A:4y=3 . GER 

z=-ù +3 

3) a) AM. d= 0€ 2kx2+(3-2)x04(k+Dx(-0=0 © k=S 

Donc M[23) 
5 5 
  

b) ainsi de d (A, A) = AM = JE -n+6-27+ 27 35 
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Solutions 

Ÿ 1) AG;=(AB-AC)= CE G. 
2 2 

AG =2(-AB+AC)- EC = Bi É 
12 2 
__ —_  — Ga 

2) a) AG,=——{kAB - kKAC) I 
k2+1 & 

= (AC. AB)-- € 5c 
k2+1 k2+1 

b) fC0 = —* dérivable sur [-1,1] et f (0 = — 221 
_xH | __@é+1ÿ 

x }-1 1 

f°G | 0 - O 
1 
2 

f(x) —— 

2 

c) k [-1,1] alors G décrit le segment [GG] car 1. k < 
| ‘ ne 2 kK4H 2 

3) J2MA + MB - MC) -|2MA - MB + MC) 

[2MG, |-12M6, | car G; barycentre {(A , 2) (B,1) (C,1)} 

MG; = MG: et G barycentre {(A , 2) (B,-1) (C,1)} 

M appartient au plan médiateur de [G1G2] 

Ë = plan médiateur de [GG] 

4) [2MA + MB - MC) =]2MA - MB - MC} 

J2MG,|-]Ma + MA + BM + CM] 

2 IFR + BA 
ao -fr +20 
Sf2MG|-Ai]  car1=B*C 

< MG: = AI 

< M appartient à la sphère de centre G; de rayon AI. 
D'ou #=S(G;AI) 

5) a) A(0,0,2) B(-1,2,1) et C(-1,2,5) 
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AG,=> CE  x6,= 0 et Yo = 0 et z6,= 0 d'où G:(0,0,0) 

AG = CE = G(0,0,4) et I(-1,2,3) 

AI= V1+4+1=4V6 

La sphère de centre G: et de rayon V6 

On a A est le milieu de [G1G] car AG1=-AG: 

Donc À € & d’où d(G:, £) = AG, = 56.6, =2 

Ainsi d(G:, 6) =2< V6 Donc Set Ë sont sécants. 

b) F MN 6 = 6 le cercle de rayon r = VR? - d’ =Y6-4 = /2 de centre H le 

projeté orthogonal de G. sur le plan. 

Ainsi 6 est le cercle de centre A de rayon V2. 
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