Equations de droites, de plans et de spheéres Enoncés

ENONCES

L’équation est — elle celle d’une sphere ?
a) x>+ y*+2°-2x+4z-1=0

b) 2x*+ 2y* + 22+ 6y + 8z -3 =0
Q)X+ Yy +Z2-2x+4y-62+17=0
d)x°+y"+2*-2x-2y +6z+12=0.

Former une équation de la sphére :

a) De centre A (1, 2,-3) et passant par B (1,-1,3).
b) De diamétre [AB] avec A (1, 2,5) et B (3,-1,1)
c¢) Passant par O, A (3,-1,0), B (0, 2,-3) et C (1, 1,1).

Soit S la sphére de centre A (1,-2,0) de rayon V14

Soit P, I’ensemble des points de ’espace vérifiant 1I’équation :
X -2y + 2z + m = 0 ou m est un paramétre réel.
a) Montrer que P, est un plan pour tout valeur de m.
b) Calculer en fonction de m la distance de A a P,
c) Discuter selon les valeurs de m la position de S et P,,.
d) Pour m = 4, déterminer SN P,
W Soit S la sphére d’équation : x*+ y*+z*- 2x - 4y + 6z + 3 =0

a) Déterminer I’intersection de S et ’axe des abscisses.
b) Déterminer I’intersection de S et le plan xOy.
W Soit la sphére S: x>+ y*+ 22— x + 2y -4z +3=0

-2
Soit D la droite passant par A (3,-3,1) et de vecteur directeuru/ 1
2

Montrer que la droite est tangente a la sphére S.
W Dans I’espace muni d’un repére ortho normal.
On considére les points :A (0, 4,-1) ; B (-2, 4,-5) ; C (1, 1,-5) et D(1,0,-4).
a) Déterminer une équation de chacun des plans médiateurs des segments
[AB] [BC] et [AD]
b) Démontrer que ces trois plan ont un point commun I.
c¢) En déduire que I est le centre de la sphére S circonscrite au tétragdre
ABCD. Quel est son rayon ?
d) Déterminer une équation de la sphere S.

0,1, 3 ,K)R.O.N. A et M les points de coordonnées respectives
(1,-5,7yet (1, 1,1). P le plan d’équation -2x + y +z -4 = 0.
1) Déterminer une équation cartésienne du plan Q tel que le projeté orthogonal
de I’ origine O sur Q soit le point A.

78



Equations de droites, de plans et de sphéres Enonces

2) Montrer que les plans P et Q sont perpendiculaires.

3) Calculer la distance de M au plan P et du point M au plan Q.

4) En déduire la distance M a la droite A=P Q.

5) Déterminer une équation du plan R passant par A et perpendiculaires aux
plans P et Q.

v QCM. lJustifier votre réponse

(0,1, j,kK)R.O.N on considére A(3,1,3) ; B(-6,2,1) les plans

P:x+2y+2z-5=0etP’:-2x+z-1=0

1) L’ensemble des points M tels que “MK + K/TBH =2est un

EI plan E’ sphere L’ensemble vide
2) Les coordonnés de point H projeté orthogonal de A sur le plan P sont :
1111 817 7-15
PRE R PR Cll =>—>
EI[Z% 3 3) IE(S 3 3) (3 3 3}
3) La sphere de centre B et de rayon 1.
EI coupe le plan P suivant un cercle.

@ est tangente a P.

ne coupe pas P.
4) Le plan P’ est :
E] paralléle a P IE orthogonal a P parallzle au plan (O, 1,k)

Soit Py, le plan d’équation: (m+1)x+(2m-1)y+(m-1)z+2+m=0 o meIR
1) Montrer que tous les plans P, contiennent une droite fixe D, dont on
donnera une représentation paramétrique.
2) Montrer que D est incluse dans le plan Q:x+2y+z+1=0.
3) Tout plan contenant D est il un plan Py,
4) Soit le point A(cost,0,sint). Déterminer m pour que A€ P,

v W(O,i 3, 12) un repére orthonormé.

LeplanP:2x—-y+z+1=0etleplan P' :y+z—-8=0
a) Montrer que les plans P et P' sont perpendiculaires.
b) Soit A(-1, 5, 3). Montrer que A est un point de P'.
Déterminer la distance de A au plan P.

; (O,f,j, E) un repere orthonormé. Soient les points A(2, -3, 4) ;
B(-3,1,2) et le vecteur U=-i+ 23+ 3k.
1) Donner une représentation paramétrique de la droite D passant par A de
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Equations de droites, de plans et de sphéres Enoncés

vecteur directeur U .
2) Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par B
et perpendiculaire a D.
3) a) Soit H le projeté orthogonal de A sur P. Déterminer les coordonnées
de H.
b) Calculer la distance de A au plan P.
4) a) Quel est le projeté orthogonal de B sur D ?
b) Calculer la distance de B a la droite D.

;; On considére les plans P,: 2x - 3my +2z+m—1=0; melR.
1) Montrer que tous les plans P, contiennent une droite fixe A paralléle au

plan(O,?,lz).
X -2y+1=0
y-z+1=0

a) D et A sont-elles coplanaires ?
b) Trouver une équation du plan contenant D et parallele aA .

2) Soit la droite D : {

3) a) Existe-il un plan P,, paralléle & a droite (0, )
b) Soit le point A(cos"a,% , --;— cosa) avec a.e[0, 7]

Peut-on déterminer o pour que AeP?

; (O,i}, k) un repére cartésien.

1) Montrer que I’ensemble des points M(x,y,z) de 1’espace.
Vérifiant : (x + 2y —z + 2)* + (3x + y + 2z -1)* = 0 est une droite D dont
on déterminera un vecteur directeur .

2) Démontrer que ’ensemble des points M(x,y,z)

Vérifiant (x + 2y — z + 2)* - (3x + y + 2z -1)* = 0 est la réunion
de 2 plans. P et Q dont-on donnera les équations cartésienne.
Prouver D=PnQ

3) A tout me IR, on associe le plan P, d’équation cartésienne :
Pun:(1+3mx+2+my+(C2m—-1Dz+2-m=0.

Montrer que tout plan P,, contiennent D.
Tout plan contenant D est-il un plan P, ?

w L’espace étant rapporté a un repére cartésien (O,T, 3, k) . On considére
les droites D etD' de représentation paramétriques :
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x=-1-2a x=1+A
Duy=2-00 ;0elR et DJy=541 ;2R
z=-2+3a z=1-3A

1) Déterminer la position de D etD'.
2) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant A(0,-1,2) et
paralleleaDeta D',
Ileplan Py: (m+ Dx+2(m+2)y—(m+ Dz+1=0.
Montrer que tous les P, contiennent une droite fixe A .
4) Déterminer P, NP.
5) a) Déterminer m pour que D soit paralléle a P,
b) Dans le cas ou D n’est pas parallele a P,
Déterminer les cordonnées du point I, d’intersection de D et P,.

W ABCDEFGH est un cube de cOté a.
1) a) Montrer que les faces du tétraédre AFCH sont constitué des
triangles équilatéraux.

3
b) Montrer que le volume du tétracdre AEFH est égale a 36—.

3
¢) Montrer que le volume du tétraédre AFCH est a?

d) En déduire la distance du point A au plan (HFC)

2) On isole le tétraédre AFCH soit J le milieu de [FC]
a) Montrer que les droites (FC) et (AH) sont orthogonales.
b) Calculer JA .JH en fonction de a.

¢) En déduire une valeur approchée en degrés a 10 pres de I’angle AJH.
Soit S la spheére de centre A(1,-2,0) de rayon\/_lz .
Soit P, ’ensemble des points de 1’espace vérifiant 1’équation :
X — 2y + 2z +m = 0 ou m est un paramétre réel.
a) Montrer que Py, est un plan pour tout valeur de m,
b) Calculer en fonction de m la distance de A 4 P,

¢) Discuter selon les valeurs de m la position de S et P,,,
d) Pour m = 4, déterminer SN P,

VSoit lasphére S : x>+ y* + 22 x+2y—4z+3 =0,

-2
Soit D la droite passant par A(3, -3, 1) et de vecteur directeur u| 1
2

Montrer que la droite est tangente a la sphére S.
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vSoit A et B deux points distincts de I’espace tel que : AB=a
et I désigne le milieu de [AB].
Déterminer 1’ensemble des points M de 1’espace tels que :
a) MA.MB=k(keIR) b) MA_,
MB
Soient A(0,4, -1) ; B(-2,4,-5) ; C(1, 1, -5) et D(1,0, -4).
a) Déterminer une équation du plan médiateur de [AB].
b) Déterminer le centre et le rayon de la sphére S passant par les 4 points A,
B, CetD.
c)leplanQ:x +y+2z—1=0estil sécant a la sphére ?
Quel est le rayon du cercle d’intersection de S et Q ?

Soient A(6, 0, 0) , B(0, 6, 0) et C(0, 0, 6).
1) Déterminer les coordonnées de G tel que OG+2AG +3BG =0.

2) déterminer I’ensemble S des points M de [’espace définis par
(MO+2MA +3MB).MC=0.

3) Soit P le plan d’équation 3x + 4y +1—2Z = (. Déterminer la distance du

centre I de S a P. Que peut-on en déduire pour Set P ?
ﬂ ;; / Soit A et B deux points distincts tel que AB=a ; (a > 0).
1) Déterminer I’ensemble des points M tels que MA® + 2MB’ = k.
(k un réel positif).
2) Traiter analytiquement ce probléme lorsque A(1, -5, 2) et B(-2, 1, 2).
WSoient les points A(4, 0, 0) et B(0, 0, 4) et C(0, 4, 0).
a) Montrer que ABC est un triangle équilatéral.
b) Ecrire une équation de la sphére S de diamétre [BC].
c) Soit I est le milieu [AC], vérifier que I S.
d) Soit P le plan perpendiculaire & (BC) passant par I.
Ecrire une équation cartésienne de P et déterminer SN P.
oit la famille des spheére S,,, meIR
SmiX>+y + 22 +mx+2(m- 1)y +(m+4)z+1=0.
a) Déterminer le centre ®_ et le rayon Ro,..
b) Quelle est I’ensemble des points w , quand m varie dans IR ?
c¢) Montrer qu’il existe un cercle§ (€2,) tel que pour tout meIR,{cS, .
d) Démontrer que pour tout point M, n’appartenant pas au plan du cercle {

il existe une sphére S,, et une seule passant par M.
¢) Démontrer qu’il existe deux sphére S,, tangentes au plan Q : z=0.

(1, 1,3) et B(3, 5, 1).

1) Soit Q le plan médiateur de [AB]. Donner une équation cartésienne de Q
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Equations de droites, de plans et de sphéres Enoncés

2) A tout réel m, on associe le plan P,, d’équation ;
Ph:(m+2)x—(m+ 1)y—mz+3m-1=0.
a) Déterminer ’ensemble E; des réels m tels que P, et Q sont paralléles.
b) Déterminer 1’ensemble E, des réels m tels que P, et Q sont
perpendiculaires.

3) Soient S = {M(x,y,z)eé‘/x2+y2 +7? -2x-2y-§=0},

a) Montrer que S est une sphére dont-on précisera le centre I et le rayon.
b) Déterminer suivants les valeurs de m, les positions de plan P, et de
la sphere S.
¢) Déterminer Py S |
‘ ;; /Soient P et Q les plans d’équations : P: x + 2y —2=0
etQ:2x+z-8=0.
1) Montrer que P et Q sont sécants et donner la représentation
paramétrique de A=PNQ.
2) On consideére S, I’ensemble points de ’espace E tel que :
CHy+ 72— 2mx -2y +202m—3)z— 12m+ 1 =0.
a) Montrer que S,, est une sphére pour tout réel m. Préciser son centre I,
et son rayon.
b) Déterminer 1’ensemble des points I, lorsque m vraie dans IR.
3) a) Montrer que S, et Q sont sécants et déterminer leurs intersection.
b) Déterminer So A .

Soient A(1, -2, 3) ; B(-2, 1, -8) et C( 0, 0, -2).
1) Montrer que I’ensemble P des points M de I’espace vérifiant :
MA? — MC? = 10 est un plan orthogonal & (AC).

2) Soit le sphére d'équation x* +y*+22-2x +y+2z=0

Montrer S (P est un cercle dont-on précisera le centre et le rayon.
3) Soit le point G défini par GA +GB-3GC=0.

a) Déterminer les coordonnées de G.

b) Donner une équation cartésienne du plan Q tangent a S en G,

4) Donner une représentation paramétrique de A, la droite d’intersection de
P et Q puis préciser SN A

WDans I’espace rapporté a un repere orthonormal (O ,T , 3 , 12) ,

'on considere les points A(1, 2, 2) ; B(3, 2, 1) et C(1, 3, 3).

1) Montrer que les points A,B et C déterminent un plan.
Donner une équation de ce plan.

2) On considére les plans P, et P, d’équations respectives
Piix—2y+2z-1=0 et P,:x-3y+2z+2=0.
a) Montrer que les plans P, et P, sont sécants. On notera A leur droite
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d’intersection.
b) Montrer que le point C appartient a la droite A.
¢) Démontrer que le vecteur u (2, 0, -1) est un vecteur directeur de la
droite A.
d) En déduire une représentation paramétrique de la droite A.
3) Pour déterminer la distance du point A a la droite A,
on considere le point M de paramétre k de 1a droite A.

a) Déterminer la valeur de k pour que les vecteurs AMetu soient

orthogonaux.
b) En déduire la distance du point A a la droite A.

va, B et C sont trois points de I’espace non alignés et k est un réel de
I’intervalle [-1, 1].
On note Gy le barycentre des points pondérés (A, K+ 1), (B, k) et (C, -k).

1) Représenter les points A, B, C, le milieu I de [BC] et construire les points
G1 et G_l.

2) a) Montrer que pour tout réel k de I’intervalle [-1, 1],

on a I’égalité AG, =-1;;LH§—C .
b) Etablir le tableau de variation de la fonction f définie sur [-1, 1]
-X
flx) = .
par f(x) e

¢) En déduire ’ensemble des points Gy quand k décrit I’intervalle [-1, 1].
3) Déterminer I’ensemble & des points M de I’espace tels

que “2@[7‘:4-@-1?/16 =”2m-@+1\_/1—é .
4) Déterminer I’ensemble 27 des points M de ’espace tels
que “2@+M§-W =H21\7IK—K/I§-IT/IE .

5) L’espace est maintenant rapporté & un repére orthonormal (O g, 3 , E) .

Les points A, B et C ont pour coordonnées respectives (0, 0, 2), (-1, 2, 1)
et (-1, 2, 5).
Le point Gy et les ensembles & et & sont définis comme ci-dessus.

a) Calculer les coordonnées de G, et G;.
Montrer que les ensembles & et & sont sécants.

b) Calculer le rayon du cercle & intersection de & et &7
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CORRIGES

;; )X -2x+y' +Z+4z-1=0

S -1 =1+y+z+2-4-1=0 & x -1+ V' +(z+2)°=6.
C’est I’équation de la sphére de centre I (1, 0,-2) de rayonx/g .

b) 2x*+ 2y* + 22°+ 6y + 82~ 3 =0 X2+ y*+ 2%+ 3y + 4z - —3:0

S X +y +3y+ 22+ 4z - %:0 o x4+ (y +%)2 —%+(z+2)2 —4—-2—:0

< x2+(y+—§—)2 +(z+2) =§41.

C’est I’équation de la sphére de centre I’ (O,—%,—Z) de rayon——gl .

OX+y 425 -2x+4dy-62+ 17 =0 x>-2x + Y +dy + 2°- 62+ 17 =0

SX-1)P-1+(y +2%-4+(z-3)*~9+17=0

SE-1)+¥+2*+(z-3)7=-3 impossible

DR+ y +22-2x -2y + 62+ 12=0 (x - D+ (y - 1)’ + (z+3)* =-1. Clest

aussi le vide.

Wa) S est la sphere de centre A passant par B ou encore de centre A de
rayon AB = \J(1=1)* + (-1 -2)* + (3+3)> =35.

M(x,y,z)eS<> AM=AB < AM? = AB?

& (X124 (v -2+ (2 +3)°=45d°00 S: (x - 12+ (y - 2)°+ (z +3)* =45,

b)I= A* B done I( 3 221 3+ o121 3
2 2 2 2

AB V2 4344 29
Lerayonest: — = =

2 2 2
MeS(, %)<:>IM2 :—229—, d'our S:(x - 2)*+ (y -%)2+(Z_3)2 = _2:?.
¢)S: x*+y*+z°+ax+by+cz+d=0
OeS«d=0.

A(3,-1,0) eS © 10+43a-b=0 <:>a=—:1;b—l39.

B(0,2,-3) eS < 13+2b-3¢c=0 <:>C=%b+1?3.
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C(1,1,1) e S 3+a+b+c=0.0nremplace a et c par leurs expressions :
3+ (%b-%q)+b+(—§b+l3§)=0 o2b=-4 b=-2docta=-4etc=3.

Donc I’équation de la sphére est : x*+ y*+ z°- 4x - 2y + 3z = 0.

Wa)Pm:X-Zy+22+m=0
(1,-2,2) #(0,0,0) donc pour toute valeur de m, Py, est un plan.

b)d (A, Pp) = l+4+ml _|5+ml_|5+ml
24(-22+2° 9 3
2 2 ) i
) d-R2= (5+9m) g5 tm’+10m L m’+10m-101

A' =52+101 = 126 alors JA' =3+/14.
m'=-5-3\/1_4_1-;m"=-5+3\/—12
m J-oo m’ m’’ +o0

A N I
Sim €]—o00,-5 —3\/ﬁ[u]—5 + 3\/12,4-00[ alorsd >R
Donc Py, est extérieur a S.

Sime]-5- 3\/1—4,—5 + 3\/1_4[ alors d <R donc P,, et S sont sécants.
Sim=-5-3J14oum=-5+314 alors d=R donc P esttangent a S.
d)Pourm=4,4 ¢]-5 —3@, ~5+ 3\/1_4[ donc Py, est sécants a S.

D’ott SN P, est un cercle de centre Q de rayonr = vR*-d* = J5

1
Q(x, y, ) est le projeté orthogonal de A sur P, et r: -2 | estun vecteur
2
normal de plan P, alors il existe o € IR tel que AQ = anq
x=q+1
d’ot {y=-20-2 or QeP, donc(a+1)-2(-2a-2)+2Q2a)+4=0
z =20

< o=-ldonc x=0+1=0;y=-2a-2=0etz=-2 d'ou €(0,0,-2)
P, nS={¢ cercle de centre Q (0,0,~2) de rayon 5.

1
; ; a) L’axe des abscisses a pour vecteur directeur 10| et passe par
0
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X=aq

0(0,0,0) donc une représentation paramétrique est: {y=0; ocIR .

z=0)
X=a x=q
. =0 =0
M(x,y,2)eSn0]) <7 PR
z=0 z=0
xX*+y*+722-2x-4y+62+3=0 |a*-20+3=0

0*-20+3=0

A'=1-3=-2<0donc on n’a pas de solution d’ot S N(0,1) =&
b) k est un vecteur normal de (xoy) d’ou (x0y) : z=0
S:(x-1)Y-1+(y-2—4+(z+3)* -9 +3=0,
DouS:(x-1)+(y-2)P+(z+3)=11.

Donc S de centre I (1, 2,-3) et de rayon J11 etd {a; (xoy))=!_—3| =3</11.

Vi

Donc S (xoy) est un cercle § de centre H le projeté orthogonal de I sur (xoy)

etderayonr = VR2-d? =/11-9 =+/2.

X, =1
* H=0k < =2
zy=-3+a

He(xoy)oz,=0=20-3=0ca=3dou H(1,2,0)
M(x,y,z)eD©m=aﬁ;aeIR

x=-20+3
DouD:<y=a-3 ; o elR
z=20+1
x=-20+3
NX,y,z)eDnSo{y=a-3 etx’+y+z2'—x+2y-4z+3=0,
z=20+1

On remplace x, y et z par leurs valeurs dans 1’équation de S, on obtient :
(-2 0.+ 3)*+ (0-3)*+ Qat+1)- (204+3) +2(a -3)- 4 2o +1) +3 =0
< 902-180. 49 =0 < 9(0’- 20 +1) =0 & (a—-1)? =0 > a =1,
Donc D est tangente & S en un point H(1,-2,3).
) M € au plan médiateur de [AB] <> MA = MB <> MA? = MB?
S (=0 + (y =4+ @+ 1 = (x + 2+ (y—4F + (2 + 5
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S x+2z+7=0
De méme on trouve : le plan médiateur de [BC] a pour équation x —y+ 3 =0
et le plan médiateur de [AD] a pour équation x — 4y - 3z=10

X+2z+7=0 22:""73 z=-3
b) {x-4y-3z=0< x-4(x+3)—5(-x—7)=0 &ix=-1
Xx-y+3=0 y=x+3 y=2

donc I (-1,2,-3) € au 3 plans médiateurs
¢) I est équidistant des points A, B et I est équidistant des points B, C

I est équidistant des points A, D. Donc IA =IB =IC =1D

D’ou I est le centre de la sphére circonscrite au tétracdre ABCD.

Le rayon de cette sphére est IA =3
d) Une équation de la sphere est (x + 1)? +(y -2)* + (z+ 3)*=9

1) OA (1,-5, 7) estun vecteur normal a Q d’ou Q : x -5y +7z+d =0
AeQe1+25+49+d=0d=-75

DoncQ:x—-5y+7z-75=0

-2 1
2) n| 1 |normal de P et OA | -5 |normal de Q
1 7
n.0A=-2-5+7=0< n_LOA doncP L Q.
72 4
3)dM, P)= — etdM, Q)= —
J75 J6

4) Les plans P et Q sont perpendiculaires
La distance h = d(M, A) avec A=P[1Q.

2 2
. 4 72 2 (1346
Vérifieh?=| — | +| —| ==
(\/6] [\/75) 5 3

a
5) Soit n, | b [normal de R.
¢

RIPetRLQ =n, Lnet n, LOA doi n, =n A OA

1 -5
17
12
- — |21 o
nAOA soit ng | 15
1 7
9
21
1 -5
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DoncR:12x+15y+9z2+d=0
AeR=12-75+63+d=0d=0
R:I12x+15y+9z2=0 soitR:4x+ 5y +3z2=0

1) La réponse est |b] : I= A x B alors MA+MB = 2MI
[MA+ME|=2 < 2M=2 & MI=1= M,
2) Laréponse est |c| : A—HzomﬁP etHeP

Xy =a+3
yy =20+ 1 etxy+2yq+2z4y-5=0
z, =20.+3
a+3+4o+2+40+6-5= 0
90L=-6<:>oc=-z d’oﬁH(z,_—l,é)
3 37373
3) La réponse est [¢| : d(B, P) = 5%2_5'=2 et % >1
donc S ne coupe pas P.
1 -2
4)Laréponseestl£l:ﬁ 2|n| 0 letn.n'=2+2=0nln =P LP
2 1

1) (m+1 )x+(2m-1)y+(m-1)z+2+m:0
<::>m(x+2y+z+1)+x-y-z+2=0
L’équation est varie pour tout m € IR donc elle est équivalente a :

X+2y+z+1=0 on pose y=a lesystéme devient x+z=-1-20
X-y-z+2=0 X-z=0-2
on additionne membre & membre 2x =-3-a d'ou Xz-%a-%
1204 (L ;) _3,.1
et z 12a+(2a+2doncz 2(1.+2
_1,.3
X=2%73
Le systéme équivauta { y=a ; a €IlR
3,21
Z= 2(1+2
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C’est une représentation paramétrique d’une droite D de vecteur directeur

N =

-

u | 1 |etpasse par le point de coordonnées (— % ,0, %)

o o

Donc tous les plans Py, passent par la droite D.

wely 3

27 2
2)Soit Me(x,y,2)eD <{y=

1
2

1 _;) (_; L) 033

(20, 2+20L+ 2a+2+1 20 - 20 2+2 0

donc M eQ parsuite Dc Q.
3) DcQ, Qestil un plan Py, c’est a dire existe-t-il mytel que Q =P, .

(1 >
On a V(-llJ vérifie 1+2(-1)+1=Oalors v est un vecteur de Q donc de

P, < (mo +1 )- (2 m, - 1)+ (mo - 1)= 0 < 1=0impossible
donc il n’existe par un réel m, tel que Q = P, .

On conclut que : Q contient D et n’est pas un plan Py,
d’ou tout plan contenant D n’est un plan P,,.

4) Aer<:>(m+1)cost+(m-l)sint+2+m=0
<> m(cost+sint+1)+cost-sint+2=0

Si cost+sint+1%0 alorsm=-cost+sint-2
cost+sint+1

2 0
vw a) n| -1 |vecteur normalde P, N| 1| vecteur normal de P'

1 1

n.N=2.0+(1).1+1.1=0donc nLN dou PLP".
b)5+3-8=8-8=0 donc AeP'

22412 6 2
;; 1) M(x, v, z)eD il existe a eIR telque AM =0 U
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x-o+2 x=-q+2
&<4y=20-3 douD:qy=2a-3 ;aclR
z=30+4 z=30+4

2) P LD donc U est un vecteur normal de P.
d’ouP:-x+2y+3z+d=0
BeP ©-(-3)+2.1+3.2+d=0& d=-11
Parsuite P: -x + 2y + 3z - 11 =0.
3) a) H est le projeté orthogonal de A sur P alors (AH) LP d'ou AH et U sont
Xy =-0+2
colinéaires donc il existe a.eIR telque AH=0.U <1y, =2a.-3
z, =3a+4
HeP & -XH +2yH + 3ZH— 11=0.
En remplagant xy, yy et zy par leur valeur on obtient :

a-2+40-6+9%+1=0 lda=7< a=%=% parsuiteH(%;—Z;E)

2
_|2-6+12-11 7 14

b) d(A,P)= =
Ji+2t+32 14 2

4) a) D une droite perpendiculaire a P en H alors tout point du plan P se
projette orthogonalement sur D en H donc le projeté de B sur D est H.

166

b) d(B, D) =BH =\/(—;—+3)2 +(-2-1)? -1-(%-2)2 =

2
C D2x-3my+2z+m-1=0

< m(-3y + 1) + 2x + 2z — 1 = 0 vraies pour tout réel m, donc 1’équation est

-3y+1=0
équivalente a y (D).
2x+2z-1=0
X=a
On pose x =a alors (1)< y=—;— ;oe IR
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

c’est la représentation paramétrique d’une droite A passant par le point
1

I[O,%,%) de vecteur directeur u| 0
-1
0
Le plan (0,?,12) :y=0donc n| 1 | vecteur normal de (O,T,]E)
0
n.u=0 donc(0,1,k)//A
{x -2y+1=0
2)a)D:
y-z+1=0
x=2p-1
on pose y =f d'ous y=p ; BeIR, c’est une représentation paramétrique
z=pB+1
2
de D, de vecteur directeur V| 1 passant par K(-1, O, 1).
1

2 —
'O 1'=1¢O donc UetV sont non colinéaires.

.

x=2f-1=a (1)

MeDnNA <5 y=l3=§ )

RSN
z=p+i=-a+_ ()

(2):>B=—;— donc(l):>0t=-%
g 1 1 1. . ) s
Vérifions dans (3) :§+1=§+E impossible d’ou DNA=¢

DNA=¢ et (ﬁ et V non colinéaires) donc D et A sont non coplanaires.

b) Soit Q le plan contenant D et paralléle 4A alors KeQ etV et U sont des
vecteurs directeurs de Q.
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

a
N| b | vecteur normal de Q donc N.V=0 et N.U=0
c

<a-c=0et 2a+b+c=0a=c et b=-3c
KeQ &-a+c+d=0d=0dotQ:cx-3cy+cz=0
parsuite Q : x -3y +z=0
2
3) a) Soit N| -3m | vecteurnormaldeP, ; P //(O,])<>NL]
2

< -3m=0< m=0donc le plan Py // (O,})
b) AeP,, < 2cos’o-m-coso+m-1=0<>2cos’0-cosa-1=0
2—-1-1=0donc cosa=1 ou cosa=-% ; oraef0,7]

d’ot =0 ou a=—2§75.

Wl)(x+2y—z+2)2+(3x+y+2z—1)2=O (1)

Ox+2y-z+2=0et 3x+y+22-1=0
On pose z =a onobtient : x + 2y =a-2 et 3x+y=-2a+1
ou encore X + 2y =a-2 et -6x-2y=4a-2 on additionne membre & membre on

obtient : -5x =50-4 d'ou x=-0 +§

3x+y=-20t+l<y=-3x-20+1 dou y=3a-%-2a+1=a-%.
4
:_(x—{-_
5
7
QYR=— y=a—§ ;aelR
z=aq

C’est une représentation paramétrique d’une droite D passant par le point
-1
4 7 . =
I(g —y 0) et de vecteur directeur W| 1
1
D (X+2y-z+2Y —(3x+y+2z2-1*=0
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SX+2y-z+2+3x+y+22-1)(x+2y-z+2-3x-y-2z+1)=0
S@x+3y+z+ 1)(-2x+y-32+3)=0
&4x+3y+z+1=0 ou -2x+y-324+3=0

4x + 3y + z + 1 = 0 c’est une équation cartésienne d’un plan
de méme -2x +y-3z+3=0
d’ou I’ensemble recherché est la réunion de deux plans P et Q,
P:4x+3y+z+1=0et Q:-2x+y-3z+3=0

x+2y-z+2=0 (1) O+(©2) 4x +3y+z+1=0
MeD& =1 =1
3x+y+2z-1=0 (2) @)-m 2x-y+3z-3=0
4x +3y+z+1=0
ou encore xEoyTE <oMePnQ donc PNQ=D.
2x+y-3z+3=0
X=-0+—
3

3) 1** méthode : MeD <+ y=a—%

(_a.{_%)(1+3m)+(a~%)(2+m)+a(2m-1)+2-m=0.a+0=0

donc M eP,, pour tout valeur de m d’ou Dc Py,

2°™ méthode :

A+3mx+C+my+QCm-1)z+2-m=0

m(3x +y+2z-1)+x+2y -z + 2 =0, ’équation est vraie pour toute valeur

de m dans IR, donc I’équation est équivalente a :

3x+y+2z-1=0 '
{x +2y-z+2=0
cartésienne de D d’ou D < Py,

se sont les équations de P et Q donc c’est une représentation

2
Soit R le plan passant par I de vecteur directeur WetV|o
-3
1+3m
n| 2+m | vecteur normal de P
2m-1

V.n= 21 +3m)-3C2m-1)=5 =0 donc V n’est pas un vecteur de Py,

par suite R est un plan contenant D et Rz Py,
donc tout plan contenant D ne peut pas étre en général un plan de Py,

94



Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

2
'; 1) D passe par A(-1, 2, -2) de vecteur directeur Ul -1

3

1

D' passe par B(1, 5, 1) de vecteur directeur V-1
3

2

* ‘:3:&0 donc U etV non colinéaires

D’ouD et D' sont non coplanaires ou sécantes
x=-1-2a=1+A1 (1)
*MeDcD'&<y=2-a=5-A 2)
z=-2+3a=1-3% (3)

(1) +(2) =>1-30=6 ®a=§

(1) >r=2-20=2+2=4
3 3

Vérifions dans (3) : -2 -5 =1 -4 impossible donc D D'=¢ .
Conclusion: DN D'=¢ et U et V non colinéaires alors D et D' sont non
coplanaires.

a
2) Soit N vecteur normal de P,N|b|.

c

D//P¢ N.U=0e -2a-b+3c=0 (4)
D'/P&N.V=0&a-b-3c=0 (5)
@ +() =>-a-2b=0<=a=-2b
(8)=>3c=a-b=-3b=c=-b
AeP&-b+2c+d=0d=b-2cd’oud=3b
P:-2bx+by—bz+3b=0 d’ouP:-2x+y-z+3=0
3 (-m+ Dx+2m+2)y—-(m+1)z+1=0
om(-x+2y-z)+x+4y-z+1=0
L’équation est vraie pour tout meIR donc elle est équivalente

-x + -7 =
\_{x 2y-z (_)_ O

x+4y-z+1=0
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1
On additionne membre & membre 6y — 2z + 1 = 0 ou encore z = 3y +5

on pose y =f3 donc z=3[3+%

1 1 1
X=2y-z=2y-3y-—=-y-—=-f-=
y y=3y-5=y-5=$-7
1
x=-B-—
b 2
Deqy=p ;P elR
1
z=3p+—
P 2
C’est une représentation paramétrique d’une droite A passant par le point de
11 !
coordonnées (~E ,0 ,5) et de vecteur directeur W| 1
3
2x+y-z+3=0 -6x+3y-3z+9=0
4) MeP,nP & (II) ouencore
-X+8y-3z+1=0 -x+8y-3z+1=0
X =-5 +§
5
onposey=90:(I)<><y=9% ;0€elR
z=3d A
5
c’est une représentation paramétrique d’une droite A'passant par le point
g8 1 !
H(g ,0,— g) de vecteur directeur W| 1
3

-m+1
5)a)D// Py, <>uln avec n| 2m+4 | vecteur normal de P..
-m-1
< (2).(-m+D)+(-1)2m+4)+3(-m-1)=0<>m=-3.
b) D et P,,, sont sécants <> m#-3
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x=-1-2a
y=2-a
I,eDNP <
=2+3a

(m+1)x+2(m+2)y-(m+1)z+1=0

On remplace x, y et z par leur valeur dans la 4°™ équation on obtient :
(-m + D(-1 - 20)+@m+4)(2-0)-(m+1) (-2 +3c) +1=0

-Tm-10 7m+10
& 0.(-3m-9)=-Tm-10 or m#-3 d'ob o= =1
-3m-9 3m+9
17m+29 -m+8 15m-+12
donc I, (- ; ; .
3m+9 ~3m+9 3m-+9
; 1) a) ABCDEFGH est un cube

alors les diagonales des faces
ont une méme longueur J2a donc AH
2a=AF=AC=CF=CH=HF
d’ou le tétraédre ACFH est régulier

ainst les faces de ACFH sont des H
triangles e¢quilatéraux.

Q

b) Le volume de AEFH est égale a %1’aire de la base x Hauteur

_ AEXI alre(EFH) axEFxEH a

3 6
c) Le volume de AFCH est égale au volume du cube -4 x Volume AEFH

(EFH rectangle en E)

=32’ —4><la3 =L
6 3

d) Le volume de AFCH est égale d’une part é—;:al

d’autre part% (aire de la base x hauteur).

1.
3
FCH est un triangle équilatéral de coté J2a donc son aire

—%AH' x aire de FCH avec H’ = projeté L de A sur (FCH)

est%.\/aa(\/_ )I—=—*/——i dol A}I'—%ammd(A (HCF)) = AH’—%

2)a)OnalJ=F * C et HFC, AFC deux triangles équilatéraux
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donc (HJ) et (AJ) sont des hauteur pour HFC et AFC
ainsi (HJ) L (FC) et (AJ) L (FC) d’ou (FC) L (AHJ) or (AH) < (AHJ)
donc (FC) est orthogonale a (AH)
b) JA.JH=JAxJK avec K le projeté orthogonal de H sur (AFC)

(HK) L (AFC) donc (HK) est orthogonale a la droite (FC) < (AFC)
* (FC) est orthogonale a (HK) et a (AH) alors (FC) L (AHK)
*(FC) L (H)) et (FC) L. (AT) = (FC) L (AH))
par suite (AHK) = (AHJ) qui est le plan médiatrice de [FC]
ainsi K est le centre de gravité de AFC

. — 1. 1., 1 3, a
finalement JA.JH=JAXJK =JAxZJA=2JA =§.(7\/5a) =

c) cosA3H=&'—Jﬂ=————2——=l donc A3H=70°,56

P
a)Pn:x-2y+2z+m=0.

(1, -2, 2)#(0, 0, 0) donc pour toute valeur de m, P, est un plan.
|1+4+m| _|5+m|_|5+m|

JE+@) +22 9 3
=25+m2+10m_ =m2+10m-101
9

b) d(A, Pn) =

2
o &R =00 1y 14

A'=524101=126 alors VA'=314
m'=-5-3ﬁZ ou m"=-5+3\/1.Z

m —o0 m m" +
T N R

Sime J—oo,—S - 3\/1_4_[u}—5 + 3\/—12,+00[ alors d > R donc P,, est

extérieur a S.

Sim e]—S —3\/171 ,— S5+ 3@[ alors d <R donc P, et S sont sécants.

o0

Sim=-5-3v14 ou m=-5+3+/14 alors d =R donc P, est tangente a S.
d)Pourm =4, 4¢ |-5-3414 , —5+3414[ donc P, est sécant a S.

d’ot SAP,, est un cercle de centre Q derayon r=4/R>-d*> =-/5
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1

Q(x,y, z) est le projeté orthogonal de A sur P, et nj -2 |est un vecteur

2
normal de plan P, alors il existe a€IR tel queA—ﬁ=aa
x=o+l
d’oll { y=-2a-2 orQeP, donc(a+1)-2(-2a-2)+2Q2a)+4=0
z=2a

<a=-1 donc x=0+1=0; y=-2a-2=0 et z=-2 d'ou Q(0,0,-2)
Py"S = cercle de centre Q(0, 0, -2) de rayon \/_5-
x,y,2) eDe AM=0U ;o0elR

x=-20+3
Dot D:{ y=a-3 ; aelR
z=20+1
x-20+3
N(x,y,z)eDNS<{y=a-3 et x> +y +z° -x+2y-4z+3=0
z=20+1

On remplace X, y et z par leurs valeurs dans I’équation de S, on obtient :
(-2a+3)* +(a-3)* +(2a+1)* - (20 +3)+2(a-3)-4(20+1) +3=0

<9 -180+9=09(0 -2a+1)=0< (a-1)*=0Sa=1.

Donc D est tangente a S en un point H(1, -2, 3).

v@a) MA.BM=k < (MI+IA).(MI+IB)=k

oM +IA.IB+MI.(JIA+IB)=k or IA=-IB
2

oME =k-IA.JB < M =k+IA% =k +"‘7

2 2
) a a ) .
Sik+ ” <0 ouencore k< -—4— alors I’ensemble recherché est le vide.

2 2
Si k+a7=0 ou encore k=-a7 alors MIP =0 &M =1

donc I’ensemble recherché est {1}.
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2 2
Sik +%— >0 ouencore k> --aZ— alors ’ensemble recherché est la sphére de

2
centre I et de rayon Jk +a7 .

b) %ﬂ@MAz =4MB* & (MA +2MB).(MA -2MB) =0

Soit G le barycentre de (A, 1) et (B, 2) <> GA+2GB=0
Soit G' le barycentre de (A,1) et (B,-2) & G'A-2GB=0
d’od MA +2MB=3MG et MA -2MB=-MG'

par suite %=2 @(31?/16).(-1\7@)=0¢:>1\TG.W=0

< MG LMG' d’oi I’ensemble recherché est la sphére de diamétre [GG‘]

v @a) P le plan médiateur de [AB] passe par I le milieu de [AB] et de vecteur
2

normal AB| 0 |etI(-1,4, -3)d’00P: -2x -4z +d =0
-4
IeP ©2+12+d=0< d=-14doncP:-2x-4z-14=0

ouencore P:x+2z+7=0.
b) Soit H le centre de la sphére S comme A, B, C et D appartiennent a S
Alors HA = HB = HC = HD =rayon donc HeP et HeP' etHeP"

avec P'le plan médiateur de _[BC] et P"le plan médiateur de [CD]

15 g 19
B *C:I(-E,—z—,—S) etC*D=] (1,5,5)
3 0
BC| -3 |et CD| -1
0 1
BC normaldeP' douP' : 3x ~3y +d =0
315

l'eP'o-—-—+d=0<d =9
2 2
P':x~-y+3=0deméme P":-y+2z+5=0
x+2z+7=0 (1)
HePnP'NnP'<<x-y+3=0 (2)
-y+z+5=0 (3)
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2Q)eox=y-3 et(3)<=z=y-5

On remplace dans (1) =>(y-3)+2y-10+7=0 < y=2
D’oux=-1 etz=-3 donc H (-1, 2, -3), le rayon est R = HA = 3.
c)Q:ix+y+z-1=0

-14+2-3-1 ‘
d=d(H, Q) = L————' =\/§<R donc Q est sécant & S.

3
le rayon du cercle est /R* -d* =,/9-3 =6.

'z 1) OG +2AG +3BG =0

X X

On pose G(x, vy, z) alors oG v1; AG y | ;BG y-6

V4

x+2(x-6)+3x—0 x=2

OG +2AG +3BG =0 {y+2y +3(y-6)=0 < {y=3 dot G(2,3,0)
z+2z+3z=0 z=0

2) (MO+2MA+3MB)MC=0
MC.(MG + GO + 2MG + 2GA+3MG + 3GB) = 0
<> MC. 6MG =0 car GO + 2GA +3GB = 0

< MC . MG= 0 donc S est la sphére de diamétre [CG]

MC.MG=0 < X2y 472 2x -3y - 6z=0 = (x - 1)*+ (y —%)2+ (z- 3)2=i9—

donc S est de centre I(1, %,3) de rayon %

3+6+—

17'

3)d{d, P)= = 5 =rayon de S donc P est tangent a S.

3?+42
;; 1) Soit G le barycentre des points pondérés : (A,1) et (B,2)
& GA+2GB~0 < AG =2 AB & BG=; BA

MA? +2MB? =k & (MG + GA)* +2(MG + GB)*=k
< 3MG*+GA*+2GB*+2MG.(GA+2GB) =k
\_ﬁ(—/
0
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N 3MG2+%AB2+ Z%BAz X
2
o 3MG2 =k -%ABZ o MG = X '92a

Onak>0

2
e Si 3k -2a° < 0 ou encore 0 <k < 2% alors I’ensemble recherché

est le vide.
2

Si3 k—2a>=0ouencorek= 2—;— alors I’ensemble recherché est {G}

2
«Si 3k —2a 2> 0 ou encore k > %—

alors I’ensemble recherché est la sphére de centre G, de rayon

2) M(Xa Y, Z) 5 A(la "5 > 2) 5 B(-Z’ 1 s 2)
MA?= (x - 1)+ (y + 52 +( z - 22 = x>+ y*+ 2 - 2x + 10y - 4z +30.
MB2=(X+2)2+(y- 1)2+(z-2)2=x2+y2+ z2+4x-2y— 47+ 9,
MAZ+2MB =k 3x%+ 3y + 32+ 6x + 6y -12z+ 48 =k

\/3k-2a?
3

o X+ y + 2P 4H2x + 2y - 42 +16 -§=0 & X1+ (y+1)°+ (z-2)= -1;—-10

e Si 1;~—10>O ou encore k > 30 alors ’ensemble est la sphere de centre

W(-1, -1, 2) de rayon ‘E—-IO .

e Si %-10=0 ou encore k=30

Alors I’ensemble est réduit au singleton {W(-1,-1,2)}.
o Si0 <k <30 alors ’ensemble recherché est le vide.

; a) AB = V4% + 4% =+/32 =442 =BC=AC

donc ABC est un triangle équilatéral.

b) M(x,y,z) €S<>BM LCM & x2+y(y-4) +(z-4)z=0
& Xy’ 427 - 4y- 4z =0 d'ou Six*+y*+z7- 4y-4z2=0
c)I1(2,2,0);4+4+0-8-0=0doncl eS
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0
d) BC| 4 | vecteur normal dePdouP:4y-4z+d=0
4
Ie P ©8-0+d=0«< d=-8 dot P:y-2-2=0.
S est la sphére de centre H =B * C (donc H(0,2,2)) et de rayon :

B—C=££~2\/_Etd(HP) R=2-2_ 5 500

2 2 2

donc S M P est le cercle de centre L le projeté orthogonal de H sur P et de

rayon VR?-d>=+/8-2=+/6 .

0 x=0
HL=an;n| 4 | vecteur normal de P d’ou y=4a+2avec aelR
-4 z=-4a+2

orLePo@a+2)-(-40a+2)-2=0
c>8a-2=0c>a=%donc 1L(0,3,1).

On conclut que S N P= ¢ (L(0, 3, 1) ; V6).

Wa)x2+y2+mx+2(m-1)y+(m+4)z+1=0

& (G (D) (e e+ ! (%ﬁ) o

R R R e R

donc S, est la sphére du centre Wi, (-7; -m+l1; m2 4)

de rayon R, = f%mz +4.

m -m-4
b) W (-—;-m+1;}—);
) W, ( 5 5 )

4 )avec me IR},

Soit H_ ={W_ (-%; -m +1;-m -

m
x:_—
2
M(x,y,z)eH, A ©Jy=-m+l;melR
7=
2
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C’est une représentation paramétrique d’une droite D passant par A(0,1,-2)
1

2
De vecteur directeur U| -1

1

2

Donc I’ensemble H,, des points W, lorsque m varie pour tout m €IR
)X+ yFmx+2m-1D)y+m+4)z+1=0
¢;>m(x+2y+z)+x2+y2+zz—2y+4z+ 1 =0 est vraie pour tout m €IR
x+2y+z=0
x*+y*+ 22 -2y+4z+1=0
X +2y + z = 0 est ’équation d’un plan R
Xy + 72 2y 4z +1= 0 X2+ (y -1)*+ (z + 2)° =4
C’est I’équation d’une sphére S de centre I (0, 1,-2 ) est de rayon 2.
Donc il faut chercher R n S :

a1 Ry=—2-2

I= Q(0,1,-2) et de rayon 2.

d) M, €S, & x2+yi+z2+mx,+ 2(m-1)y,+ (m+ 4)z,+1=0
& m(Xy+ 2y, + Z,) F Xo+ yi+ z2i- 2y, + 4z, +1=0.

Comme M, n’appartient pas au plan du cercle £ c’est —a —dire :

Si et seulement si {
=0 donc RNS est le plus grand cercle de centre

Xo t2yo +zo # 0 d’ou I’équation est équivalente a :
xg+ y(2)+ z§-2y0+ 47 +1
Xot 2y, 7t 2,

(e
&) d(W,, ,Q)=—2ﬁ—=|%‘.+z

donc il existe qu’une seule sphere passant par My,

Q est tangent 4 S, si et seulement si %+2

=R m

2
Ou encore (%+2)2= R2 @%m” 4 =—r—n4—+2m +4,

<:>-3—mz-2m=0<:>m(%m—2=0<:>m=0 ou m=—8—

Donc il existe deux sphére S, et S; tangentes a Q.
H
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

'z 1) Q est le plan médiateur de [AB] alors AB est un vecteur normal de
Q et passe par [= A* B.

3-1 2

— — +3 1+5 3+

AB|5-1|donc AB| 4 |; I=A*B alors 1(51—253-2—1) dou 1(2,3,2).
1-3 -2

AB est un vecteur normal de QalorsQ:2x+4y-2z+d=0
I1eQ4+12-4+d=0d=-12

donc Q: 2x + 4y 27 -12 =0 ou encore Q : X +2y-z-6=0
)P,/ Q & AB etn sont colinéaires avec n est un vecteur normal de P..

m-+2 2
n| -m-1 ;IB 4
-m -2
- T .y m+1 2 m+2 2 -m-1 4
n et ABsontcolinéaires <> ={ et =0 et =
. -m-1 4 -m - -m -2

< 4m+2) +2(m+1)=0 et -2(m+2) +2m =0 et 2m +2 + 4m =0
& m= —g et - 4 = 0impossible 'dot E, =J

b) P, LQ<n LAB
& 2(m+2) +4(-m-1) - 2(-m) = 0 & 0.m=0 d'otr E,=IR

3) a) X*+y*+7? - 2x - 2y - §=O = x2-2x+y2-2y+zz-§=0
< x-1)2 -1+ (y-1)? -1+zz-§=0<:>(x-l)2 +(y-1)* +2° =%

c’est I’équation d’une sphere de centre I (1,1,0) de rayon \/g .

b)d (LP, )= (D)@ m | 3l
" \/(m+2)2+(m+1)2+m2 V3m? +6m+5
d 2-R2 :_____9_1'_11_:____2_ (-m*-6m-5)

3m’+6m+5 2 23m’+6m+5)
m’-6m-5=0et-1+6-5=0doncm=-1oum=-5.

m -00 -5 -1 +00
-m*-6m-5 - q + q -
d*-R? - ) I @ _




Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

Si me]—o0,-5[]—1,+c0[ alors P, est sécant a S.

Sime]-5,-1[ alors P et S sont extérieurs.

Sim=-5o0u m=-1alors S et P sont tangents.
HP:3x2y—z+2=0

S:(x-1)2Hy-1+ 2= %

% d'ou P, NS est un cercle de centre H de rayon

d(LP, )=\/—%_Z <

9 9  [549
=yJR?- @ = (—) ——=‘f—.
' \] 2) 14 \ 28

* H est le projeté orthogonal de I sur Py, donc il existe a € IR tel que :
3 Xy =3a+1

IH=anetHe P,.ﬁ -2 | vecteur normal deP, IH=an <y, =2a+1

-1 zZ, =—«

HeP < 3xy-2y,-z,+2=0Donc 33a +1) -2(-2a +1) +ta +2= 0= o= —%

- 510 3
d'ott H(ﬁ’_f’ﬁ) donc P, NS ={(H,1).

1 2
W) n| 2 | vecteur normal de P; n'| 0 |vecteur normal de Q.
0 1
1
:

par suite P et Q sont sécants dou P nQ =A.
+2y-2=0 1
A {x y M

2 - - .
=-4 (0 doncn etn' ne sont pas colinéaires,

2x+2z-8=0 )
Onpose x=a;alors() > y= -%H et (2)=>z=-2a+8
X=a
D’ou une représentation paramétrique de A est<y =-%a +l; aelR

z =-2a+8
2)a) x>+ y?+ 7 - 2mx - 2y + 2(2m - 3)z-12 + 1=0
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

& (x-m)’ -m’+H(y-1)*-1+z+(2m-3))*-(2m-3)*-12m+1=0

< (x-m)* +(y-1)* +(z+(2m-3))* =5m*+9
c’est 1’équation d’une sphére d’ou S,, est la sphere de centre
I(m, 1, -2m +3) de rayon +/5m*+9 .
b) Soit D,={L, (n,1,-2m +3) avecm € IR }

X=m
M(x,y,z)eD,, < 1y=1 ;melR
=-2m+3
c’est une représentation paramétrique d’une droite de vecteur directeur :
1
U| 0 | et passe par le point A (0,1,3).
2
3) a) S de centre I, (0, 1,3) de rayon 3.

d(Io,Q)=—|—\/3;1;fgl_1 = % =+/5 <3donc Sy et Q sont sécants d’ou Sp NQ = ¢
cercle de centre H de rayonr = YR?-d* = Jo-5=2
H le projeté orthogonal de I; sur Q donc il existe a e IR tel que :

X, =20
[ H=anetHeQo yy=1 et 2x,+z,-8=0.
Z,=ot3

donc2a) + (0 +3)-8=0=50=5=0a=1

d’ou ¢ est de centre H (2,1,4).

b) M(x,y,z) eS,NASMeS, et MeA

X =q,
MeAs y=-%a+l
z=-20+8

etMeS, ©a’+ (-%a+ 1-1)°+ (20 + 8 -3)*=9
@%az- 200 +16 =0

)}

>

8 8
s :L' )
3) (7

3w

40
7

A'=16d'ou «a 8 ola =38 donc S, "A = {L(§,-l
3 7 33
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Equations de droites, des plans et de spheres Solutions

v@ 1) * MA?= (x-1)*+ (y + 2)°+ (2 -3’ =x*+ Y+ Z*- 2x + dy - 6z + 14
MC =>4+ V' Hz 12 =x+y* + 72" + 4z + 4,
MA2-MC?*=10 & -2x+4y-10z+10=10<> -x +2y-52=0
D'ou l'ensemble recherché est le plan P d'équation : -x +2y -5z = 0.
-1
de vecteur normal n| 2
-5
0 -1 -1
* AC| 0 +2|dou AC| 2 |donc AC=n
2 3 -5
donc AC est un vecteur normal & P d’oti (AC) LP.
)X+ Yy +2-2x+y+2z2=0

& (1P -1+ +2f g @ HFH1= 06 (- D (#0412

donc S est la sphére de centre I(l,-—;:,—l) de rayon R=%

aap=dzizlesl 3 3

\/1+ 2450 30 2
d’ott SN P est un cercle de centre de rayon r =yR*-d* =, ’%-_39621 /;—z

X =-o +1

H(x,y,z) est le projeté orthogonal de I sur P donc H=a n < y=2a- !

z=-50.-1
HeP < xy2yytSzy=0 < -a+1-4a+1-250-5=0
<:>0L=-—1 d'ou H(H,-l,-l)
10 10 10" 2
3) GA + GB - 3GC =0

1 x 2 X X
a) Soit G(x,y, z) eé‘,C_}X 2 -y :GB|1 -y [;GC| -y
3 -z -8 -z 2 -z

(1-x) H-2-x)-3(x)=0
GA+GB-3GC=0 <> {(-2-y) + (1-y) -3(-y) =0

(3-2) + (-8 -2)-3(-2-2) = 0
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

o x=let y=1letz=-1 d’ou G(1,1,-1).

b) I est un vecteur normal de Q d’ou Q : %y+d=0

o N[lw ©

GeQ<:>§+d=O©d=——g— d'oﬁQ:%y——;—=00u encore Q:y-1=0

1 0
4) n| -2 | vecteur normal de P, no| 1 | vecteur normal de Q
5 0

=1=0 alors n et ng sont non colinéaires, donc Pet Q

sont sécants ;PN Q =A

X=0 X=a

-1=0
MeA Y < Jy=1 d'ott A4 y=1 ;ae IR,
x-2y +52.=0
21
Z=—-—=0 Z=-— 0Ot~
55

M(x,y,2) eSNA<MeSet MeA

x=a
MeAe{y=1 et MeS donc (a-1)2+(—;—+1)2+(-%a+%)2=%
1 2
Z=-—0t—
3

<> 260°- 640 +74 =0 < 1302- 320+ 37=0
A'=16%-13.37<0donc SNA=J

2 0
W 1) AB| 0 |AC| 1

-1 1
20 —_—  — o ) )
‘0 1[ =2#0 = AB et AC non colinéaires A, B, C non alignés ils

déterminent un plan.
Soit n (X,Y, Z) normal 4 (ABC).
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Equations de droites, des plans et de spheéres

Solutions

n=ABAAC avec:
1
0 20 -
=Detz= =2 donc n| -2
1 01

01 2
X= =letY=-
-11
2

D’ou (ABC) : x -2y +2z+d=0
OrA(122)e (ABC)=>1-4+4+d=0=>d=-1
Ainsi (ABC) :x -2y +2z—-1=0
1 1
2)a) n,| -2 | normal de P, et n,| -3 | normal de P,.
2 2

1

n, et n, ne sont pas colinéaires car #= 0

Donc P, et P, sont sécants selon une droite A
b)CeP,=(ABO)etx,—3y.+2z.+2=1-9+6+2=0
donc C e P,d’ou C € A.
2

c)u|0|onanu=2-2=0=nLu
-1
= u est un vecteur de P,.
u E =2-2=0donc n, Lu
=>u est un vecteur de P..
D’ol u est un vecteur de A
d) A passe par C et de vecteur directeur u d’oi une représentation

x=2a+1
Paramétrique de A:{y=3 ,aelR
z=-0+3

3)a) AM . ﬁ=0<:>2k><2+(3—2)x0+(—k+1)><(—1)=0<:>k=%

Donc M(Z,3,—1ij
5 °5

35

b) ainsi de d (A, A) = AM = \/(%—1)2+(3—2)2+(15‘—’_2)2 ==
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Equations de droites, des plans et de spheéres

1 1

1)X€=5(A§-E)=Ec§

Solutions

AG,=—(~AB+AC)-1BC-Bi
2 2 G
2) a) AG, =ﬁ(k@ -KAC) I

- < (AC - AB)=-_BC

k*+1
X .. , x2-1
b) f(x) = ——dérivable sur [-1,1] et f'(x) =
x2+1 xz+1)?
x |-l 1
f’(x) | 0 - 0]
1
2
f(X) \__1—
2
c) k [-1,17 alors Gy décrit le segment [G.,G,] car —l< k <l
’ ‘ Sment Bt 271+ 2
3) ”21\717& + MB - M—C“=”2M—A -MB + M—C“
HZMGI ||=”2MG_, H car G, barycentre {(A , 2) (B,1) (C,1)}
MG] = MG.1

et G barycentre {(A , 2) (B,-1) (C,1)}
M appartient au plan médiateur de [G,G,]

¢ = plan médiateur de [G,G.;]
4 [2MA + M5 - MC] =[2MA - MB - M
| .-
& [2MG| = CA + BA]

o o6 |-f5 + 7

N “21\7[61 = “22«1"" car I=B*C
& MG, = Al

<> M appartient a la sphere de centre G, de rayon Al
D’ou  P=S(G;,Al)

5) a) A(0,0,2) B(-1,2,1) et C(-1,2,5)
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

~AE:=%CTB &%, =0¢ctys =0ctz5 =0 d’0d G1(0,0,0)
AG_;%EEE = G.1(0,0,4) et I(-1,2,3)
Al=V1+4+1=6

La sphére de centre G, et de rayon J6
On a A est le milieu de [G,G.,] car AG,=-AG.

Donc A € £ d’ou d(Gy, &) = AG, = %G_,G, =2
Ainsi d(G,&)=2< J6  Donc Pet & sont sécants.
b) ¥ &=¢lecerclederayonr= vR?-d* =464 =2 decentre H le

projeté orthogonal de G, sur le plan.
Ainsi € est le cercle de centre A de rayon J2.
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