Le pendule élastique Enoncé

Enoncé

; Un pendule élastique est constitué d’un ressort de raideur k= 20N.m™ et
d'un solide de masse m qui peut osciller sur un banc a coussin d'air horizontal.

A l'instant t = 0, le solide est écarté de sa position d'équilibre de x, = +2\/§ cm

et laché avec une vitesse initiale v, négative.

1. Dans un premier temps, on néglige les frottements du chariot sur le banc.
1) Faire l'inventaire des forces exercées sur le chariot et les représenter.
2) Etablir I'équation différentielle du mouvement.

3) Vérifier que X(t) = Xmsin (@t +@)est solution de cette équation

différentielle avec ®, une constante que l’on exprimera en fonction des
grandeurs physiques du systéme.

4) Etablir une relation entre x, v, Xm et @o.

5) En quel point la vitesse du mobile est maximale ?

II. Grace a des capteurs appropriés, on enregistre I'évolution temporelle de
I'élongation x du centre d'inertie du chariot. Sur le graphel, on trace la courbe de
la variation de 1'énergie potentielle élastique Ep du systéme {chariot, ressort} en
fonction du temps.
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Le pendule élastique Enoncé

1) Montrer que Ep s’écrit sous la forme :
Ep (t)= %KX; {1 +sin (2w, .t +2¢—§J .

2) En exploitant le graphel, déterminer la période propre des oscillatiosTy,
I’amplitude Xy, et la masse m du chariot.

3) Déterminer la phase initiale ¢ et ’expression de 1’élongation x (t).

4) Déterminer v,

5) Montrer que 1’énergie mécanique du pendule élastique est constante.

HI. A I’aide d’un dispositif approprié, on soumet le chariot & des frottements
visqueux. Le graphe?2 représente 1’enregistrement de la variation, en fonction du
temps, de 1’élongation x de son centre d’inertie G pour trois coefficients de
frottement hy, h, et h; correspondant respectivement a x; (t), X, (t) et X3 ().
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1) Etablir I’équation différentielle relative a x.
2) Montrer que I’énergie du pendule élastique diminue.
3) Parmi les enregistrements indiquer celui qui correspond a la valeur du
coefficient de frottement le plus faible et donner le nom de son régime.
4) Nommer les autres régimes en comparant leur coefficient de frottement.
5) Pour la courbe x,=f{(t)

a- déterminer la variation de 1’énergie mécanique de 1’oscillateur entre les
instants to = Os et t’=3T avec T la pseudo période des oscillations.

b- A quoi est due cette variation ?

c- Calculer I’énergie cinétique du solide a t= 0,2s

-25,04mm

; Un solide (S) de masse m est fixé a I’extrémité d’un ressort (R) a spires
non jointives, de masse négligeable et de raideur K. L’ensemble est placé sur un
plan horizontal parfaitement lisse (voir figure ci-contre).
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Le pendule élastique Enoncé

A vpartir de sa position d’équilibre, on communique au solide (S) une vitesse
initiale V, dans le sens positif des élongations.
)
a- Etablir I’équation différentielle relative & x (élongation du centre d’inertie
du solide) et donner I’expression de la période propre des oscillations.
b- Montrer que l’énergie mécanique du systeme {solide, ressort} est
constante.

2) La courbe ci-contre donne la variation de ’énergie cinétique du systéme en
fonction de 1’élongation x de (S).

+E(10™))

a- Justifier I’allure de la courbe en établissant 1’expression de 1’énergie
cinétique E¢ en fonction de x, K et E¢g ; énergie cinétique initiale du solide.

b- Déterminer en utilisant la courbe les valeurs de Ecy, Xm et K.

c- En déduire la valeur de la masse m sachant que la période propre est de
valeur Ty= 0,4s.
3) Etablir I’équation horaire du mouvement.
4) On immobilise le systéme, on écarte le solide (S) d’une distance
Xo=5cm et on I’abandonne a lui-méme sans vitesse initiale a t=0s. Au cours de
son mouvement le solide S est, maintenant, soumis a une force de frottement
visqueux f=hv (h constante positive).

a- Etablir ’équation différentielle des oscillations en x (élongation de (S)).

155



Le pendule élastique Enoncé

i
E
’x
b- L’amplitude des oscillations de (S) diminue de 2/10 de sa valeur au :
cours de chaque pseudo période T.
b;- Nommer le régime d’oscillation.
b,- Déterminer 1’élongation du solide & t;=2T.

by~ Calculer la variation de 1’énergie mécanique du systéme entre les
instants de dates t;=0 et t;=2T. :

; Soit un pendule horizontal constitué dun ressort (R) de raideur k et
de masse négligeable , enfilé a travers une tige , & ’extrémité duquel est soudé :
un solide (S) de masse m ponctuel pouvant coulisser sans frottement 2 travers
la tige .

(R) o

On comprime le ressort de 5 ¢cm puis on ’abandonne & lui-méme sans vitesse a
t=0.
1) a- Donner I’expression de 1’énergie mécanique du pendule élastique en
fonction de k, m, x (¢longation de (s) a 'instant t) et v (la vitesse de (s) &
I’instant t).

b- Sachant que le systéme {(S),(R)} est conservatif ,déduire 1’équation
différentielle régissant les oscillations de (s),

c- Préciser la nature du mouvement du solide (S) et exprimer sa pulsation
en fonction de k et m.
2) Le graphe suivant représente les variations de 1’énergie potentielle élastique
du pendule au cours du temps.

107 =Xt

e = = P ———

> t(s)

a- Etablir I’expression de 1’énergie potentielle élastique en fonction de k,
Xim, et t.
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Le pendule élastique Enoncé

2) Déduire 'expression de 1’énergie mécanique en fonction de k et X, :
(Xm amplitude des oscillations).

3) En déduire la valeur de la raideur k du ressort.

4) Déterminer la période de I'énergie potentielle et en déduire la période
des oscillations.

5) Calculer alors la masse m du solide (S).
3) Ecrire I'équation horaire du mouvement du solide (S).
4) Déterminer les positions pour lesquelles, la vitesse du solide (S) est réduite a
moitié de sa valeur acquise au passage par sa position d’équilibre ?

; On considére un pendule élastique formé par un solide (S) de masse m et
un ressort (R) a spires non jointives et de raideur K. Le pendule peut se déplacer
sur un plan horizontal parfaitement lisse.

(R) (S)

o) x>

1) Etablir I'équation différentielle caractéristique du mouvement du solide (S).
2) Sachant que cette équation différentielle admet une solution de la

forme x(t) = X, sin (@t +¢).
a- Etablir larelationentre ( V,, et X )et (o, et ).

b- Ci-dessous on donne le chronogramme de la variation de la vitesse en
fonction du temps, v= f(¢):

v{mm.s

0,2~

20,2}

Déterminer : T,V , ¢ et @,..

a- Déduire X, et @, puis écrire X(t).
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Le pendule élastique Enoncé

3) Montrer que I’énergie mécanique du pendule élastique se conserve au
cours du temps.

4) Le graphe suivant représente les courbes Ep = f(x) et E = g(x) ou Ep et E
représentent respectivement 1’énergie potentielle et I’énergie mécanique du
pendule élastique.

a- Identifier chacune des deux courbes en justifiant la réponse.
b-  Enexploitant le graphe, déterminer la raideur K du ressort et la masse m du solide.
c- Déterminer I’énergie cinétique du solide lorsqu’il passe par le point
d’abscisse x = 4cm.
5) Le solide (S) est maintenant soumis & des forces de frottement de type
visqueux f =—hv .
a- L'équation  différentielle du mouvement du solide (S) est:
d’x dx
— +4,96—+157,91x =0.
dt dt
Trouver la valeur du coefficient du frottement h.
b- La courbe relative a I’élongation du centre d’inertie en fonction du
temps, x(t) est donnée par le graphe suivant :
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Le pendule élastique Enonce

e Nommer le régime d’oscillation.
o (Calculer la variation de 1’énergie mécanique du pendule entre t; = Os et t, =1,5s.

; Un pendule élastique est constitué¢ d’un ressort (R) de raideur K, dont
I’une des extrémités et fixée a un support fixe. A I’autre extrémité est attaché un
solide (C) supposé ponctuel masse m.

Le solide (C) peut glisser sans frottement sur un plan horizontal ; sa position est
repérée sur un axe X'OX confondu avec 1’axe du ressort.

R

(R) o
............................ » X
(©)
A T’équilibre (C) se trouve au point O : origine des espaces on écarte le solide
(C) vers un point d’abscisse X, et lui communique une vitesse vy a I’origine des
temps (t=0).

Le corps (C) effectue donc des oscillations. Un enregistrement a permis de
tracer la courbe représentant la variation de 1’élongation x du temps.

A x(cm)

O A

AP T
s
.-I—(T \:// Figl\./

|

I- 1) a- En appliquant la R.F.D, Etablir I’équation différentielle du mouvement.
b-  Vérifier que la solution de cette équation est une fonction sinusoidale et
déterminer sa pulsation propre.
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Le pendule élastique FEnoncé

2) a- En exploitant la courbe de la figure (1) ; déterminer :
e la pulsation propre w, de 1’oscillateur.
e I’abscisse initiale x,.
e L’amplitude X,
e La phase initiale ¢.
b- En déduire 1’équation horaire du mouvement.
c- Déterminer la valeur de vitesse vy.
II- Un dispositif approprié a permis de tracer la courbe de la variation de
1’énergie cinétique du solide (C) au cours du temps (figure 2).

Epe (103)
A

7’2 _77'\_:_ '.T.——"‘Y\{"-— _.;—.."!.—/\7——,.—"—_7/\"_
N /N T T/
Y SRRV /N VAT
. \/ VARANARE)

Fig 2

1) a- Déterminer 1’expression de 1’énergie potentielle élastique Epe en fonction
du temps et vérifier qu’elle s’écrit sous la forme d’une somme d’un terme
constant et d’une fonction sinusoidale.

b- En déduire la valeur de période Tg,. de I’énergie potentielle élastique.
2) Montrer que le systeme {(C) , ressort} est conservatif.
3) En exploitant la courbe de la fig 2 déterminer la masse m et déduire la raideur
K du ressort.
4) Représenter sur la fig 2 la courbe de la variation de 1’énergie cinétique en
fonction du temps ; en indiquant les valeurs initiales de Ec et E,,.

160



lL.e pendule élastique Corrigé

Corrigé

Vl-l) Le chariot est soumis a trois forces.
c- son poids P
d- la réaction du banc R
e- latension du ressort T

2)
00000000
x' ;
RFD :
P+T+R =ma
Projection sur (o, ;) :T=ma< -kxszi—25 d’ou dZ—XJr— x=0
dt? dt? m

3)x(t)=Xsin(w,t+¢)
% =0, X ,cos(w,t+p)

d’x .
ry =-m, %X sin(w,t+¢)

. k .
L’équation différentielle devient : -@,2X_sin(w,t+@)+— X sin(w,t+¢)=0
m
. k
= X_sin(o,t+e)| -0,*+— (=0
m
A A e k
Cette équation doit étre vérifiée Vi = —@y>+—=0
m

2 —
@)% =—
m
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Le pendule élastique Corrigé.

Wy = ,|—
m

4) x(t)=X_sin(m,t+¢) (1)

v(t)=m, X cos(m,t+Q) = v =X cos(w,t+¢) (2)
(’00
2

(1y+(2)? donne x*+ Lz =X 2sin* (o, t+e)+X  *cos*(w,t+)
(‘00

VZ

Dot x*+—=X?

m

(‘00
2

A\ [
5) E :Xm 2x2 > V=Z|Z(,00 szn -x2

0
Cette vitesse est maximale lorsque x* est minimale => x*=0 d'ou v=twm X
Vm :('OOXm
Ainsi la vitesse du chariot est maximale au passage du mobile par sa position
d’équilibre.
1I-

HE,= % kx2=% kX *sin*(w,t+¢)

1-cos2x 1

sinx= =E = 1 kX, 2[1-cos(2w, t+2¢)]

Ep=%ka2[l-sin(2mot+2(p+g )}

Ep=%ka2[1+sin(2w0t+2(p-g)J

T
2) E, est périodique de période T=7° =T, =2T

D’apreés le graphe 3T=0,471s = T=O’—;r71 =0,157s 7,=0,314s =0,1zs

2
T, =27t\/§ ; T,=4n? o m= KT,
k k 4n?

e 20x%(0,1m)?
472

AN =0,05kg
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Le pendule élastique

Corrigé

2E 3
Epm=%ka2:>Xm= %;AN X = 2—X16'i:4.10'2m
) ; X \/5 T 3n
at=0 x=X_sing = sing=—=— = P=— ou @p=—
) mSINP ¢ X > ¢ 4 ¢ 4

m

Or v,<0 = coscp<0:>(p=§i£rad d’ou

x(t)=4.10"sin(20t+ :%t ); ®, =\/E =20rad.s™
m

Remarque : On peut déterminer ¢ & partir de I’expression de E,

At=0; Ep=%ka2[1+sin(2q>-g)} =8.10°]

:sin(Zw—g—j:O car —zlikX”'2:8'10—3J

( Vs 7 (o
20——=0 20 =— =—
@ 5 @ ) @ P
—=40u —>ou =
T RY/4 3z
20——=71 20 =— =—
%4 5 (4 5 \(P 4

Or E, est décroissante = cos(2¢-m)<0 = ¢= 3—475 rad
4) v=m,X,,cos(m,t+)
at=0 v,=w,X, cosp=20x4. 10'2cos34’E =0,56m.s

Remarque :

V=t 0, X2 -

On peut utiliser ’expression de

At=0  V,=—ogX5 % =-2o\/(4.10-2)2-(2.10'2\/5)
v,= — 0,56m.s"
1 1

5 E_ =E.+E =—mv?+—-kx*

) m C p 2 2

2
dE :mva+kXV:V(mi§+kxj=0 D’ou E=c"
dt dre
%,——J

=0
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Le _pendule élastique Corrigé

III-
1)RFD : P+T+R+f=ma
Projection sur (0,; ) : T+Hf=ma
2 2.
toxchvmm X = m Xy &g
dt dt? dt
2)E_ =EC+EP=—;—mV2+%kx2

2.
@ =mvatkxv=v [m %g +kx} =-hv2<()

= E,, diminue au cours du temps.
3) Plus I’amortissement est faible plus le nombre des oscillations est grand d’ou
X, (t) correspond & I’amortissement le plus faible : c’est un régime pseudo
périodique.
4) x, (t) : régime pseudo périodique.
X, (t) : régime apériodique.
h 3 >h 2
1 1
5)a- E =E +E = > mv*+ 5 kx?

Si x=tX_ = V=0

1 X est max = v=0)
At=0s = E_ ZEka2:16_10-3 V est max = x=0
1
2
AE,=E, -E, =9,73.10°J

b- AE_ est négative = il y’a une perte d’énergie qui est due aux forces de

A t'=3T = E, =-kX,>=6,27.10°]

frottements qui dissipent 1’énergie sous forme de chaleur.
1 2

c- Ec=—mv
2

dx
v=—=p(t
i =p(t)

v 30.10°(-10.107)
-0,08
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Le pendule élastique Corrigé

v=-0,5m.s”

EC=%><5><10'2><(-0,5)2

E.=6,25.10"]

i

v

1)a-RFD: P+T+R=ma

2

Projection sur (o, _l:) : T=ma=-kx=m o d’ou
d’x k d*x

—+—x=0 ou —+w,’x=0 avec w,*=—
dt? m dt? m

Cette équation différentielle admet une solution de la forme x(t)= X, sin
[ m
(@yt + @) de période propre T) = 27, /;
1 1
b-E_ =E.+E =—mv*+—kx
2 2

daE, =mva+kxv=v[ma+kx]=0

dt —

Dou E, =C*

2)a- E.=E,-E, =Em-%kx2 or E =C"=E
douE. =E —%kx2 : de la forme ax*+b

avec a=-lk et b=E
2 0
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Le pendule élastique Corrigé

E. = f(x*est alors une parabole

b- Lorsque x=0 = E=E_ =5.107] . X, =510"m
1 2E,
Lorsque x=X, K = E. =0=E, ——kX *=0=k=—-
0 2 sz
-2
k=210 0N .m
(5.10%)
2 2
c- —2n\/- = m=Xho 40404 0,162kg

3)x(t)=X,sin(®,t+¢) avec ®,= i— =5nrad.s™

At=0; x=X_sing=0= sing=0 :O> ¢=0oug=n or v,>0=¢=0d’ou
x(t)=5.10"sin(5xt)

4) a- L’équation différentielle devient : mjox + % +kx=0

b- b, : c’est le régime pseudo périodique car I’amplitude des oscillations

diminue au cours du temps.

X 2 8
b, : Aprés 1T : X1=XO-EX0=_1_O .
Apres 2T x2=X1'£X1=§X1=§(§X0):0,64Xo =3,2cm
10 10 10110

b, : Lorsque x est extrémale v=0 d'ou Em=5ka2
1
AE =E -E =—k| XX
m "y m 2 [ 2 O:I

AN AEm=%X4O[(3,2.10’2)2-(5.10'2)2]=-2,95.10‘2J

; Da- Em=Ec+Ep=%kx2+%mv2

b- E_=C* = %ﬂ =0 = kxv+mva=0

2. 2.
V{karmd—X 0 orv20 —mI* Hx=0
ar e
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Le pendule élastique Corrigé

c- Le solide s est en mouvement rectiligne sinusoidal puisque 1’équation
différentielle précédente admet une solution de la forme :

x(=X ,sin( w,t+e) avec o, =\/E
m

2)a- E = % 2=% kX Zsin*(w,t+¢) or

1-cos2x

sin?x=

[P 1
dou E = 1 kX, 2[1-cos2m,t+29)]
b-

m

E =E.+E =C° orlosquex=tX, 6 =>v=0=>E.=0 d'oﬁEm:%kX 2

2E 2x2.107
c- k= = =
X 2 (5.10%)
d-7=0,4s =1, =2T =0,8s

2 2
e-T, =2n\/% = m= LI 1—6:%& =0,25%kg

3) x(t)=X_sin(®,t+0); (oo=?r—n=2,51rrad.s'1
0

16N.m™

A t=0

X, sing=—X, >smp=-—1=>¢= —% rad d'ot x(t)=5.107 sin(2, 57t — —725)

4) Au passage par la position d’équilibre la vitesse est maximale =>v =2V

m

Lorsque v est réduite a la moitié de sa valeur maximale =>v= iz V

La vitesse est reliée 4 la position x par v=tm{/X,>x> et V, =0 X

m
V2:0)0 Z(Xm 2_X2) :

m

V22 :woz(sz_xz) :

0,°X,?
0 “*m _ 2 2_n 2y2
——-=0,*X *-m,*X

2= 2_1X 2=§X 2
m m 4 m
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Le _pendule élastique

Corrigé

x=i%\/§ AN x=+4,33cm

N/

1) *systéme {S}

T

VUYL

Xl
*Bilan des forces : P poids
T : tension du ressort
R: réaction du plan
RFD: P+R+T =ma

2 2:

2) a- F%=choocos(mot+(px)

=X, 0psin(@,t+ex+ g)

=V_sin(®,t+ov)

d'ou et (pv=(px+g

b- T,=0,5s; V_=0,2rmm.s"

At=0; V:Vm :Vmsin¢v :)sjn(gv =1:>¢v =§
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Le pendule élastique

Corrigé

[x(t)=0,05sin4 |

3) E=EC+Ep=%mV2+%kx2

dE
at dt dt

=E= C" L’énergie se conserve.

—:mv@+kx@=v(ma+kx)=0 - fl:;E;—=0::> E=C” :

qoxzqov—%:Orad

4) a-E=C" o la courbe c1 correspond a e= f(x) donc la courbe ¢, correspond

a Ep=f(x)
1 2E 1
b- E=EC+EP=EPm=Eka2 = k=.)_(—2 AN k=20N.m
a)02:£:> m:—lf— AN m=0,127kg
m @,*

E=0,025]

-E.=E-E
R, BT {Ep=0,016J

5) a- RFD: P+R+T+f=ma

kx-hv=ma

Projection :

2.
= m & E o
dez dt

dx hdx k
—+——+—x=0

d? mdt m

e h _
Par identification terme & terme : — =4,96s""
m

— h=4,96m=0,63kg.s"
b-Régime pseudo périodique :

AE =E, -E, :%k(X;Z -X2)
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Le pendule élastique Corrigé

- %x20[(1,25.10_2)2—(5.10_2)2] =-2,34.102]

T

Xl

I- 1)a-
s systetme{C}
e Les forces f’, 1_3;,7’

e RFD: RFD: P+R+T =ma

2 2.
—kx = md—); = md—X +kx =0
dt de?
2
d® m m
. d*x
b-  x =X, osin(w,t+e) ; e ~a}x
=-0;X +afx =0
. k
=Vsin(ogt+ev) @y =,[—
m
2) a-r&, :2—”2>a)0 2z —_—= O— 2z ———20rads
@, 7, / (o
Xo=-3 cm
Xn=6cm
( ¢p=——rad
X, 1
COSPp=—"—=——= ou
X 2
" = —S—Erad
=%

v, =X cos¢<0:>cosgo<O:>¢):—5?ﬂmd
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Le pendule élastique Corrigé

on
|

x=6.10"sin (201‘ —%)

¢ v, =6.10—-2x20cos (:Z—”j =—1,039ms™
II-
1) a- Epez%kx2 :%kXi cos (2a,t +2¢)

@'=2m,
A=cte ; f{(t) est sinsoidale de . T
)
b 7. =27 _0157s
2 20

Epe
1

2) E==hx* +lmv2
2 2

ﬁ=kxx'+mvv':V(kx+md =0
dt dt?
0

= E=cte

3) Epe,,, = % mX:a = m=0,lkg
Epe,, = % kX? = k=40Nm™

4)
E(J)

Eo=53¢ 7N/IN/IN/ TN/ /TN

Epe, 1.8¢ N1/ N1/ \1/\|/\I/\
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