Le pendule élastique Enoncé

Enoncé

; Un pendule élastique horizontal est formé par un solide de masse m =
0,1 kg lié a un ressort a spires non jointives de masse négligeable et de raideur
k= 25,6 N.m™.

Le pendule est soumis a une force
excitatrice F  horizontale de valeur
algébrique F= 3 sin (o t) et & une force de

frottement ]7 =—hv avec h = 1,4 kg.s™.

La réponse est de la forme : x(t) = X, sin
(ot+¢)
1) Pour une pulsation @ = 20 rad.s”, le solide (S) prend un mouvement
sinusoidal d’amplitude X,,.

a- Etablir I’équation différentielle de 1’oscillateur avec la variable x.

b- Calculer la pulsation propre de 1’oscillateur.

c- Construire son diagramme de Fresnel.

d- En déduire la valeur de X, et établir I’équation horaire du mouvement de (S).
2) Pour une pulsation o, de I’excitateur, X, prend sa valeur maximale Xj.

a- Préciser 1’état d’oscillation du pendule élastique.

b- Calculer o, et X;.
3) On fixe ® = 16 rad.s™

a- Montrer que le pendule élastique est en état de résonance de vitesse.

b- Etablir ’expression de la vitesse instantanée du (s).

c- Représenter sur le méme graphique les fonctions F(t) et f(t).

d- Montrer que 1’énergie mécanique du systéme est constante, calculer sa

valeur.

; Un pendule élastique horizontal est formé par un solide de masse m = 0,2 kg
lié & un ressort a spires non jointives de masse négligeable et de raideur k=45 N.am™.

7(S)

B

X

Le pendule est soumis a une force excitatrice F horizontale F = 1,2sin (o)t)l7
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Le pendule élastique Enoncé

et a une force de frottement f* = —0,757 .
(V étant la vitesse instantané de (S) ).
L’abscisse du solide (S) dans le repére (O, i) estx =Xy, sin (ot + @y)
1) Etablir I’équation différentielle de 1’oscillateur relative a x . .:
2) Représenter le diagramme de Fresnel et en déduire les expressions de xp et
de tg Ao.
3) En modifiant ®, on constate que ’amplitude X,, passe par une valeur
maximale pour une pulsation ;.
a- Préciser 1’état d’oscillation du systéme.
b- Etablir I’expression de la pulsation a la résonance @, en fonction de @, h
et m.
c- En déduire l'expression de la fréquence a la résonance N, en fonction de
Ny, h et m.
d- Calculer ®; et N,.

e- Montrer que (X,,), s'écrit sous la forme : (Xm )r =

Calculer sa valeur
4) Représenter I’allure de la courbe de résonance d’amplitude dans chacun des
cas suivants :

e h faible

s h important

¢ Que se passe t-il si h=0 ?

; Un oscillateur est formé d’un solide (S) supposé ponctuel de masse m =
0,1 kg accroché a un ressort horizontal de constante de raideur k =40 N.m™.Le

solide (S) est soumis a une force excitatrice horizontale F= dsin(wt) i avec

i dirigé suivant le mouvement de (S).
On considére le repére (O, i )avec O position d’équilibre de (S). Au cours de

son mouvement, (S) est soumis & une force de frottement visqueux f = —1,2v .
1) Etablir I’équation différentielle de I’oscillateur relative a x.
2) La solution de cette équation différentielle est :x = X, sin (ot + @,)

a- Représenter le diagramme de Fresnel pour @ =10 rad.s™.

b- En déduire les expressions de X, et de tg(@,- ¢r).
3) a- Etablir ’expression de la pulsation @, pour la quelle ’amplitude X,
prend sa valeur maximale en fonction K, m et h. Calculer @, et la valeur de X,
correspondante.

b- En déduire la valeur limite de h pour la quelle il n’y a pas résonance
d’amplitude.
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Le pendule élastique Enoncé

4) Pour o=20 rad.s™

a- Etablir ’expression de la vitesse instantanée du solide (S).

b- Déterminer le déphasage entre la force excitatrice et la vitesse. Que peut —
on dire de I’état de 1’oscillateur ?

c- Calculer la puissance moyenne dissipée par 1’oscillateur.

; Un solide (S) de masse m = 0,2 kg est accroché a un ressort horizontal

de raideur K =30 N.m". il est soumis a une force de frottement f =-hV et une
force excitatrice F =F,, sin (@t + ¢ )  de pulsation ® variable.
1) Etablir ’équation différentielle du mouvement relative a I'élongation x dont
la solution est : x = X, sin (0 t+ @y).
2) Les courbes x (t) et F (t) sont données par le graphe ci-dessous.
a- Laquelle des deux courbes représente x(t) ?
b- Déterminer la pulsation @ le déphasage de F par rapport a x : A¢= ¢ -
Px.
c- Ecrire I’équation horaire x (t) du mouvement du solide.
3) a- Faire la construction de Fresnel correspondante
b~ En déduire les valeurs de F, et h.
c- Ecrire I’expression de F(t).

F{t) en N et x{t) en cm
N RV IR BRI P j

4
5

; Un pendule élastique horizontal est constitué d'un ressort de raideur K lié
a un solide (S) de masse
m = 50 g. Au cours des oscillations (S) est soumis a une force de frottement
visqueux de la forme
— >

_)
S =-hV, ou h est une constante positive et V le vecteur vitesse de (S), et &
une force excitatrice

> >
F(t) = F., sin( 6¢).1.
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Le pendule élastique Enoncé

Un dispositif appropri€¢ permet d'enregistrer les courbes de la figure ci- contre
représentant F(t) et x(t).

F(t) en Net x(t) en cm
A

—/3H(s)

1) Préciser le role joué par l'excitateur.

2) a- Identifier chacune des deux courbes. Déterminer les expressions de x(t) et F(t).
b- En déduire I'expression de v(t).

3) a- Etablir I'équation différentielle, en v, de l'oscillateur.
b- Faire la construction de Fresnel, et en déduire les valeurs de h et K.

c- Exprimer le rapport va en fonction de h, , K et m. Déduire l'expression de

m

son analogie électrique et en donnera la signification physique.
4) On agit sur la pulsation @, tout en gardant F,, constante, de maniére a rendre
F(t) en quadrature avance de phase sur x(t).

a- Montrer que l'oscillateur est le siege d'une résonance de vitesse.

b- Calculer la valeur de @

c- Exprimer, puis calculer la puissance mécanique moyenne consommée
par l'oscillateur. Que peut- on conclure ?

d- Faut-il augmenter ou diminuer @ pour avoir la résonance d’élongation ?

; Un oscillateur mécanique est

constitu¢ d'un solide (S) de masse
m = 0,1kg, attaché¢ a l'extrémité d'un

ressort (R) horizontal, & spires non
jointives de masse négligeable et de
raideur K = 40N.m™.

A I'équilibre, le centre d'inertic G de (S) coincide avec l'origine O du repére

(0,7).

182

Xy



Le pendule élastique FEnonce

—
Le solide (S) est soumis a une force de frottement visqueux f portée par l'axe
._)

_}
(x'x), opposée au mouvement de (S) et telle que f=- h.v , ol h est une constante
_>

positive et v est le vecteur vitesse instantanée du centre d'inertie G.
Les osc111at10ns de (S) sont imposées a l'aide dune force excitatrice

F Fnsinot l
1) Etablir I’équation différentielle de 1’oscillateur relative a x.
2) La solution de cette équation différentielle est de la forme x = X,sin (ot + @).

a- Faire la construction de Fresnel et en déduire les expressions de X,, et de
0.

b- En déduire ’expression de la vitesse maximale V,, du centre d’inertie du
solide.
3) Pour une pulsation @= @}, on constate que X,, prend sa valeur la plus
élevée.

a- Préciser 1'état de l'oscillateur.

b- Etablir ’expression de @ en fonction de @y, h et m.

c- En déduire I’expression de X, en fonction de F,,, @, h et m.
4) On donne pour @= @ ; deux constructions de Fresnel incomplétes.

K Xm

I Construction 1 I

K X

I Construction 2 |

a- Laquelle des deux constructions de Fresnel est celle qui traduit les
oscillations de (S).

b- Compléter la construction de Fresnel correspondante et en déduire les
valeurs de : Fy,, Xy, @1, hetg.
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Le pendule élastique Enoncé

5) a- Tracer l'allure des variations de I’amplitude X,, en fonction de la pulsation @
on notera la position de la pulsation @, par rapport a la pulsation propre @ .

b- Quel est l'effet d'une augmentation de 1’amortissement sur l'allure de
cette courbe ?

6) En faisant I’analogie mécanique-électrique.
a- Faire la construction de Fresnel relative au circuit électrique pour
@W= @ 1, en précisant si le circuit équivalent est inductif, capacitif ou résistif.
b- Le circuit est en état de résonance. De quelle résonance s'agit-il ?
c- Donner l'expression de la charge maximale Q, du condensateur en
fonction de: R, L, C, w et Uy, puis en fonction de : Un, R, L et @),
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Le pendule élastique Corrigé

Corrigé

43_{

O—P

\/

l

ll'—"

><1

1)a-RFD: ﬁ+7‘+§+7=m5
Projection sur (0,;)
T+F+f=ma

d*x

dr?

—fkx—hv+F =m

2
d +h§+kx F sin(ot)
dt dt

k _ B Axe des phases
b- @, = \/:=l6rad.s '=16rad.s™ %
x L)

| marXm

c- sol° x(f)=X, sin(wt+¢@,)

k 2 2
Wy <O — < k<a’m
m Fm

hoXm

x<o <-E e

P <=7 X

d- - 2=(h0‘)Xm )2+(m032Xm _ka )2 s
= X, 2[Pe*Hme?ky]

F, =X, h2o*+(mao?k)?

2) X, = ot

" JhPor-(k-ma?)?
AN X,= > =9,5.10°m
J(1,4x207+(25,6-0,1x202)
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Le pendule élastique Corrigé
ho _ 1,4x20 B

ma*—k 0,1x20%-25,6

=@, — @, =1,097ad ou @, —¢@, =7+1,09=4,24rad

1g(p, —¢p) = 1,94

or -w<@Q,—@; < —% =@, —@. =4,24rad

¢. =0= @, =4,24rad =—-2,05rad

d' ot x(£)=9,5.107 sin(20¢ — 2, 05)

2) a- Lorsque X_ prend sa valeur la plus grande c’est la résonance
d’élongation (ou d’amplitude)

b- A la résonance d’élongation X est maximale

= \/ W@+ (k — ma?)? est minimale

= % [ + (k —ma?)?]=0

< 2P0+ 2(2mao)(ma? —k) =0
w0 = P2m?e?-2mk=0
= 2mPa? =2mk — h?

2
mrzza)oz_ h
2m?
h2
Col :a)r = a)02_
2m?
AN w, =12,5Trad
X =X, = £y =14,9.10"m

" P+ (k—maoy

3a- w=w,

F
V =wX, = k’"
\ {hz +(——mw)?
@
Fm 1 >
Lorsque w=w,=>——mw=0=V = 5 est maximale: c’est la
[

résonance de vitesse.

b- v(t)= % =wX, cos(wt +¢,)

186



Le pendule élastique Corrigd

W)=V sin(at+¢,) avec V =wX, = —% =2,14m.s"

7 1 4 [}
et o, =0 + 5 =0 puisque pour D=y => P, = —-5 d'ol

V(1) =2,14sin(16¢)

c-  F(®)=3sinlér

() =—hv=-1,4x2,4sin16¢ =—3sin16¢ =3sin(16z + )
F() et f(t) sont en opposition de phase

F(t) (1)

RO: F(t)+f(t)¥o

d*x
dr?

I'équation différentielle devient: m +kx=0

d& E,=E.+E,

L, =mva+kxv
dt
2
=v(m +kx)=0
E =cte

Pourx=0 = V=V = 2,14m.s™
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Le pendule élastique Corrigé i.
1 1
E,=—mV *=—x0,1x(2,14)
2 2
AN E_=0,229]
=
\/ L .
DRED: 8- 00000000000PeE T f
P+T+R+ f+F =ma F vp
projection sur (o,;) X 0 >l—> X
2
T+ f+F=ma=m®E+n® b= F(r)
ar? dt
2) Pour w<a@, La construction de . Axe des phases
Fresnel est la suivante : mo'Xm
En appliquant Pythagore au triangle : 1
ABC on obtient ’
F : hoXm
" Jhoy+ (k—mary B
hw A EB kXm -
12(0, —0p)=—3 K : >
mao?*—k ‘ '

3) a/ Lorsque X, est maximale:
d’amplitude).

c’est la résonance d’élongation (ou

b- X,, est maximale

:»d%[(ha))u(k—mwzy] =0

= 2P0+ 2(2mw)(k —maw?) =0
or @ # 0= h2-2mk+2m2a?*=0

= J(hw)* + (k—ma?y

est minimale

kW
@*=—- or —=uw,’
m 2m? m
2 h2
d'ou 0°=w— =, =,|0,>—
! 2m? " 2m?
c- w,=27N, et wy,=27N,
h? h?
= 47*N *=4n>N,>— = N,>=N,>—
2m? 8r*m?
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Le pendule élastique

Corrige
h2
soit alors N, = [N,*—
872m?
2
d.. a)l = ), = -4—5 —_ O, 75 = 14, 76I"ad.S_l
0,2 2x0,22
N =% 2350,
27
c- er = Fm
Jho,y + (e —ma,??
—_ Fm
- h? 2 h* 2 2 h 2
(@,*~ 2m2) +(may, fm(a)o "o )
— Fm
4 4
\/};a)oz— i + i
2m?  4m?
— Fm
4
hy|@,*— L
4m?
1,2 -2
AN X, = s =10,75.107"m .
0,75 152—i
4x0,2?
AXm

r 6)1d)0

e

si h=0 X, —oo: Cclestlarupture du ressort.
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Le pendule élastique

Corrigé
e eer L o . d*x  dx
1) L’équation différentielle relative a x s’écrit m 7 +h = +kx = F(t)
t !
-1 k 1
2) w=10rads™; @, = ,|— =20rad.s
m
a- w<a, D’ou la construction du Fresnel.
Axe des phases
Mo’ Xm
A
F
m hoXm
J
kXm >
F
b- X, = =
\/ h?®w? + (k-mw?)?
hw

s —_ =
8P =)=

3) a= X, prend sa valeur maximale & la résonance

d’élongation = \/ h?@? +(k —mw?)* est minimale.

:%[(hw)u(k—maﬁy] =0

220 —22mw)(k —ma*) =0
0+ 0= h>-2mk +2m*w,?> =0

. kK h
soit alors @2 = ——
m 2m?
kW
w, =,|—
m 2m?

AN o =181 lrad.s™

190



Le pendule élastique Corrigé

X = Fm — Fm
" JPo,?+(k-me, 2 W
hy|@,>—
4m?
4 2
X..= =17,47.10"m
1,22
1,2,[20P ————
4x0,12
k  h? -1
b- @, >0 =—-— >O:>h<ma)0\[2—:2\/§kg.s
m 2m?
h< h, =2\2kg.s™

4) a- Pour @ = @, =20rad.s”"

La construction de Fresnel devient :

Axe des phases

-

ma’Xm

Fm hoXm
Px=-TC/2

kXm

v(t) = @ =wX, cos(wt+@,)

dt

: F, 4
=V sin(wt+¢,) avec V, =X, = 7’" =3,33m.s

V4
et p,= @, +—=0
?,= ¢ )
D’ou v(t)=3,33sin20t
b- @, -9, =0=v(f) et F(t)sont en phases c’est la résonance de

vitesse.

_ 4x3,33

c- P = % cos(@, —@r) =6,66//
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Le pendule élastique Corrigé

\/

1) RFD: P+T+R+F+ f=ma
par projection sur (X 'x) on obtient :
2
X hE = F ()
et dt

2)a- x(t) est toujours en retard de phase par rapport a F(t) d’ou la courbe C,

m

représente x(t).

b- a)zz avec T=£s
T 4

=w=8ads™
27 T =&
A=, —@. =Nt =—.—=—rad
¢ qDF qox T 10 5
c- x(ty= X, sin(wt +¢,)

D’apres le graphe X, =5cm

A t=0 x0=sing, =0=¢ =0 ou ¢ =x
or X est croissante => cos@, >0 d'ou ¢, =0
ainsi x(t)=5.107 sin(8¢)

3) a- w=8rad.s" <w,= \/E =12,25rad.s™
m

Axe des phases

ma’Xm

A

Fm hoXm
D
kXm
seraceans (AN
kX, —mo* X, kX, —mao* X,
b- cos @, = 7 F, = cos 0
’ m F
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Corrigé

30%5.107—0,2x82x5.107

/4
cos(—
(5)
AN E, =106N
sin @, = hoX,, e E_ sin ¢)F
106xsm( )
AN h=———2 =1,56k
8x5.1072 gs”

d- F(t)=F, sin(awt+ @)

F(¢) =1,06sin(8¢ +15r—)

N/

1) L’excitateur fournit de I’énergie au résonateur qui se met a osciller non pas
avec sa fréquence propre mais avec une fréquence imposée par 1’excitateur d’ou

les oscillations sont dites forcées.

2) a- x(t) est toujours au retard de phase par rapport a F(t) d’ou ¢, représente

x(t) et C; représente F(t).
F(t)=0,6sin6¢
x(1)= X, sin(wt +@,)

X, =510"7m
w=6rad.s™
2 T ~«
=W\t =—.—=—rad
T
or ¢, =0=¢, =——rad

dou  x(f) =5.107 sin(6¢ —%)

b- v(t) = % =wX, cos(wt+@,)
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Le pendule élastique Corrigé

=wX, sin(wt+ ¢, + %)

W(£)= 0,3sin (6t+%)
3) a-

7

1 :V_..'
X 05

Xy

RFD: P+T+R+ f+F =ma
Projection sur (o,;): T+ f+F=ma
= —kx—hv+F =ma

or a=—d—v et x= '[vdt
dt
:m%“f‘k vdt+ hv = F(¢)

b- @, = %raa’ d'ou la construction de Fresnel

moVm

Vm

Sl

y

114 F cos C™.
cosp, = mo o = @, ~,,'£«xe des phases

AN h= 0, 6£ = \/Ekg.s_l

X 2
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Le pendule élastique

Corrigée

F sing, m

m

EVm —maV,,
sin g, =2 =k= a{
AN k=6 & 62 +0,05x6 | =10,28N.m™'
2x0,3
c-  Dans la triangle ABC:

E2=hmV >+ (lc_ V. —maV, )
W

= 1—;’”— =, ,hz + (ﬁ ~mw)?* =Z, . : impédance mécanique
m @

D’ou Y _ \/ R*+ (—1— —Lwy* =Z,,, : impédance électrique
I, Co

T
4) a- qDF_wx =5

Mécanique | Electrique
X q
v i
m L
k 1
C
h R
F(t) u(t)

T
Or ¢x =¢V_—

2

D’ou ¢F_¢v+£:£ = ¢-—9,=0

F(¢) et v(t) sont en phase = c'est la résonance de vitesse

b- A larésonance de vitesse =, = \/E =14,33rad.s™
m

C_

2 2

EV
Pm :Lz'm—COS((DV—¢F) =

AN P,_=0,127w

A la résonance de vitesse correspond une résonance de puissance.

Fm Fm
2h
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Corrigé

d- I faut diminuer @ & partir de @, pour atteindre la résonance '

h2

d’¢élongation car cette derni¢re est atteinte pour @, =,[@,*— soit alors

2m?
w, <@, .

Xy

1) RFD: f’+f+ﬁ+7+1?=m5

projection sur (o,;) :

2
T+ f+F=ma=moEen® b= F(r)
dr? dt
2) a-

Axe des phases
» "1

ci ma’Xm
hoXm

D)
A, B kXm >

3) Dans le triangle ABC:
F,*=(hoX, Y+ (kX, —ma? X, )
=X, 2| ?h? + (k — maP)?)
d'oit X, = L

N R

ho
1gp= ;
m —

avecd = -
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Le pendule élastique Corrigé

bV, =X, = o, _ £y

- 2,42 m_ 232
\/I’TCO + (k — ma?) \/h2+(—k——ma))2
@

3) a- X, estmaximale : c’est la résonance d’élongation.

b- X est maximale —— \/ﬁa)z +(k—ma?)*  est minimale

m

= :1% [*a?+(k~ma??]=0

=220 —-2Q2mw)(k —ma?) =0
w#0= h?—2mk+2m?a? =0

h2
soit alors w* = w,> = @,*> —
2m?
h2
o =,|w,*—
1 0 2m2
“ X"’ - 2,2 = 2)2 - = 2
JPo? + (k—ma,?) h\/woz_ h
4m?*

4) a- @ <, :c’estlaconstruction 1 qui traduit les oscillations de (s)

b- D’aprés la construction

Axe des phases
A
- ma’ Xm
Fmo hwXm
D)

/ KXm N
Fm =4 N
kX, = 5N :>Xm=%=12,5.10‘2m
mw? X, =3N =, = 2. 15,49rad.s™

m
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Le pendule élastique Corrigé

hoX, = 3,5N =h= 3,5 =1,8kg.s!
o X

m

b- sinlgoxl = ha};X'" =0,875

= ¢, =-1,06rad
5) a- si haugmente X diminue et o, < @,

AXm

Ye

100

b- si h augmente X, diminue et cr <coo.

(D:r f & i
6) ()]
Mécanique | Electrique
X q
a- v i
m L
k 1
C
h R
§0) u(t)
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Le pendule élastique Corrigé

Axe des phases
~
r L&’Qm
Um
RoQm|
o
......... Plocns
K Qm >
C

1 1 o
c < La® = —— > Lw = Le circuit est capacitif

Cwo
b- Le circuit est en état de résonance de charge.
C- Qm = Um = Um =
\/Rza)2+(i—La)2)2 R\/a)oz— R
C 4L
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