Variables aléatoires Enoncés

ENONCES

Dans un sac sont placés dix jetons : six jetons portent le numéro 1, et
les quatre autres le numéro 3.
On tire simultanément trois jetons du sac, les tirages ¢tant supposés
équiprobable, on désigne par X la variable aléatoire qui, a chaque tirage, fait
correspondre la somme des numéros sur les trois jetons.
a) Quelles sont les valeurs prises par X.
b) Définir la loi de probabilité de X.
c¢) Déterminer la probabilité de 1’événement : « X <7 ».
v Un dé cubique A posseéde une de ses faces numérotés 2, les cing autres

étant numérotés 1. Un dé cubique B a ses faces numérotés 1, 2, 3, 4, 5,6.

On suppose que chaque face de chaque dé a la méme probabilité d’apparaitre.
On jette simultanément le dé A et le dé B.
Soit X la variable aléatoire réelle qui, & chaque lancer, associe la somme des
points obtenus sur les faces supérieures des dés.
a) Quelle est la loi de probabilité de X ?
b) Quelle est la probabilité pour que la somme des points obtenus soit au moins
égale a trois ?

On lance simultanément deux dés sur une table, 1’un est cubique et ses

faces sont numérotées 1, 2, 3, 4,5 et 6, [’autre est tétraédrique et ses
faces sont numérotées 1, 2, 3 et 4. On suppose que chacune des faces de
chaque dé a la méme probabilité d’apparition. On désigne par X la variable
aléatoire qui a chaque lancer associe la valeur absolue de la différence des
nombres figurant sur les deux faces en contact avec la table.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Calculer I’espérance mathématique et la variance de X.
W Une urne contient 9 boules blanches et une boule rouge.

1) Au cours de ’expérience qui consiste a extraire simultanément trois

boules de 1’'urne, quelle est la probabilité d’obtenir la boule rouge ?
Tous les boules sont indiscermables au toucher.
2) L’expérience précédente est répétée 5 fois, avec remise a chaque fois dans
’'urne, des trois boules qu’on a tirées.
Soit X le nombre de boules rouges obtenues au cours des cing tirages.
Déterminer la loi de probabilité de X, calculer E(X) eto(X) .

3) On extrait une premiére boule de I’'ume, et on ne I’y remet que si elle est
rouge. On extrait ensuite une deuxi€¢me boule de I'urne. Quelle est la
probabilité qu’on obtienne une boule rouge au deuxieme tirage ?
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V On lance cing fois de suite un dé tétraédrique dont les quatre faces sont

numérotées de 1 a 4. Les cing lancers sont supposés indépendants.

Soit X la variable aléatoire indiquant le nombre des sorties du 4 en cinq

lancers.

Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique.

W Dans un sac sont placés dix jetons : six jetons portent le numéro 1 et
es quatre autres les numéros 3. On tire simultanément trois jetons du sac.

Soit A I’événement : « La somme des numéros sortis est strictement inférieure

a7

a) Calculer la probabilité de I’événement A.

b) On recommence quatre fois de suite le tirage précédent en remettant a

chaque fois dans le sac les jetons tirés.

Quelle est la probabilité pour que I’événement A se réalise exactement trois

fois ?Au moins trois fois ?

Une urne contient 60 boules blanches et 40 boules noires.

On effectue dans cette urne des tirages successifs, avec remise de
chaque boule aprés chaque tirage. On s’arrétera a 1’obtention d’une boule
blanche. Les tirages sont indépendants.

A) Dans cette partie, on fera au maximum 4 tirages ; X est la variable aléatoire
égale au nombre de tirages nécessaires a I’obtention de la premiére boule
blanche.

Par convention, X = 0 si 1’on n’obtient pas de boule blanche apres les 4 tirages.
1) Calculer la probabilité pour que X prenne la valeur 0.

2) Calculer la probabilité pour que X prenne les valeurs 1, 2, 3,4.

B) On procéde maintenant a n tirages au maximum, n étant un entier naturel
non nul.

1) Calculer la probabilité pour que X soit égal a K avec 1 <k <n.

2) On considere le polyndme : f (x) =1+ 2x + 3x*+...+ nx ™.

Soit E(x) I’espérance mathématique de X.

Montrer E(X) = (%)-f(i‘)

Soit E{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

On écrit chacun des chiffres de I’ensemble E sur un jeton, et on place les dix
jetons dans une urne.
On tire simultanément cing jetons de 1’urne. On suppose les conditions de
tirage telles que tous les sous — ensembles de cing chiffres de I’ensemble E ont
la méme probabilité d’étre obtenus. Soit X la variable aléatoire qui a chaque
tirage, associe la nombre de chiffres pairs portés par ces cinqg jetons.
1) a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer la probabilité de I’événement X < 3 et de I’événement :2< X <3,
2) Calculer I’espérance et la variance de X.

138



Variables aléatoires Enoncés

C On peint les six faces d’un cube de bois d’aréte trois centimétres. On le
débite, par traits de scie paralléles aux plans des faces, en vingt — sept petits
cubes d’aréte d’un centimetre. On place ces vingt — sept cubes dans un sac. On
tire au hasard, et sans remise, deux cubes du sac, les tirages étant supposés
équiprobables. Soit X la variable aléatoire réelle égale au nombre total de faces
peintes que présentent les deux cubes tirés.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Calculer I’espérance mathématique et 1’écart type o (X) de X.

'; On dispose de deux dés cubiques. Toutes les faces ont la méme

probabilité d’apparaitre. Le premier cube a cing faces rouges et une face verte.
Le deuxieme cube a une face rouge, deux faces vertes et trois faces bleues.
1) On jette les deux dés. On regarde la couleur des faces supérieures de chaque
dé. On note :

- A ’événement : « Les deux faces sont rouges ».

- B I’événement : « Les deux faces sont de la méme couleur ».

- CI’événement : « L’une des faces est rouge et ’autre est verte ».

- D I’événement : « Les deux faces sont de couleurs différentes ».

Calculer les probabilités : p (A) ; p(B) ; p(C) et p (D).
2) A chaque jet de ces dés est associé un jeu qui permet :

- Un grain de 5° si les deux faces sont rouges.

- Un grain de 2° si les deux faxes sont vertes,

- Une perte si les deux faces sont de couleurs différentes.

On note x le montant de cette perte. On définit une variable aléatoire X qui &
chaque jet de deux dés, associe le grain ou la perte ainsi réalisés.
Déterminer P (X =5), p(X = 2), p(X= -x).
Un tel jeu est dit « équitable » lorsque ’espérance mathématique E(X) =0 :
Déterminer la valeur de x correspondante.

; Une urne contient 6 boules noires et 4 boules blanches, toutes les
boules sont indiscernables au toucher.
1) On tire successivement et sans remise 3 boules de 1’urne.
Calculer la probabilité des événements suivants :
A : « La premicre boule tirée est noire et la seconde est blanche ».
B : « Les trois boules tirées sont de méme couleur ».
2) On répete I’épreuve précédente cing fois de suite en remettant les boules
apres chaque épreuve.
On considere I’aléa numérique X prenant pour valeur le nombre de
réalisation de 1’événement A. Déterminer la loi de probabilité de X ainsi que
son espérance mathématique.
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3) Un joueur tire successivement et sans remise trois boules de 1’urne il gagne
5P pour chaque boule blanche et il perd 3° pour chaque boule noire.
Soit Y I’aléa numérique égale au grain algébrique de ce joueur. Etablir la loi
de probabilité de Y puis calculer E (Y).

4) On suppose que 1’urne contient dix boules dont n sont noires (n>2) et les
autres sont blanches.
a) Exprimer en fonction de n, la probabilité P, de I’événement A.
b) Déterminer n pour que P, soit maximale.

V Tous les résultats demandés dans 1’exercice seront donnés sous forme
de fractions irréductibles.
Une urne contient cing boules : deux blanches, trois noires, indiscernables au
toucher.
1) On extrait simultanément, et au hasard deux boules de I’urne.
a) Calculer la probabilité de tirer :
(i) deux boules blanches ;
(i1) deux boules de la méme couleur.
b) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches figurant
dans le tirage.
Donner la loi de probabilité de X ; calculer ’espérance de la variable X.
2) On effectue un tirage de deux boules de I'urne de la maniére suivante :
On tire une premiére boule de 'urne et on note sa couleur ; on la remet
ensuite dans 1’urne en ajoutant en plus dans 1’urne une boule de la méme
couleur que la boule tirée(il y a donc ’'urne six boules avant le second
tirage) ; on tire ensuite une seconde boule :
On considere les événements suivants :
- B, : On obtient une boule blanche au premier tirage.
- N, : On obtient une boule noire au premier tirage.
- B, : On obtient une boule blanche au second tirage.
a) Calculer : p (B, /By) etp (B, / Ny).
b) Calculer la probabilité de I’événement B,.

;; Un lot de bulbes de tulipes a un pouvoir germinatif de 80% cela
signifie que chaque bulbe a une probabilité égale a —;1 de produire une fleur et

cela indépendamment des autres bulbes. Chaque bulbe contient 1’un des trois
génes r(rouge) ; b(blanc) ; j(jaune) qui détermine la couleur de la future fleur
¢éventuelle.

On suppose que la probabilité pour qu’un bulbe donné possede le géner, b, j

est respectivement 1

et cela indépendamment des autres bulbes.
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On suppose en outre que le pouvoir germinatif est indépendant de la nature des

genes.

1) Quelle est la probabilité d’obtenir cing fleurs en plantant cing bulbes.

2) a) Quelle est la probabilité pour qu’un bulbe planté produise une fleur
rouge ?
b) On fait une plantation de 5 bulbes, et on appelle X la variable aléatoire
qui a chaque plantation assoie le nombre de fleurs rouges obtenues.
Déterminer la loi de probabilité de X et calculer E(X)

3) a) Quelle est la probabilité pour qu’un bulbe planté produise une fleur
blanche ?
b) Soit n un entier supérieur ou égale & 1. On désigne par P, la probabilité
de n’obtenir aucune tulipe blanche aprés avoir planté n bulbes. Calculer P,
¢) Combien de bulbes faut-il planter, au minimum, pour obtenir au moins

. e . L1
une tulipe blanche, avec une probabilité supérieure ou égale a 2—(9)

Une urne contient : trois boules blanches numérotés 1, 1,2 et trois

boules noires numérotés 2, 2,3.

Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

1) On tire simultanément 3 boules de 1’urne. Calculer la probabilité des
événement suivants : A : « avoir 3 boules de méme couleur » ; B : « avoir
une somme €gale a 5 »,

2) On recommence 4 fois de suite [’expérience de la 1% question.

« Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois ol I’on obtient 3
boules de méme couleur. Etablir la loi de probabilité de X.
Calculer E(X) eto (X) .

3) Un joueur tire une boule au hasard.
- Sile nombre 3 apparait, il tire 2 nouveau une boule aprés avoir remis la
premicre et le jeu s’arréte. Soit Y le nombre porté par le deuxieme boule
tiré.
- Si un nombre différent de 3 apparait, il tire successivement et avec remise
de 2 boules aprés avoir remis la premicre et le jeu s’arréte.
Soit Y la somme obtenue lors des deux derniers tirages.
Etablir la loi de probabilité de Y.
- Calculer I’espérance mathématique.
Une urne contient 2 boules blanches et 4 boules noires indiscernables
au toucher.
1) On tire simultanément 2 boules de I’urne. Quelle est la probabilité pour que
les deux boules tirées soient blanches.
2) On tire une boule de I'urne. On regarde sa couleur, on la remet dans 1’urne,
et ’on tire de nouveau une boule.
a) Quelle est la probabilité pour que I’on obtienne une fois et une seule une
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boule blanche.

b) On effectue 4 tirages en remettent & chaque fois dans I’urne la boule tirée.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois que I’on a tiré une boule
blanche.

Donner la loi de probabilité de X. Calculer E(X); V(X); o (X).

3) Soitn € IN*, on effectue n tirages successifs numérotés 1,2,3,...nen
remettant a chaque fois dans 1’urne la boule tirée.
Soit Y la variable aléatoire égale a zéro si 1’on ne tire aucune boule blanche
et , si non égale en numéro du 1% tirage ayant fourni une boule blanche.
Quelle est la probabilité P(Y = 1) ? Calculer la probabilité P(Y=2)
La probabilité P (Y=k) ; keIN; k<n

Calculer la somme de P, = ) P (Y=k)
k=1
Trouver le résultat de P, plus rapidement.

" Une entreprise en matériel informatique fabrique des disquette 3.5

pouces.

4% des disquettes fabriquées sont défectueuses.

A D’issue de cette fabrication les disquettes sont controlées et tirées en trois lot

Les disquettes marquées, celles —ci portent la marque de 1’entreprise :

Les disquettes démarquées ;

Les disquettes 4 déduire.

Partie A :

L’unité de contrdle rejette 3 % des bonnes disquettes et 95 % des disquettes

défectueuses.

1) Quelle est la probabilité p; pour qu’une disquette soit défectueuse et
acceptée ?

2) Quelle est la probabilité p, pour qu’une disquette soit bonne et refusée ?

3) Quelle est la probabilité p; pour qu’il ait une erreur de contrdle ?

4) Montrer que la probabilité ps pour qu’une disquette soit acceptée est égale a

0,933.

Partie B :

Le contrdle s’effectue par 5 tests successifs.

Une disquette regoit la marque de ’entreprise si elle subit avec succes 5

contrdles successifs, elle est détruite si elle est refusée au moins deux fois et

elle est démarquée sinon.

1) Quelle est la probabilité ps pour qu’une disquette soit démarquée ?

2) Quelle est la probabilité ps pour qu’une disquette regoive la marque de
’entreprise ?

3) Quelle est la probabilité p; pour qu’une disquette soit détruite ?
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Soit f 1a fonction définie sur [0,1] par f(t) = A t*. avec A > 0.
1) Calculer A pour que f soit la densité d’une loi de probabilité P définie
sur [0,1].
2) Calculer P([0,2 ; 0,6])

1) Calculer I(a) = f%e'lxl dx .aveca>0

En déduire lim I (a).
2) Que peut — on déduire pour la fonction f définie sur IR par f(x) = %e"lxl.

On s’intéresse a la durée de vie, exprimée en semaines, d’un
composant électronique.
On modélise cette situation par une loi de probabilité p de durée de vie sans
vieillissement définie sur I’intervalle [0 ;+[ :
La probabilité que le composant ne soit plus en état de marche au bout de t

semaines est p([0 ; t)) = J: e dx

Une étude statistique, montrant qu’environ 50% d’un lot important de ces

composants est encore en état de marche au bout de 200 semaines, permet de

poser : p([0;200[) = 0,5

Log2

200

2) Quelle est la probabilité qu’un de ces composants pris au hasard ait une
durée de vie supérieure a 300 semaines ?
On donnera la valeur exacte et une valeur approchée décimale au centiéme
pres.

3) On admet que la durée de vie moyenne d,, de ces composants est la limite

1) Montrer que A=

quand A tend vers +oo de LA Axe™dx

AMeM-e™+ 1

A
b) En déduire d,, ; on donnera la valeur exacte et une valeur approchée a la
semaine pres.

a) Montrer que LA Axe™dx = -
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CORRIGES

;; Si ) désigne I’univers associé a I’épreuve, on a card Q= Cj;= 120
a) L ensemble des valeurs prises par X est : X(2) ={3,5,7,9}
b) Définir la loi de probabilité de X c¢’est déterminer la probabilité de chaque
événement élémentaire de 1"univers X (Q).
* {X =3} désigne I’événement « obtenir trois jetons portant le numéro 1 ».
On acard ({X=3})=C}=20.Donc P ({X=3})= —1%2% =—é—
* {X =5} désigne ’événement : « obtenir deux jetons portant le numeéro 1 et
un jeton portant le numéro 3 ».

Onacard ({X=5})=C2 .C}, =60 donc P ({X=5})= %:%
De la méme facon on obtient :
CixC2 3 c 1
(! ) 3 5 ({ ) c 30
On résume cette étude dans un tableau :
X4 3 5 7 9 total
1 1 3 i
P ({X =x; — | = | = —_— 1
X=x) 115110 | 3

¢)Ona {X<7}={X=3} U{X=5} et comme les évenements {X = 3}
et {X =5} sont incompatible donc P({X <7 }}=P({X=3 }) +P({X=5})

donc P({X<7})= —i—

Soit Q, 'univers associé au lancer du dé A et ), I'univers associ€ au
lancer du dé B.
L’univers Q) associ€¢ au lancer des deux dés est I’ensemble des couples
formées d’un éléments de €, et d’un élémentde2,.Ona Q = Q, x Q,
Donc card Q=6 .6 = 36.
a) L’univers QO peut étre représenté par un tableau cartésien.
Pour étudié [a loi de probabilité de X, il suffit de noter dans chaque case du
tableau la valeur de X.

A
B 2011l
1 312222712
2 4133333
3 s|al4a4]4]a
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4 6 | 5155155
5 716616166
6 81717171717
L’ensemble des valeurs prises par X est X (Q2)={2,3,4,5,6,7,8}.
La loi de probabilité de X est définie par le tableau :
Xi 2] 3 4 5 8 | Total
516 116 1|6 1
PUX=x) | |o=7 |2e=7 |3e=% L
36 1366 {36 6 {36 6 6 6| 36
0) {X23} ={X =3} U{X =4} U{X=5}U{X=6}U{X =7} U{X =8}

Donc P({XZ3})=—1—-+1+1+_1_+_1_+1 31
6 6 6 6 6 36 36
2éme

méthode : Il est plus rapide d’utiliser I’événement contraire de {X=3}

(%}Tﬁ}:{xzz} etP({X=2})=?56~,donc P({X23}) 1“555_;

Sion designe par ; I'ensemble des six faces du dé cubique et par Q,

L’ensemble des quatre faces du dé tétraédrique, une éventualité est un couple
formé d’un élément de Q, et d’un élément de Q, . L univers associé au lancer
desdeux désest Q =Q x Q, ;donccard Q =4.6=24

L’univers Q peut &ire représenté par un tableau cartésien, pour étudier la loi
de probabilité de X il suffit de noter dans chaque case du tableau l1a valeur de
X.

Ql

o) 112131456
1 0111213145
2 110112314
3 2111011123
4 31211101112

On a par exemple : {X =4} = {(1,5)} ; {(2,6)}, donc P ({X = 43) = 2_1
24 12

L’ensemble des valeurs prises par X est X ()= {0, 1, 2, 3, 4,5},

La loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant

X 0 1 2 3 4

5
4 1 7 6 1 4 1 2
PUX=x}) | =5== {52 | 5;=7 s
24 6124124 4|24 6|20 13| 22
b) L’espérance mathématique de X est :
B =0, 2411320432 42 s L 4 11
24 24 24 24 24 24 24 ¢
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La variance de X est :

11, 4 1., 7 T 11, 4

vey= -2 A g e 71 e 6 g My 2

X)= Oy g+ A=)t G )+ G 7
1, 2 11, 1 65
gty 2 s e 1 vy =2
(=) g T =) oy Done VIX) =

L’écart type est o(X) = V(X) = 1,34

;; Si Q désigne I’univers associé a I’expérience, on a :
Card Q =C}; =120
1) Soit événement R : « obtenir la boule rouge ».
. 36 3

Card R= C|xC2 =36 doup(R)= —=—.

120 10
2) On répéte 5 fois la méme épreuve, et les expériences sont indépendantes les
unes des autres ; on s’ intéresse au nombre de réalisations de 1’événement
rouge.
X est donc une variable aléatoire binomiale.

Onap (X=ky=Cr.p*.q™

3 7
Avecn=35;p= —:q=—;k{0,1,2,3,4,5}.
P= 1579 17 ¢t 3
Donc la loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :
k 0 1 2 3 4 5

ween (o) PG P GIGT PRIE FRIG)

« L’espérance d’une variable aléatoire binomiale est : E(X) =n.p
Dot E(X) 5.— =1,5.
10
* La variance d’une variable aléatoire binomiale est :
3 7
VX)=n.p.gc=5.——=105
(X)=n.p.q 10°10

¢ 6(X) = \JV(X) =+/1,05 ~1,02.

3) Désignons par Ry I’événement : « la k-iéme boule est rouge ».
=, = .= 1 1 91
R)=p R). p R}y + p (Ri)p(R\Ry ) =—.—+—.—=0,11.
D (Rg) =p (Ry). p Ro'Ry) +p (R).p(R2\RY) =T+ 700
On lance 5 fois un dé tétraédrique, les 5 lancers sont supposés
indépendants, on s’intéresse au nombre de sorties du 4 lors des 5 lancers.

Onadonc p(X=k)=CF.p*.q"*
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Avec p = (probabilité d’avoir le numéros 4) = 1
4
a=7 =%; n=5ct ke{0,1,2,3,4,5).
La loi de probabilité de X est définie par le tableau suivant :
k 0 1 2 3 4 5
=k 5 4 2 3 3 b 4 5
P(X=k}) (E) st (i) c;.(l) (3) c;.(l) (3) c;.(l) (3) (1)
4 4"\ 4 4) \4 4) '\4 4) \4)| \4
| 243)_ 405 _B3S -4 SLEN R
| 1024|1024 512 512 1024 | 1024
1 3
Ona:EX)=n.p=5—=—
X)=p.p=5,=7

a) L’univers Q associé a I’épreuve est I’ensemble des parties a 3
éléments de I’ensemble des 10 jetons.

On a donc Card Q=C;, =120.

L’événement contraire de A est réalisé si on tire des jetons dont la somme des

numéros est =7, on a ¢a si on tire un jeton portant le numéro 1 et deux jetons

portant le numéro 3, ou trois jetons portant le numéro 3.

CL.C:+C) 1 1 2

— 44 =~ donc p(A)= l-==—.
Cp 3 33

b) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois ol ’événement A est

réalisé lors des quatre tirages.

Ona p(K) =

On répéte quatre fois de suite une expérience a deux issues (A et A ), les
résultats des deux expériences étant indépendants.
La loi de probabilité de X est donc une variable aléatoire binomiale d’ordre 4

et de paramétre p =p (A) = %et ngzé—

L2V 1 32
P({X=3})= C4.(—§) 3
Si B I’événement : « A se réalise au moins trois fois »,
Ona:B={X=3} u{X=4}.

3 a
Donc p (B) = p (1X=3}) + p ({X=4)) = cz.(i) .L(Zj _ls
3/ 3 3 27

VA) 1) Désignons par By I’événement : « La k-iéme boule est blanche ».
L’événement (X = 0) est l’événementﬁl AB, B B,
Comme les tirages sont indépendants, la probabilité de cet événement est :
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P(X=0)= P(B:).P(B:).P(Bs ).P(B:) = 20 _( ) _62

100 5
60 3
2)PX=1)=P B
YP(X=1)=P By = 100°3
P (X =2)=P (N nB,)=P(N,) . P(B,)
Car les tirages sont indépendants. Donc : P(X=2) = %% = 2—65
PX=3)=(N,nN,nB,;)= 223_12
555 125
PX=4)=P(N,nN, "N, nB,)= 22232;4_
5555 625

Vérification :
X=0)+PX=1)+PX=2)+PX=3)+p(X=4)=1.

B) 1) PX=k)=(N, "N, n..N,, nB,) comme les tirages sont
indépendants :

P(X=k)=P (N)) . P (Ny).. HMOP®0() %

k-1

2)E(X=i P(X=k)=2k.(§) %
k=1

3 2,3 2 3 2. K 2
=1L 2R.E 3. (EY 2+ 4 n. )" 2 or (D)= k.(5D
s (=) (5) S n (5) 5 Or (5) kZ] (5)

o =3 Zyia 2y 20y 35 (2
DouE(X)—5(1+2.(5)+3.(5)+...+n(5) )"s'k};,k'(s)

3.2
EX) = =-1(=).
(X) 5 (5)
1) a) Le nombre total de tirages est égal 3 : C}j= 252
e

nombre des chiffres pairs que 1’on peut obtenir est 0, 1, 2, 3,4 ou 5,
caril Y a dans I’ensemble E, 5 chiffres pairs (0, 2, 4, 6,8)
Donc X {0, 1,2, 3,4,5}.
* Calcul de la loi de probabilité :
« P(X=0) = P (« obtenir aucun nombre pair ») ; il s’agit donc de tirer cing
jetons parmi les 5 nombres impaires de E.
c; 1
252 252
« P(X=1) =P(« obtenir aucun nombre pair ») ; il s’agit donc de tirer un
nombre pair parmi 5 et quatre parmi les 5 nombres impairs de E donc

Donc P(X=0) =
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Ci.C; _ 25
252 252
* P(X = 2) = P (« obtenir deux nombres pairs et deux seulement »)

_ce 100

P(X=1) = ——

252 252
* P(X =3) = P (« obtenir trois nombres pairs et trois seulement »)
252 252

* P(X =4) = P (« obtenir quatre nombres pairs et quatre seulement »)
_cc s

252 252
* P(X =5) = P (« obtenir cinq nombres pairs et cinq seulement »)
N
252 252

b) On sait que la variable aléatoire définit une partition de I’univers,
par conséquent :
*PX<3)=PX=0+PX=1)+PX=2)
Donc P (X< 3) = ! + 25 100 L

252 252 252 2
*P2<X<3)=P(X=2)+PX=3).
Donc PQ< X <3) = 100 100 _200 _50

252 252 252 63
0+1x25+2x100+3x100+4x25+5x1 630

252 252"

2DYEX) =

Soit E (X) =2,5.

E(X) = 0+1%x25+2%x100+ 3% x100 + 4% x 25 + 5% x1 _ 1750 :lgé'
252 252 18

125 5

2
— 2 2 [ 2 _—
V(X) = E(X*) -[E(X)] T (2,5) %6

Soit V(X)~ 0,69.

;;Nous devons d’abord voir les différents types de cube placé dans le sac.

Le sac contient :
- Huit cubes ayant trois faces peintes. 3c
- Douze cubes ayant deux faces peintes

- Six cubes ayant une face peinte
- Un cube n’ayant pas de peinte. 1 CH¢
L’univers Q associé a I’épreuve est
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I’ensemble des parties (combinaisons) a
deux éléments de I’ensemble des 27 cubes.
On a donc card Q= C3, =351
a) X(Q)=1{1,2,3,4,5,6}.
« {X = 1) désigne I’événement : « on obtient un cube ayant une face peinte et
’autre n’ayant pas de face peinte ».
6 2

Donc card ({X =1}) =CixC}=6,dou P ({X=1}) =—=—.

( D =CxC, { D TTRRIT,
« L’événement {X = 2} est réaliser si on tire :
« Deux cubes ayant une face peinte ou un cube ayant deux faces peintes et
I’autre cube n’ayant pas de faces peinte ».
D’oli card ({X = 2}) = C2+C}, xC} =27 et P({X =2}) ——325—71——%
On appliquons le méme raisonnement pour les autres événements on obtient :

ecard ({X =3}) = C}, xCL+ C2 =80 donc P ({X=3})= 38501
114 18
ecard ({X=4})= C, xCy+Cy =114 donc P ({X =4})=—=—
( D= C,xCy ({X=4}) 351 117
9% 32
ecard ({X=5}) = Cy xC}, =96 donc P ({X=5}) =——=""=
card ({ D=¢C onc P ({X=5}) 351117
scard ({X = 6})—C2—28doncP({X 6})= 32581
On résume 1’étude de la loi de probabilité de X dans un tableau :
X; 1 2 3 4 5 6 total
2 1 80 38 32 28
PUX=xD | /= | = | /= | = | == | === 1
117 13 351 117 117 351

2 1 80 38 32 28
—+6

D EX)=1.—+2.—+3.—+4.—+5. —
117 13 351 117 117 351
Donc E(X) = 1404 =4,
351
V(X) = (1-4)* —~—+(2 4) +(3- 4)2 80 +(4— 4?2 — 38
117 117
32 28
+(5-4)7 Tt 6—4)°
5-4° (6-4) . — 351
Donc V(X) = 450 ﬂ
351 39

150



Variables aléatoires Solutions

G(X)=«/V(X)=\/—§——Ezl,13.

'; La probabilité d’apparition de chaque face est de % car nous somme

dans I’hypothése de I’équiprobabilité de I’apparition de toutes les faces.
Les résultats obtenus sur chaque dé€ sont indépendants.

1) * Sur le premier dé la probabilité d’avoir une face rouge est —2— ;etla
probabilité d’avoir une face verte est% .
* Sur le deuxi¢me dé la probabilité d’avoir une face rouge esté , la probabilité

. 2 . . 3
d’avoir une face verte estg , la probabilité d’avoir une face bleue estg . Par

c 51 5
conséquent P (A)=—.—=-—.
6 6 36
* L’événement C est la réunion des événement : « le premier dé est rouge et le
deuxiéme est vert » et de I’événements : « le premier dé est vert et le deuxiéme

est rouge » soit :

POy =22+1 i1
66 66 36
* L’événement B est la réunion des événements : « les deux dé sont rouges » et
I’événement « les deux dés sont verts » d’ou P(B) =§—1—+12=l
66 66 36

* L’événement D est la réunion des événements : « le premier dé est rouge et le
deuxiéme est vert » : le premier dé est rouge et le deuxiéme est bleu » ; « le
premier dé est vert et le deuxiéme est rouge » et « le premier dé est vert et le
deuxieme est bleu ».
Drovppy=3 2,33, 11,13_29

66 66 66 66 36
On peut aussi considérer |1 ‘événement contraire de D est : « les deux faces sont
de méme couleur » c’est a dire I’événement B par conséquent
P (D)=1-P (B), ce qui donne le méme résultat.

5 2

QP (X=5)H=P(A)= Q;P({X=2})=%

29
HPUX=-=x})=P D) 36
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*EX)=5. ~5—+2.~%~+(—x).£9—:£~_2_9_)§
36 36 36 36

Le jeu sera équiprobable si E (X) =0; c’esta dire x = 1.

1 1 1
W DP(A)= <o xCaxla_0x4 _4
Cl, ClCl T 10x9 15

I 1 I 1 1 1
10 9 8 10 9 8
_ 6x5x4 N 4x3x%x2 _l+i_l
10x9x8 10x9x8 6 30 5
2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois oli I’événement A est
réalisé lors des cinq tirages.

On répéte cinq fois de suite une expérience a deux issues (A et A), les résultats

de deux expériences étant indépendants.
La variable aléatoire X est donc une loi binomiale d’ordre n = 5 et de

paramétre p =p (A) = 1—45— etq=p (K) = % telsqueona:
P(X = k)= Ct.p*.q"*avec k€{0,1,2,3,4,5}.

4, 11 11, 161051
Dou:P({X=0)=C(—)V.(—) =(—) =—"_
3 2 5(15) (15) (15) 759375
4, 11, 5x11*x4 292820
PUUX=1))= C () (—) = -
d 2 5(15) (15) 15° 759375
4 , 11 10x4* <11 212960
P({X=2))= C(—)* (=) = -
( D 5(15) (15) 15° 759375
4, 11, 10x4*x11> 77440
P({X=3))= C(—)Y (—) = _
( b 5(15) (15) 15° 759375
4., 11, 5x4*x11 14080
PX=4 =C4-——4.———|= _
3 2 5(15) (15) 15° 759375
4 . 11 4* 1024
PUX=5DN=C(—)V (=) =—= :
d b 5(15) (15) 15° 759375
-E(X):n.stxizf.
15 3

3) Le joueur tire : 3 boules blanches et il gagne 15 ° ou 2 boules blanches et
une boule noire et il gagne 7 © ou une boule blanche et 2 boules noires et il
perd 1° ou 3 boules noires et il perd 9 °.

Donc Y () = {15,7,-1,-9}.
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Solutions

I 1 1
Co, C C; 10x9x8 30
1 1 1
p({Y=_9})=_CILxEI5_x£‘1L=M=l
C, C C 10x9x8 6
PU{Y=-1})=P@B,N,N)+P(N,B,N)+P (N, N, B)
Cc, C, C,  C, C  cCi cC ¢ cC

= DA ) TO o T 4 T e T TS e T6 e S A T

C, ¢, ¢ ¢, ¢ ad, e
PUY=7})=P®B,B,N)+P(N,B,B)+P (B, N,B)

B C xCyxCy, 3
c;oxc' xCl 10
D’ou la loi de probabilité de Y est définie dans ce tableau :
1 1 3 1
P{Y =v; — — — —
W=y 1515|170 30
*E(Y)=- ——9x 1 +7><i+15><-1—=z
2 6 10 30 5

4) L’urne contient 10 boules dont n sont noires.

Onan €{2,3,...,10} et les autres sont blanches donc on a :

(10 - n)boules blanches
et n boules noires avce n € {2,3,...10}.

AP, = —Ciolx C:I x%:M:inhy ln
c, ¢ ¢ 9 9%

b) Soit la fonction f(x) = -sz +—1—x.

90 9

fest dérivable surIRetonaf’(x)= -Zlgx +%

f’x)=0 & x=5.
X -00 5 +00

£7(x) + g -

F) | | —
Donc P, = -516n2+1 n est maximal lorsque n = S.

V Le nombre total des tirages est égal 2 C2.
1) a) » Soit A I’événement : « Tirer deux boules blanches »
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C 1
10
*» Soit B I’événement : « Tirer deux boules de méme couleur »
C+Cl _1+3 2
cC 10 5
b) Calcul de la loi de probabilité :
P ({X =0}) = P (« aucune boule blanche ne figure dans le tirage »)

D'ouP (A) =

P(B)=

_G.3
C: 10
i 1
P ({X = 1}) = P (« obtenir une seule boule blanche ») = E:—Z—x—fi:—q = —3-
C; 10 5
C: 1
P ({X =2}) = P (« obtenir 2 boules blanches ») —C—=E
5
D’ou la loi de probabilité de X est définie dans ce tableau :
X; 0 1 2
1
P[X = Xi] —3- -§— —
10 10 10
6 1 8 _4

+E(X)= 0><——+1><—+2
10 10 10 10 5"

2) a) P (B,/ B)) est la probabilité d’obtenir une boule blanche au second tirage
sachant qu’on a tirer une boule blanche au premier tirage donc le nombre de
boules blanches est devenu 3 on a déja 3 boules noires donc :

C, 3 1
*P(B/B)=—t=—=—.

C, 6 2
On considérons le méme raisonnement si au premier tirage on a tirer une
boule noire donc on aura I’urne 2 boules blanches et 4 boules noires

douP(Bz/N)—C—:—é 1
Cs 6 3
b) On remarque que B, = (B, "B ) (B, ~B1) etcomme B, "B,
et B, A B sont disjoints donc :
P (B,)=P (B, B,)+P (B, B
=P (B,)xP (B,/B)+P [Bi)xP (B, /B)
=P (By) xP (B,/B,)+P (N, )*xP (B,/N,)
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ct 2 Cc! 3
Ona:P(B)= 2= pP(N)=—2=2
B c s ™) cl s

21 13 11 2 2
D'oUP (By) = Sx—+t-x2=—t—=2don P (B,)==
(B2) 572 5 5 (B2) 5

355

Pouvoir germinatif Nature des génes
T by 1 1 2
Probabilité d’avoir  probabilité de ne pas - — -
2 10 5
une fleur estg . avoir une fleur est : 3 Rouge Blanc Jaune

1) Chaque bulbe a une probabilité égale a ﬁ;— de produire une fleur et la

production d’une fleur par un bulbe est indépendante de celle des autres bulbes
5
donc la probabilité d’obtenir 5 fleurs en plantant 5 bulbes est : (%) .

2) a) Le pouvoir germinatif est indépendant de la nature des génes, donc la

: . . 2
probabilité d’obtenir une fleur qui soit rouge est %x% = s

b) Les seuls valeurs que peut prendre la variable X sont :0 ;1 ;2 ;3 ;4 ;5.
Une plantation de 5 bulbes est une suite de 5 épreuves indépendantes, ayant
chacune deux issues possibles :

* A : « On n’obtient pas de fleur rouge ».

« A : « On obtient une fleur rouge ».

Donc X suit la loi binomiale de paramétre n=5;p=p (A) = %

-, 3
e'fq:p(l"x):g-
Telsqueona:P(X=k)=C¥ p*q™* aveck {0, 1, 2, 3, 4,5}.
Il vient :

P (X:0)=C2x(§) x(é) =£3—

5 3125

1 4
P (X=1)=Cl5x(-2—) X(E) _810
5 5 3125
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2 3
P(X:z):ch(_z_j x(é) :.1.9_8_(_)_
5 5 3125

3 2
P(X=3)=C§><[z) x[i) e
5 5 3125

4 1
P(X:A,):ng(_z_j x(é) :ﬁg
5 5 3125

5 0
p(X=5)zch(g) x(i) _i
5 5 3125

°E(X)=n.p=5x%=2.

3) a) En appliquant la mé&me raisonnement de 2°) a) on obtient que la

probabilité qu’une bulbe planté produise une fleur blanche est :—;_lx 116 = —22§ .

b) D’aprés 3°) a) la probabilité pour qu’un bulbe planté ne produit pas une

fleur blanche est 2
25

g e 23"
Les n plantations €tant indépendants donc P, = (Ej .
¢) Soit I’événement E : « obtenir au moins une tulipe blanche ».

e 1. [23Y
P (E)=1-P, 1(25).

P(E) ZE signifie que 1- (2) 2—1-2 c’est a dire (33—) S—l—
20 25 20 25 20

Log 20
Log 25 - Log 23
11 faut planter au minimum 36 bulbes pour obtenir au moins une tulipe

@nLog%S—Log 20<n> ~35,92 ;

blanche avec une probabilité au moins égale a % .

Le nombre de tous les cas possibles est card Q = C,=20

c+C 1

DeP(A)= 2—T3=——

)P (&) 20 10
“P (B) = CixCHCyixCy _ 7
20 20

2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois ou I’événement A est
réalisé lors des quatre tirages.
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On répéte quatre fois de suite une expérience a deux issues (A et K) , les
résultats de deux expériences étant indépendants. La loi de probabilité de X est
donc une loi binomiale d’ordre n = 4 et de paramétre :

P(A)=p=— etq=p(A)= 2 telqueona:
10 10
P(X=k) =Ck p* q"™ aveck €{0,1,2,3,4}.

0 4
D’ouona:P(X=0)=C?} (lj(f—j =6561

10/ \10 10*
P =1)= C.L 1 (2) 2916
1010 10*
P(X = 2) = (1]2(_9_J2_486
10 1o, 10°
1Y 79Y) 36
ea-af3) ()
( )= 10 10/ 10*
1Y o) 1
el (3] 5
( ) 10) \10) 10
4 2
«B(X ===
X)=n.p= 103
36 9
. V(X = -2
X)=np.qa= 10555

+ 500 =VE0 =2

3) « Si le nombre 3 apparait, le joueur tire une 2°™ boule aprés avoir remis la
premiére et le jeu s’arréte.
La variable aléatoire Y égale au nombre porté par la 2™ boule donc Y prend
les valeurs 1,2 et 3.
* Si le nombre tiré est différent de 3, le joueur tire successivement et avec
remise 2 boules aprés avoir remis la 1°°. La variable aléatoire Y égale 4 la
somme obtenue lors des deux derniers tirages donc Y prend la valeur 2,3,4,5,6.
Done Y (Q) = {1, 2, 3, 4, 5,6}.
Soit P (n, m) = probabilité d’avoir tiré la 1 boule qui porte le nombre n et la
2°™ boule qui porte le nombre m.
1 1

P (Y=1)=P (3,1)= C—I'Xg% _2 12

C, C, 36 216
P(Y=2)=P(3,2)+P(non3,1,1)
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_C,6,c,0 638
c.'c clclc 216
P(Y=3)=P(3,3)+P(non3,1,2)+P (non3,2,1)
_€,8,C,0,0 . C ¢ C_ 6
c, C, C, C, C, C. C. C. 216
P(Y=4=P(mon3, 1,3)+P(non3,2, 2)+P(non3,3,1)
_6, 6,6, 6,6 .6 6 6 G 65
c, C, C. C, Cc, Cc. C. Cc. c, 26
P(Y=5)=P (non3,2,3)+P (non3,3,2)

C, C C} 30
= | 8 T3 e X 2 -
C, Ci C'6 216
a5
C, C, Ci 216"
La loi de probabilité de Y est décrite dans le tableau suivant :

P(Y=6)=P(non3,3,3)=

vi 1 2 3 4 5 6 >
12 | 38 | 66 | 65 | 30 5
P(Y =y) 1
216 | 216 | 216 | 216 | 216 | 216

E (Y) = 12 +2.38 +3-66 44 65 45 30 5 726

. . +6. =
216 216 216 216 216 216 216

(; )P (A) =%=Il—5~ .

1 1 1 1
2)a) P B) L2xCeyCa S 104
C, C. C, C. 36 9
b) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois ol I’événement A est
réalisé lors des 4 tirages.

On répéte 4 fois de suite une expérience a deux issues (A et K) , les résultats

de deux expériences étant indépendants.
La loi de probabilité de X est donc une loi binomiale d’ordre n = 4 et de

parameétre P (A)=P = % etq= P =—§— tels que on a :

P (X=k)= CS.P*.q™* avec ke{0,1,2,3,4}.
1’ r2Y 16
PX=0)=C2|=| .|Z| ==
(*x=0) (J (3] 81

158



Variables aléatoires Solutions

\ 4 20_L
P(X=4)=C,. j(;) T

*EX)=n.P=—VX)=n.P.q=4.

« 5 (X)=VX) =\/§=¥

0si l'on ne tire aucune boule blanche

W

w{»——l
O | co

3) La variable aléatoire Y = < numéros du 1¥ tirage ayant fourni

une boule blanche

Pourk € IN" etk <n,
Cl k-l C' C! n-k 2 (2!
P(Y=k)= G, (S =_x(_]
c ) “etle 33
1\ n
Py=0)=|S =(Zj
C 3

Pn=iP(Y=k)=P(Y= D+P(Y=2)+...+P(Y=n).

k=1

1(2)" 1(2} 1(2)""
=== | +=| = |+ =] .
313 313 3\3
. o : 2
P, est la somme des n termes consécutifs d’une suite géométrique de raison 3

et de 1 terme %

159



Variables aléatoires Solutions

D’ou P, =

« 2°™ facon
Ona:P(Y=0)+P(Y=1)+..+P(Y=n) =1

PII

DouP(Y=0)+P,=1 &P, =1-P(Y=0)dou P, =1~(—§-)

A) 1) Soit I’événement D « choisir une disquette défectueuse ».

P(D) :% =0,04 . Parmi les disquettes défectueuses, il y en a 95 % qui sont
rejetées, donc 95% des 4% sont rejeteées.
Soit R : « rejeter une disquette » et D AR« étre défectueuse et acceptée »,
¢’est & dire faire partie des 5 % (non rejetées) des 4% des disquettes
défectueuse donc P (DR ) = 0,05 x 0,04 = 0,002 =P,.
2) On a les hypotheses :

4

D : ** Choisir une disquette défectueuse *’, p (D) = o0 =0,04

D : * Choisir une bonne disquette *’p (D) =1 —ig—(')— =0,96.

L’événement ‘¢ étre bonne et refusée’’ se traduit donc par DNR
C’est a dire faire partie des 3% (rejetées) des 96% de bonnes disquettes

D’oup (DNR)=0,03.0,96=0,0288 ; soit p, = 0,0288.

3) Il y a erreur de contrdle si la disquette est bonne et refusée ou défectueuse et
acceptées, ces deux événements dont incompatibles nous avons donc :

P; =P+ P,. Soit P;=0, 0308

4)Ona 1es hypothéses D : “° Choisir une disquette défectueuse’

P(D)= — =0,04.

= . . 4
D : ¢  Choisir une bonne disquette’”, p(p) = I_F)B =0,96

Une disquette est acceptée si elle est bonne et acceptée ou si elle est
défectueuse et acceptée soit A=(DNR)u(DNR).
Avecp (D NR) =p, et p(DNR)=0,97. 0,96 dout p, =0,9332

B) 1) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois pour qu’une
disquette soit acceptée lors des 5 tests successifs. On répete 5 fois de suite les
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tests a deux issues ; acceptées ou non acceptées, les résultats de deux
expériences étant indépendants. La loi de probabilité de X est donc une loi
binomiale d’ordre n =5 et de parametre p=p, =0, 933 et q =1 — p = 0,067, tel
queona:P(X=k)= Ctp*.q™ avecke{0,1,2,3,4}.

Une disquette est démarquée si elle subit 4 tests avec succés

D’ol ps = p (X =4) = C{(0,933)".0,067

D’ou ps = 0,254

2) Une disquette est marquée si elle subit 5 tests avec succés d’ou :

Pe=p (X =5)=C .0,933)°=10,707

3) Une disquette est détruite si elle est refusée au moins deux fois on peut donc
écrire p;=p (X<3).

1l s’agit de I’événement contraire d’étre démarquée ou marquée.

D’oup (X <3)=1-(pX=15)+pX=4)).

Soit p;= 1- (ps +ps).Finalement p; = 0,039

;; 1) Pour que la fonction f continue et positive sur [0,1]
Soit la densité d’une loi de probabilité il faut que £f(t)dt =1

Soit Ext“dt =1

5 1
x{t—} “lotolorss
) 5

0

2) P([0,2:0,6])= [ 5t*dt =[*3% = (0,6)° - (0,2)° =0,077.
1) On remarque que les bornes de ’intégrale sont opposés et que la

. Ix . 1 1 4
fonction —2— e est paire car x € [-a, a] = -x [-a,a] et Eel - Ee' '

d’ot I(a) =2 f—;—e"x' dx =2 f%e"‘ dx carx=0

[ -tee

lim I(a) = lim 1-e® =1 car lime* =0

a->+00 a—>+00

2) f est une fonction continue positive sur IR et son intégrale sur I’ensemble
des réels est égales a 1 :
f est la densité d’une loi de probabilité définie sur IR.
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'; 1) Lzooke'“dt= %

: 1
(=] 1=5

1 _e-ZOOX = E
20N _ 1
2
2007 = Log~ d’o & = 082
2 200

300
2) P([0,300]) = f°°xe'“dt= [e*] =1-e™

3Log2

Ainsi P(T 2300)=P([0,300]) =1-P([0,300]) =& = ¢ ? =0,354
A
3) a) L A xe™dx ?

U(x) = Ax U =1
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