Nombres complexes 3. 4" Maths

EXERCICES
[Exercice 1:
Soitz € C\ 1 et Z:_z_—_i
1-zZ
1°/ Montrer que | Z]| =1
2°/ Monter que Z-1 e R
z-1

. Z+1
3°/ Etablir que
Z —
4°/ Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (0,7 ).
Déterminer une équation cartésienne de i'ensembie des points A
d’affixes ztels que : Z € R .Construire cet ensemble.

est un imaginaire pur

[ Exercice 2 :

SoitZ=27*4z-Z ouz € C
1°/ Trouver les nombres complexes z tels que Z = 2i.
2°/Le plan est rapporté a une repere orthonormé (O, i . J)

Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z dans chacun des cas

suivants :

a) Ze R.
b) Ze iR.

[ Exercice3:

Soit zeCet Z=(1+1)Z

1°/ Soit  [e module de z. Exprimer en fonction de » le module de Z

2°/ Soit @ un argument de z. Exprimer en fonction de ¢ un argument de Z

3°/ Trouver I’ensemble des points M d’affixe z tel que |Z[=2

4°/ Trouver P’ensemble des points M d’affixe z tel que le point N

d’affixe Z soit situé sur la droite A: 2x + y+4=0.

5°/ Trouver I’ensemble des points M d’affixe z tel que Z € R,
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I Exercice 4 :

Le plan complexe 2 est rapporté a un repére orthonormé (0, ﬁ, \7),
Soit A d’affixe 2i.
Soit ¢ est I'application de P \{4} — P et qui a tout point M

2iz-5
z=2i

d’affixe z associe le point z' d’affixe z' =

1°/ Montrer que M' # A.
2°/ Exprimer z en fonction de z'.
3°/ Soit B, C les points d'affixes respectives —i et 5i. Montrer que B

et C sont invariants par ¢ .
4°/ Montrer que si M appartient a la droite (BC) privée de A alors son
image M' par ¢ , appartient a (BC).
5°/a) Montrer que pour tout nombre complexe Zz#2 ¢n a :
|z-2i||z-2i|=9

b) En déduire que pour tout point M appartenant au cercle I' de

centre A et de rayon 3. le point M' appartient a P.

I Exercice S :

Soit g, b et ¢ trois complexes non nuls de méme module et vérifiant
a+b+c = 0.
a b
A-1°/Onpose p=— et g=—
¢ c
a) Prouver que |p|=|gq|=1
b) Prouver que : p+g =-1

-1 3 -1 A3

2°/ En déduire que p=—+i— ou p=——j—
Wep=n Ty NPT

B - Soit 4 d’affixe a, B d’affixe b, C d’affixe ¢

1°/ Prouver que O est le centre de gravité du trianglé ABC"

2°/ Prouver que A, B, C appartiennent & un 1116meiﬁo‘l:0|9!dq centre O.
. T FEF T 18 YR I AR TN R
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Exercice 6 ¢

Soit g, b, ¢ trois complexes non nuls et de méme module.
1%/ On pose W=bc-bC.
Prouver que W est un nombre imaginaire pur.

b+c . L
2°/ On pose t = b— Prouver que fest un imaginaire pur
-c

3°/ Le plan P est rapporté a un repere orthonormé (0,i,)).
Soit A(a) , B(b) , C(c) Hd’affixe at+b+c
A

>N
a) Prouver que (CB , AH)=arg(t) [27]
b) En déduire que (CB).L(AH).

l Exercice 7 :

Ecrire sous la forme trigonométrique le complexe z dans chacun des
cas suivants :

1°/ z=(-1+10) ;
_I+itga

2°% z : ,ou e R ;
l-itga
3°/z=(‘/§f’)", ol neN*;
T+
4°/ z=1+i+(1-i)tg@ avec O¢ ]—12[—,% [
[\

5°/ z=1+cos@+ising aveco €] 0,27 {7 }.
6°/ z=cosa+i(l+sin) avec ae]0,r].

Exercice 8 :

(z,+2,)
z,2,

Soit z,et z; deux complexes de module 1 .Soit Z =

1°/ Montrer que Z est un réel positif .

2°/ Soient deux points A et B d'affixes respectives a et b ou a et b sont
2 complexes non nuls , dans le plan complexe rapporté & un repere
orthonormé (o,7, j).

Calculer en fonction de a et b l'affixe z; du point I barycentre des
points A et B affectés respectivement aux coefficients ‘b’et |a| .
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I Exercice 9 :

1°/ Soit ¢ un réel de I’intervalle [—7[, n] et z le nombre complexe

défini par : z=—(sing +i(1—cos¢))

1
2

Déterminer en fonction de ¢, le module et un argument de z.
2°/ Dans cette question, ¢ est un réel de ’intervalle ] 0,7 [

Déterminer le module et un argument de chacun des nombres

4

complexes suivants : z—/ et

ol z étant le nombre complexe

z—i

donné au 1°/.
3°/ Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (0,7, ) on

z

considere les points M et N d’affixes respectives z -1 et :
Z=i

Déterminer les ensembles décrits respectivement par les points M

et N lorsque ¢ varie dans [’intervalle ]O,n[.Représenter ces

ensembles.

I Exercice 10 :

Le plan 2 est rapporté a un repére orthonormé (0,1, /).

1°/ Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tel que
T
arg(z—i5+1)z~4-(7r).

z+2i

2°/ Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tel que : (—]———)—l
+i)z -

soit un réel strictement positif.

3°/ Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tel que : (z +3i)’

soit un réel.
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Exercice 11 ;

Soit a un complexe non nul.
On pose a = [r, H]. 0<0<2n7
Déterminer suivant les différentes valeurs de @ la forme

T

j—

trigonométrique des complexes : b=a+id et c=a+e a

Exercice 12 :

o
. o i—
1°/ Montrer que : 1+€% = 2005(3)5 2 avec «a <R,

n ha

ik o, i

2°/ Montrer que ZC’,A,e'o’/‘ =2"cos” (E)e 2.
k=0

3°En déduire Y Cy cos(ark) et Y Cy sin(ak)
k=0 k=0

Exercice 13 : I

krm

n=1 K7
1°/ Montrer que )¢ " =

k=0

2

o
Jra
l-e?”

n=1
2°/ En déduire que ZSin(k—”) = cotg(i[—)
e n 2n

. 1k . 2
3°/ Soit S, = —Zsm(7) . Prouver que lim S, =—
n T

k=1 n—>+40

I Exercice 14 : l

eiu _e—iﬁ
1°/Onpose Z= ———ou0<o<m et 0<P<m
i i3
e +¢
Prouver que Z est un nombre imaginaire pur.
i

T

on0<0<—

2°/ on pose W= —
e +1

1 1. 6
Prouver que W = —+ —1tg(—
qu 573 g(2)
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3°/ Le plan P est rapporté orthonormé (O,T, 3) Soit A d'affixe e ,b

B d’affixe € et C d'affixe —® | supposé distinct .
a) Prouver que ABC est un triangle rectangle en A

b) Trouver une relation entre cet B pour que ABC soit isocéle .

| Exercice 15 :

Soit z un complexe # 0 ; R(O,T,j)un repére orthonormé .

5

Adaffixez : Bdaffixe Z et C daffie —
Z

1°/ prouver que A , B et C appartiennent a un méme cercle de centre
@)
2°/prouver que ABC est un triangle isocele de sommet principal A.

3°/ on suppose que la partie réel de z est positive . Prouver que :
(CB, CA)=arg(z)(2n)

p\{0}——P
4°/ soit f: - P2
M(z) —>M'(z")/z2'=z+—
z
a)yonposez=r €°(r>0). Prouver que ' =2r cos(29). e’
b) prouver que : OM'=2 cos(20). OM . Que peut —on conclure
surO,MetM'?

c) trouver et construire I'ensemble (E) des points M(z) tel que ' =z .

I Exercice 16 :

.. 3 .
Linéariser : 1°/ cos’ x-sin2x
2 .
2°/ cos” 2x-sin3x
4 .
3°/ cos” x-sinx



Nombres complexes *9 4™ Maths

| Exercice 17 :

Soit dans I'ensemble C des nombres complexes :
(E): 222 +(3-3)z-4=0
1°/ Résoudre dans C ['€quation (£).
2°/ On note z| et zo les deux solutions ( z] étant la racine de module

I).

a) Mettre zj et z9 sous forme trigonométrique.

b) On considére dans le plan & rapporté a un repére orthonormé
(0,u,v) les deux points M et My d'affixes respectives zj et zp.

Donner une construction géométriques des points M) et M.

| Exercice 18 :

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0,7, j). Soit @ un
s
nombre complexe d'argument & tel que 6 e J O,?L et de partie

imaginaire 1g6.
1°/a) Ecrire la forme trigonométrique de w.
b) En déduire la forme algébrique de @.
2°/ Résoudre dans C T'équation :
222 (1+i3)z=1+i3=0
On appelle z{ la solution réelle; z l'autre solution.
3°/ On considere les points 4, B et C d'affixes respectives : z ; z) et @.

a) Déterminer & pour que C4 = CB.
b) Montrer que dans ce cas le triangle 4ABC est équilatéral.

l Exercice 19 :

Soit a un paramétre complexe non nul.

1°/ Résoudre dans C I’équation a inconnu z :

' —a(l+i)z+ia’ =0 On note z, et z, les deux solutions.
2°/ Onpose a=pe? ou p>0et 6§ eR.

a) Mettre les solutions z, et z, sous forme trigonométrique.

b) Prouver que z +z3" = &*" (1+(-1)")
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3°/ Le plan 2 est rapporté a un repére orthonormé (o,7, j). On donne
A et B deux points d’affixes respectives z, et z,.

Prouver que OA4B est un triangle isocéle rectangle.

Exercice 20 :

o
. o i—
1°/ Montrer que : [+e“ = 2cos(7)e' 2 avec « <R.

1-¢% = —2isin(ﬁ)e’5
2
2°/ Résoudre dans C :

2 . \
a) z"+z"+1=0 ou neN"

14z n 1—z n ) .
b) (I—:L:) +(l+—-j +1=0 (on pourra utiliser le 1°/ pour donner une

écriture simple des solutions).

Exercice 21 :

/1 - =
Soit £ un réel de I’intervalle ]0,5[ et R(o,i,j) un repére

orthonormé de P.
1°/ a) Résoudre dans C I’équation d’inconnu z
(E):z° —2(1+cos 2t)z+2(1+cos2t) =0 (on notera z, la solution
dont la partie imaginaire est strictement positive et z, [’autre
solution).
b) Mettre z, sous forme trigonométrique.
2°/ soit 4, M et M, les points d’affixes respectives 1, 1+¢' et z,.
a) Ecrire en fonction de f les affixes des vecteurs 07/[] et A—X/[.

- —
b) En déduire une relation entre OM, et AM.

Que peut-on conclure sur les droites (OM,) et (AM)?
| Exercice 22 : —l

Pour tout nombre complexe z on pose
F@) =2 +2(3+) 2 +4(1-i3)z +8i

1°/ a) Montrer que 1’équation f(z)=0 posséde une racine imaginaire

ure z,que I’on déterminera.
0
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b) Résoudre alors I’équation f(z)=0. On notera =, etz, les deux

autres racines, z, étant celle qui a une partie imaginaire négative.

Z

2°/On pose W =—
Zy

a) Donner la forme trigonométrique de w

b) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct
(o,u,v). A tout nombre complexe z non nul on associe les points
M, M, et M, d’affixes respectives z,wz et w’z.

Montrer que OMM, M, est un losange.

rExercice 23:

Le plan 2 est rapporté a un repere orthonormé (o,u,v).
1°/ Soit dans 2 les points M,, M, et M, d’affixes respectives les

complexes z;,z, et z;. Montrer que le triangle M, M, M; est équilatéral

2z

j—

si et seulement si z, + jz, +jz, =0 ou j=e °

.2

ou yHJ :2+j33:0

[

2°/ Soit dans I’ensemble C des nombres complexes I’équation

(E): 2 ~(+a+ia)z +a(l+i+ia)z~ia" =0

a désigne un parametre complexe.

a) Vérifier que 1 est une solution de (F).

b) Calculer les deux autres solutions z' etz” de (E£).

¢) Soit dans 2 les points 4, B et C d’affixes respectives 1,z"et z".
Déterminer les différentes valeurs du complexe a de maniere que le

triangle ABC soit équilatéral (on pourra utiliser la question 1°/).
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Exercice 24 :

On considere dans I’ensemble des nombre complexes 1’équation :
(B): 2+ 2(1- D2 + (1+ m? - 4)z 2i(1+m?>) = 0
ol m est un paramétre réel .
1°/a) Montrer que (E) admet une racine imaginaire pure z, que I’on
déterminera .

b) Calculer en fonction de m les deux autres racines .
2°/ Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, u , V)
, on consideére les points A, B, M’ et M”” d’affixes respectives 2i , -2-
2i,-1-im et-1+im .

a) Montrer que AM’BM”’ est un parallélogramme .

b) Déterminer m pour que AM’BM*’ soit un rectangle .

ri}xercice 25,:4\'

- -
Dans le plan complexe P rapporté a un repére orthonormé (O, u, v )

on considere les poins A et B d’affixes respectives a et 1 ot a est un
nombre complexe donné différent de 1.
Soit f'I’application de P \{B} dans P qui, a tout point M d’affixe

z, associe le point M' d'affixe ' telle que : z'= 22

z—1
1°) Montrer que les affixes des points invariants par f sont solutions

de I'équation E: z2-2z+a=0.
2°) a) On suppose que a=1+¢e*° 00 0 e ]g,fzﬁ[ . Résoudre I'équation F

b) Mettre sous forme trigonométrique chacune des solutions de E.
3°) Dans cette question on suppose que a = -1.

Soit M un point de P \{B} d’affixe z et M' le point d'affixe z' = f(z).
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- A—) - /\——)
a) Montrer que (u,BM)+(u,BM)=0 [27].

En déduire que la demi-droite [BA) est une bissectrice de
- -
l'angle (BM,BM").
b) Montrer que Z' est imaginaire pur si et seulement si IZ‘ =1.

¢) En déduire la construction du point M' image d'un point M du

cercle trigonométrique privé de B.

I Exercice 26 : J

Le plan complexe P est rapporté a un repere orthonormé (O,u,v).

Soit A la droite d’équation x=2 et A le point d’affixe 2.

1°/ Vérifier que A est I’ensemble des points M d’affixe z tels que

2°/ Soit ¢ Papplication de P\ A dans P, qui atout point M d’affixe z

associe le point M’ d’affixe z'=

a) Montrer que z' est un nombre réel.
b) Déterminer I’ensemble (I') des points M d’affixe z tel que z'=k
ou k est un réel donné différent de 2.

3°/a) Montrer que pou tout nombre complexe z dont la partie réelle

est différente de 2, on a: |z'-z|=|z'-2|.

b) En déduire que pour tout point M de P\ A, le point M' est
I’intersection de la médiatrice de [AM] avec I’axe des abscisses.
4°/ Soit D la droite d’équation x=3.
Pour tout point M de D, on désigne par M' le point ¢(M) et par M"
le symétrique de M' par rapport a (AM).
Montrer que MM" = d(M",D)
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SOLUTIONS

|Solution 1: I
|

1/ Z|= rZ__l= IZ——_II ; or II—EI = ‘E‘ =|I—Z‘ = [Z—1|
[1—2] [l—z
d’otr : |Z’:|Z—1’—l
2-1]
z-1
20/ Z—IZT__E_ __z+Z-2 _ z+7-2
z-1 z-1 (z-1)(1-2) (z+z—-1-2z2)
or: z+z =2 Réz= z+zeR et27=|2220€]R
et par suite Z_ eR
z—1
z-1 |
30/ Z—I_E-’- . z-Z z—-Z

21 z-1  (z-1)(1-2) z+Z-1-[]

or:z—z =i 2Im(z) donc z—-ZeiR et z+?—1—'z‘2 eR’

. Z-1 o
d’ou " est un nombre imaginaire pur.
Z_.
-1 1)1 - , -
A U2y gy P B ) B
(I-2)  |1-]

Onposez=x+iy = 2z-2Z—1=2(x+yi )= (x+yi)?-1
=—x2+y2+2x-l+i(2y—2xy)

Ze R siet seulement si
Im(Z)=0 2y —=2xy =0 =0oux =1

(2) o P Ry =0 _ 1y
avecz #1 (x,y)=(1,0) (x,y)=#(1,0)
L’ensemble est la réunion des deux droites D; : x = | et D, : y =0 privé du
point A ( 1,0)
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!

Solution 2: I

1°/Soitz=x + iy avec (x,y) € R’
Z=2+z-2 = (x+yiY +x+yi -(x-yi) =x"—y +i(2xy+2;/,\)
=x -y +i2y(x+1)
x*=y*=0 X=youx=-=y
Z=2 < et & et
2y(x +1)=2 y(x +1)=1

o (x =y y =X
o % cas: &
y(x+D)=1 x(x +1)=1
*x(x+1)=1 &xX2+x-1=0; A=5;

T R Py

X = , X

2 2

—1;\5(]“) ou z= —1;\/5

e X ==y y=-x
2" cas =
yx+D)=1 -x(x +1)=1

*x(x+1) =1 & X+x+1=0;
A=1-4=23<0 impossible carx eR.

1++/5 J5-1

Conclusion : les complexes zsont : —(——2—)(1 +i) ou 5

"

D’ou z= (1+1)

(1+1i)
2°/
) ZeReom(2)=02y(x+1)=0< y=0 oux=-I1
D’ot I’ensemble (E,) est la réunion des deux droites D; : y = 0 et
DQIX:-I;E1:D|UD2 '
b)ZeR < Ré(Z)=0 = x'~y'= 0 x=youx=-y
Soit A, : x—y=0 et A,: x+y=0.D’0lt I'ensemble
(Ez):AlUAz.
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J

Solution 3 : I
19/ 1z = |1+ i)z] = |1+ il- |5 = V2|e| = ¥2  donc |z] =2 r.

2°/ Soit & un argument de Z.
1° Méthode

Z=Zl¢" =r\2¢°
V4 T T
j— _io i(-0+—) i~
OrZ=+2e%re =|Z|e 4 car (l+i=\/5€4)
T
DaEZ—B Q2r).

2¢ Méthode
argZ = arg[(1+1)z] (27) = arg(1 +1) +arg(Z) (27)

-0 (2n)

N

3°/ Soit E = {M(Q) e?/|z|=2}
IZl=2@r2=2cr=42
Done £ ={M(z) e P/l =2}= (M ecP/OM=12)
Conclusion : E est le cercle de centre O et de rayon v2
4°/ Soit F={M(2)/ N(z) € A:2x+y+4=0}
Traitons cette question analytiquement :
Onpose z=x+iy avec (x,y) e R’

Dot Z=(1+i)(x—iy)=x+y+i(x—~y) ainsi N(x+y,x—-y)
NeA2(x+y)+x-y+4=03x+y+4=0
Conclusion : L’ensemble F est la droite A’ d’équation 3x + y+4=0.

5° Soit H={M(z)/Z < R]]

1¢ Methode

. . x-y=0 xX=y x=y
ZeR, @x+y+i(x-y)eR, o & =
* yrie-y) e R, x+y>0 2x>0 (x>0
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Conclusion : H est la demi droite d’origine O, de vecteur directeur

=i+ située dans le demi-plan :y >0 privé de O.

2¢ Méthode
ZeR! ©argZ=0Q2xr) < argl(1+1)z]=0Q27)

Vs V4 -0 > T
<:>—4——arg250(27r)©argz52(27r)c>(z‘ ,OM)Ez(zﬁ).

M décrit la demi-droite d’origine O, de vecteur directeur =1/ +J,
située dans le demi-plan y >0 privé de O.

Remarque : étant donné « € R, ’ensemble des points M du plan tel

-7 =

que (i ,WM)=a (27) est une demi-droite d’origine ¥, de vecteur

directeur # = cosa i +sina j privé du point .

Solution 4 :

i

2iz— ) . .
/SIM=A & 7=2i < 2272 9i e 2iz—5=2iz+4
z—2i
= -5 =4 ce qui est absurde. Donc M' # A.
2iz—5 . . . .
2°/ 7' = — > 7z'-2iz' =2iz-5 < z(2'-21) = 2iz'-5
z—21
2iz'-5

orz # 2i{d'aprés 1°/yd’ouz= -
z'-2i
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3°/ o Soit B'= ¢ (B)
iz, -5  2i(-i)-5

Ona: zg= = =-

Zo—21  -i-2i

d’ou B'= B et par suite B est un point invariant par ¢
* Soit C'= ¢ (C)
2iz. -5 2i(51)-5 15

Ona: zc= =—=——=5j
Zc 51-2i 3i

d’ou C'=C et par suite C est un point invariant par @
4°/ Me(BC)=Me(0,]) dol zy=yiouy e R\{2}

ZM'=2IZM—_.5=21(_YI)—,5 -2y -5 (2y+5)1_k1 ou?»z2y+5
Zy, =21 yi-21 (y=2)i y-2 y—2

d’ou zyr est imaginaire et par suite M'e (O, j)

conclusion : M'e (BC) .
. 2iz -5 ) )
5)a) |z —2i]- |z - 2] =](T:;—21)(z-—21) = |(—5—4)f =
by MeI' ©MeC(A,3)< AM=3& [z-2i|=3

Or |2/ =2i||z=2i|=9=|z'-2i|=3= AM'=3=>M'el

lSolutionS' |
A-1°%a ) ‘ ‘_’ ‘ T or Ial:’cl d'ou ‘p‘:]
b
“]‘ ' ‘_U or |bl=|c| d'ou !ql:]

Conclusion : ‘ p[ = lq‘ =1
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a b a+b
b) p+q 2;4—;:

or a+b+c=0doua+b=—c etpar
¢

i -
suite p+g=—=—1
C
2°/ Soit p=x+yi
Ona:‘p‘=l<:>‘x+yi|=1<:>x2+y2 =1

Ona: \q‘zl orqg=-1-p (d’aprés 1°/ b))

donc‘—l—p‘:l<:>’1+p‘=1c>‘l+x+yil=1<:>(l+x)2+y2:1
2 2 P 2
x +y =1 y =l-x (H
Ona: , ., & ) R
(+x)" +y =1 (+x)" +1-x"=1 (2)
1
Q) ol+2x+x  +1-x’=1<2x=—1 d'od x===
=y =1 L3 d'ot 3 V3
X=-—= =l-—=— d'oll y=— ou y=——
2V T Ty YT T
. 1B I
Conclusion : p=——+i— ou p=———i——
2 2 2 2

B - 1°/ Pour montrer que O est le centre de gravité du triangle ABC, il
> -
suffit de prouver que : O4+ OB+ OC =0 c’est a dire

(zy—z,)+ (25 —2,)+ (2, —z,)=a+b+c=0 (d’apres les données)
d’ou O est le centre de gravité de ABC.
2°/ OA :’ZA —z()lzlal

OB:‘ZB —z(,| = b =|al

oC = Iz(- —z()‘ =|c| =|q
Ona: O4=0B=0C donc 4, Bet C appartiennent & un méme cercle
de centre O.

Solution 6 :

19/ W =bé —bc=—W donc W est un nombre imaginaire pur.
noy bt _ (b+c)b -2)

b—c (b-c)b-0)
(b+c)(l7—5)=b5—b5+5c—c5=|b12 +W—|c|20r 5] = || donc

Or (b—c)b -8)=(b—c)b-c)=lp—cf

(b+c)b —C)=W etparsuite  =— d’ot £ est un nombre
p |b-—0’2

imaginaire pur.



Nombres complexes 20 ¢ 4™ Maths

>N > >N N
3°/(CB,AH)=(CB,i)+(i , AH) 2x)
=-—arg(z, —z,)+arg(z, —z,) Rx)= arg( ZA) (2r)
IS

b+c b+
Earg(b_c) (27) Or b —t d’ou (CB, AH)=argt (2x)

. - . 7[
b) ¢ étant un nombre imaginaire pur donc arg? = z (2r)
-

T 7
ou arg? E——— (2z)dou (CB, AH)E—2~ (27) ou

>N >
(CB, AH)——— 2r)

Conclusion : ( CB)J_(AH )

Solution 7

0

1°/ ’—1+i|=\/5; ona: cosa=# , sina=g

d’ou az%r[br] d’ou Azx/f(cos%zﬂsin%r).

.sina

20/ = I+itga lCOSO{ _cosa+isina
I-itga |_,Siha  cosa—isina
cosa

Z=[El o] =[12a] d’ou z=1-(cos(Ra)+isin(2a)).
,—a
-7
_ [23_;]
3°/ Soit Zy 2—\/1—5—7-1-2——67[-:[.\/5’_?_72[]
+i
2,—
V2,7
s s Sr .. St
d’ou zy = \/E(cos(——)ﬂsm(——))
or z=z," d’ou '"I [cos S +isin_57m}
12 12

(1-i)sin€ _ (I1+i)cos@ +(1-i)sind
cosf cosd _
_cos@+icosf+sinfd—isinf  (cosf —isinf)+(icosd +sinb)

- cosf - cost

4°/ z=1+i+(1-)tgd =1+i+
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_ (cos@ —isin@)+i(cosd —isinG) _ (1+)(cos@ —isinB)
cosd cosé

or l+i=[\/5,%] et cosd—isind=[1,-60]

= (1+i)(cosd —isin @) =[ 2,%_9]

oo A2

/4 4 /4
or cosf >0 car fe]—,—[ d’ou z= cos(——8) +isin(—-8)).
] 2 2[ cos6’( (4 ) (4 2
5°/ z=1+cosp+ising =1+2c08> 2 ~1+i.25in Lcos?
2 2 2
:2cosg(cos£+isin£)
2 2 2
o |0 7 27
4
cos(— + -
(2)

® Si pe)0,z[ alors z=2cos£(cos2+isin—@-)
2 2 2
* Si pelr,27[ alors ::—2cos%(cos(§+7r)+isin(%wr))
6°/ z=cosa+i(l+sina)=(cosa +isina) +i

. . T, .7 T, .. . T
=(cosa +isina)+ (cos—2—+zsm—2—) :(cosa+cosg)+1(51na+sm5)

X+Y -
or cosX+cosY =2cos( ; )COS(%Y-)
sin X +sinY =2sin(X;Y)cos(X;Y)

a 7 a a a
= z =2¢05(—+—)cos(———) + 2isin(— + —)cos(—— —
(2 4) (2 4) (2 4) (2 4)
a a 7 a 7
=2 —— —+—=)+isin(—+—
cos(2 4){cos(2 4) zsm(2 4)}
. a
signe de : cos(—i—z) pour «€]0,x[ :

a -n o T 7 a 7
O<ao<m 2 0<—<— =>2—<—=-—<— = cos(——-—)>0
2 2 4 2 4 4 2 4

d’ou z =2cos(% - Eycos(Z+ L +isinE+ X
(2 4)( (2 4)1 (2 4))
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Solution 8 :

2 2 2
zZ +z z +z +2z.z z z
10/Z=( | 2) | 2 | 2:__t+_2+2

2 2

z,z, z,z, z
orzi=[l,aletz,=[1,0]
Zy

dob “L=[La-pf] et 2=[1,f-a]

2 Z)
=> Z=cos(a - f)+isin(ax - B)+cos(fB -a)+isin(f-a)+2
=2cos(a - B)+2 (carcos(-X)=cos X et sin(-X) = -sin X )
= Z=2cos(a-P)+1)eR, car-1<cos(ax - f)< 1.

20/ Ib[;ﬁﬂalff:()@\b’(z, —z,)+la(z,-z,)=0

alp|+bld
Sz, = .
|
LSolut‘ibn 9.

1
1°/ z=5(singo+i25in2 -(5) =sin£(cos£+isin£)
sin£=0¢:>io—=k7t oukeZ
2 2

o rn 0 T

. R PN .
Slqu[—ﬂ,O[ ona:z [ sm2 ,2+7rJ

sSig=0ona:z=0
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1
20/ * z—izg[singo+i(l—cos¢)]—i
}

o .9 @ ., @ .
=cos—(sin——icos—) = —icos—(cos— +isin—)
2 2 2 2

SRR

1 1 2
=—|sing —i(1+cos¢)| =—| sinp —i2cos
2! 1=l

r
V§0€]O,7r[ ona: %e}o,a d'ou cos§>0
owsrciefi- g Shm2 2]
[ o ol
£ = _ Lsm;, ;J _i-tg f—l
[eos? z_zJ‘[gz" 2)
2 2

3°/ M d’affixe z—i d’ou M de coordonnées x et y tels que :

-7 p ¢ 1.
) =cos—sin—=—sing
2 2

(

%
X = c0s—cos(
2

| (I+cos@)
B 2
2

sing=2x et cosp=-1-2y -
AV

.2 2 2 1 2 1.
comme sin” @ +cos @ =1 4x +4(y+—2-) =l ox +(y+—-) =|—
2 2
. s . 1
d’olu M appartient au cercle de centre w(0, —5) et de rayon —.

Or que]O,zr[ ona: 0<x$5 et —1<y<0
. 1 .
M décrit le cercle C(a),g)mpm on 2 est le demi-plan

. d’équation x>0 .
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z : | 7|
N d’affixe — or — =Ltgz)—, —J= z‘tgﬂ
z—i z—i 27 2 2

N de coordonnées (0, tgg) or ¢ décrit ]0,7[[ d’ou tg% décrit

I’intervalle R’

x=0

d’ou N décrit la demi-droite [oy) privée de o d’équation : { 0
y>

Solution 10 :

1°/ Soit Ez{M(Z)eP/arg(z—z?+l)E%+2k7r}

arg(z—iz+1) = Z— +2kz < ilexiste @ € R” tel que :

T

i
z—iE+l=ae* =a2(1+i) posons a~2 =2

donc arg(z—z?+l)s%+k7r<:> il existe ﬂeR*/z—iE+l=ﬂ+,Bi:¢
Posons (z=x+iy) |
x—y+l=p

y-x=8 (BeR)

x-y+l=y-x<2x-2y+1=0 c’est une équation cartésienne d’une

x-—y+1+i(y—x):,5+ﬂi<:>{

droite.
Conclusion : L’ensemble E est la droite dont une équation

cartésienne est : 2x -2y +1=0.

. z+2i %
2°/Sth={M(z)eP/ eRJr}
(+i)z—1
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z+2i 1 z+ 2§ 1 z+2i
(l+1)-—1 1+i Z_L—Hi ___E
1+ 2
2 ( z42i ) 0o
— ¢ Sarg ——— |= V4
(I+iz—-1 7 L(l+i)z—]J
1 ~+21 +2'
<:>ar0(—— ) 0(2r) <arg( ) arg(1+/)=0Q2xr)
1+ _ 171 o
) 2
z+2i ) z+2i T
arg( l_i)zarg(1+1)(27r)c>arg( l_l,)zz(br)

2 2

-
Soit le point 4 d’affixe -2/ et B le point d’affixe TI

A

742 T
)—-—(27r)¢:>(MB MA):——(27I)

arg(

_2

Conclusion : Pensemble F est I’arc [AB] privé de 4 et B, du cercle

tangent a la demi-droite [Br), situé dans le demi-plan de frontiére [4B]

ne contenant pas [Bf) ou [Bt) est la demi droite telle que

—

(Bt , BA) = %(270

+3iz0 (z=-3i
3%/ (z+31) e R =3 ou

arg(z +30)° =0(x) (Jarg(z+31)=0(x)
3arg(z+3i) =0 (7)< 3arg(z +3) =kr ol ke Z
arg(z+3)=—
*Sik=3p: arg(z+3i)=pr o arg(z+3i)=0(x)

->" >

' < (i, AM)=0(x) ot A(-3i) & M e D(A4,i)\{4}
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. GBp+ Vs
¥Sik=3p+1: arg(z+3)=———"—— <arg(z+3)=pr+—
3 3
T
i
oarg(z+3))=—(7) < ilexistea e R tq: z+3i=ce *
) a a3 .
Posonsz:x+zy:>x+iy+3i=;+i aeR
[«
xX=—
l 2 R’
o e
| a3
=3+
2

d’oit MeA: y=-3++3x privé du point 4(0,-3)
*Sik=3p+2

Vs 2
arg(z +3i) =(3p+2)j<3arg(z+3i) =pr +T<3
J

x=—g aeR”
2

J3

=-3+a—
4 2

2

27
ilexiste aeR' /z+3i=qe’ <

doll MeA:y=-3-x3 privé du point 4(0,-3)
Conclusion : L’ensemble demandé est DUAUA' ou

Diy=-3; A1y=—3+«/§x ; A':y=—3—x\/§

Solution 11

a=[r,9]=re'€

P
*p=grig=re® +ire" :r(e'e +ie_/9) ori=e? d’ou
9 1ie" =cosf +isin® +i(cos@ —isinf)
=(cos@ +sin@)+i(cosd +sinb)

i
e

R4

=\/5(cost9 +sinf)e *
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K1

b= \/Er(cosﬁ +sinf)e '
7
Or cos8 +sin 6 = /2 cos(6 —Z)

e

J:.,kl

d’ot b=2rcos(8 ——)e

4>|N

e  Signe de cos(d —%) :

7 T 7
cos(0 -—)=00-—=—+kr (kel)
4 4 2

3r . n T
O=—+kzr or 0<0<2xr d’ouf=—o0ufh=—
4 4
3 1
¢ 4
V4
cos(f ——) +
4
0 I—O 37r|— 17 b I—Z ® 77) 7r—|
st @ e|0, J—, ona: recos(@ ——), —
EAdres J ] R
T
sifd=—ouf=—: b=0
4 4
P 137z il b 5 ® ) 57|
sl @ e |—, : b=|-2rcos(6 ——),—
ol J
P
¥*c=g+elq
iz _ i(Z-8)
c=ré’ +edre —l(e'6+e )
iZowe-Ly  Zie-Iy p
c=re (e +e 6 )—re6(2005(9—6))

n i
c:2rcos(49—;)e 6

Signe de cos(8 - %)

T /4 2
cos(0——)=00-—=—+hkn o0 =——+kr
6 6 2 3
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2 S5x

g 0 3 3 27

|
0 1)‘ + #) (‘) +
COS 6 -

R 2 T
Sl @ =— 0u9=7 alors ¢=0

R DN I A I PR N 3
si eL—}—L J Jaors C_L r cos( —6) J
127:
J

. [ i
st e |— alors L 2rcos(9——) —J
3 3 6
2z 7
g I0 3 3 2r
cos(H——)‘ + f’? - + +
SIH:Touﬁz— alors ¢=0
0 |—0 2z sx 5 —| | I—2 ® 7r) 7r_|
st@e|0, v ,27 | alors ¢=|2rcos(@ ——),—
>S5 I 6
X oz sx
sife J—, alors ¢ L—zr cos(8 ——) —J
3 3

Solution 12 ¢

a a a a a
hl ,; hall a i—

. i
1°9/1+% =e?2e 24e?e? = (e-+e2)—2«:os(2)e2
a
. i a ';
Conclusion: Va eR; l+e =2cos(?)e
ck ,"“'

n~
k=0

2°/Ona:VzeC,Vz eC: =(z+z")

‘ h
ia L k iok ia\n
Onposez=e etz’:ld’ou.ZCne =(1+e”)
k=0
a

i o
Or on a montré que 1+¢* = 2cos(;)e 2
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no
j——m

d’ou ZC,’; " =2"cos' ( )e 2
3°/Ona: ZCN

= Z C, cos(ak) +i ZC sin{ak)
k=0

ha

,.._

=2"cos’ ( Ye 2

=2" cos” (—) cos(——) +i2" cos” (ﬁ) sin(n—a—)
2 2 2 2
N k n n, & na
ZCH cos(ak)=2" cos (—2—) cos(T)

\ k. n n, & . na
ZC” sin(ak)=2" cos (—2~) sm(—z-)

Solution 13 ;

1°/ On sait que pour tout z € C\{1};

| e

= l_ j—

k 4

= doncpourz=e” eC\{l},ona:
k=0 I-z

k
~-1  kw -1 ¥4 ;i

— i 3 i~ 1-e'"  1-cosxz 2

e T = Z e n = = =

iZ i iz

k=0 k=0 l-e” l-en” 1-en

Conclusion : Pour tout n e N*; Ze "=

1 e n
k/z'
2
2°/Ona: Ze "= p
k=0 1~e’;
n—=1 k”

* Z = Zcos(—)+125m(——) donc Zsm(—)
k=0 k=0 n k=0 n k=0
2 2 2

* = =

n Ea 4 .4 o

i— i —i— i—

i T
l—e? 2n (e n _, Zn‘) e 2" (=2isin(—))
2n

IH

1-

R4

n

)
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e Vg oo T
20 d(cos(——)—isin(_—)) cos(—)
te 2n n . n , n
= p—— p =1+ = 1+icotg(—)
sin(—) sin(—) sin(—) h
2n 2n 2n
n-—1 ko P
Conclusion : Zsin(—) =cotg(—)
_ n 2n
1 n=| ko
39/ 5, =~ D sin(—)
nkzo n
. o . . cos(;)
lim S, = lim —cotg(—)= lim —
n—>+wm n=r+mn 1 2}7 H—>+0 1 Sll’l(l)
2n
Vs T
cos(—1) cos(—1¢) 5 sinat
= lim —5—-¢= lim — =T car lim =a
(0% . (>0 . T -0 ¢
sin(—1) sin(—1)
2 2
t
Solution 14 : -
1 1
~ia -ip e
— e —e ia ip
1°/ Z = — =& €
ey ol B 1 1
ia + ip
e e
— e’ - e%e” e’/’ ~e"
L= T i =-Z
e’ e P+ of 1o
Ona: Z =-Z donc Z est un nombre imaginaire pur .
ie
2°/ soit W =
|
. LA Y 2] 2
Ona:e'’+1=e 2(e 2 +e 2):200553 2
s cos 4 +isin 0
i6 9 - -
e e 1 1
D’ou W= = = 2 2 :§+§Ilg( -)

0 2 2COS€ 2cos—
2cosE.e 5 5
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3%/
a) (E:TC)E(TB: ?)+(ZZE)(27z)

B Z/I

=-arg(z, —z ) +arg(z,. -z, )(2”) = arg(j';mj(ﬂr)

i iB

= arg(:e’;ﬂ—_el;a—j(Zﬂ) =arg (%J (2r)
e —e e —e
=arg()2m) =-arg(2)C)

%(2@

or d’aprés 1°/ Z est un nombre imaginaire alors arg(Z)= 4 ou

—%(270

et par suite ABC est un triangle rectangle en A .

b) Pour que ABC soit un triangle isocéle il suffit que AB = AC
ona: AB=AC

<:>lzB —ZAI :[z(, —ZA‘ :Ie'ﬁ 4

i ip __eia

= ‘—e

& |(cos B—cosa)+i(sin B—sina)|=|(cos B+cosar) +i(sin B +sin )|
(cos B—cosa)’ +(sin f—sina)” = (cos S+ cosa)’ +(sin B +sin )

<> cos” B+cos’ a—2cos Scosa +sin® S+sin? a@—2sin Bsina

=cos’ f+c0s’ @ +2cos Bcosa +sin® B+sin’ a +2sin Bsina

<> 2-2cos fcosa—2sin Bsina =2+2cos fcosa +2sin Bsina
& cosfeosa+sin fsina =0 cos(B-a)=0

<:>,3—a=g~+k7z ot keZ

. 7 -3z 7
or—-w<f-a<rw d'ou—ﬂ~<-2—+k7;<7r:>—<k7z<—

=k=-1 oukan"oi/,B—oc=—§ouﬂ—0¢=—72Z

T
Conclusion: =« —Eouﬂ =a +—72£
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Solution 15 ¢
1°0A= |z, ~z,|=|z|
OB=lz, —z,|=|z|=|
) 2
z3 |z
oC = ‘Z(. —z()‘— - :1—’=[z‘
Z ‘Z

D’ou OA = OB =OC et par suite A, B et C appartiennent a un méme
cercle de centre O .

2°/ Ona:AB = ‘zh, —ZA[:’Z_—Z’

2
AC = \z(, —ZA‘= z
z

Or }Z_’=]Z’ donc AC = )Z —Z_)=’Z_~Z’ d’ott AB = AC et par
suite ABC est un triangle isocéle de sommet principal A .

3°/(c73j6i) =(c8; 'i)+(‘ij€4)(2n)

=-arg(z, —z.)+arg(z, —z.)27) = arg[ﬂj@r)

Z,—2,
2 2
z z
z—— z—= — _
z 5 Z-z z2(z —2) z
=arg = 1Qn). Or—E5 =" =— . =—
5 Z 5 _Z @y -z2 (z—-zNz+z) Z+4+z
'z z

Or Z+z=(x—-iy)+{(x+iy)=2x d'oz‘t(@:@)sar‘g[ j(27r)

Z
2x
o= arg(z) —arg(2x)(27) or x>O0doncarg(2x)=02r)

Conclusion : (C-E,C—A> =argz (2m)

—
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2 2 2
[ [ z -i6 r-el~0
A°/ayz'=z+—=re" +
z

_ i3
——=re 4 re?
re

=re (re'*® +e7*%) =re”2cos 26 = 2r cos 26e”

b)aff OM ' = z,,. — z,, = 2r cos 20e"

affOM =z,, —z, = z =re°d ' oitaff OM ' = 2 cos 26.aff OM
Conclusion : OM ' =2c0s20.0M et par suite O,M et M' sont

alignés .
1 o 22
cy'=z&oz+—=z & —
z z

=2 2
zZ) +z
) +z’

2 s
"orz =x +iy

@) +zi=zz o @)Y +z27 =]z
=

ona:(x+yi)Y+(x+yi¥=x+y

Xyl —2xyi+ X -y +2xyi=xC+y X -3y’ =0

& x=3y oux=-13y

L’ensemble ( E ) est la réunion des deux droites D; : x—x/gy =0et

S]

D, :x+ \/gy y = 0 privée du point O .

t
Dl D]
- 0 V3 )
Solution 16 :
ix —-ix 3 e:zx e—iZ.\'\\

1°/ f =0053xsin2x=L

(eil\' + 361.\- + 3e—i.\’ T e—i3x )(eIZ.v _ e—:Z.v)
167

f=
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f elS.\' + qe/ 3x _ 3(3_” + 3(3/‘\‘ _ 36—13.\' n e~/ L e»/i.\'
’ 167
f (615.\' _ —i5x )+2(€I\ _e~/,\‘)+3(e/3x _6—13.\')
’ 161
2isinSx+4isinx+6isin3x 1 ) .
f= - =—sin5x +—sinx+—sin3x
16i 8 4 8
o \2 2 .
, ‘ (GIZ,\ +e—/2.\\ (el.\.\’ _e—/n,\\
2°/ g=cos” 2xsin3x= —
2 2i
Xy, i3y —idw
( idx +2+€ /4\)(el \—6 i \)
8i
(3/ 7x __er.\' + 28/3.\‘ _28—/'3.\‘ n e—i.\‘ _e—/7.\'
87
i7% —iTx v —ix i3 | -i3x
(617\ —e i \)“(el\ —e I\)+2(el \_\e i \)
87
2isin7x+4isin3x-2isinx 1 LI 1 .
= - =—sin7x+—-sin3x——sinx
8i 4 2 4
3°/
( —ix \4(61.\‘ _e—i.\'\ (@ n e*l.\‘)"(erx _e—i_\-)
h=cos' xsinx = L . J: .
2i 321
. v 2y —idx
Or(e“ +e "‘) Tt 4e 4 6+4e7 o
4 2% —i2x . —idyN, Qv -ix
, . (e r+4e' Y4 6+4e7 e \)(e"—e")
d’ou h= -
32i
e/5.\' _el3.\’ +4ei3.\' +4el.\' +6ei.\‘ _6e—/‘.\' +4e—f_\- _46—/3.\' +e—:3.\' _e—/S.\'
32i
S —iSx i3x  —idx X -ix
(8’ X - 15,\)+3(€lh —e i \)+]0(€“ —e I\)
327
2isin5x + 6isin3x + 20/ sinx

32i

1 3 5
Conclusion : h=—sin5x +—sin3x+—sinx
16 16 8
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Solution 17 :

19/ A=(3-30)2 —4x2x(-4)=3-643i—9+32=26-63i
Cherchons x et ytel que: (x+iy)> =A
(2 )7 =26

(¥ —)2=26 (1)
Jx2+y2:\/(26)2+(6\/§)2 & lx 137 =28 (2)
2xy=-63 ‘L\) -3V3
Jx =27 I .
(Det(2) =1y’ =1 :>JV +1 donc A=(343-i)
|ny<0 {

(\/§+31) (3V3-1) _ G

7112(—‘/§+3i)+(3\/§"i):£+i
4

<

2 2
1 31
2°/a)1 3+1’ V3+1=2 £+_1: =]
2 2 4 4
donc zI:—i+li; zZ, = =3 +1i
2 2 B
( 3
Jcos@:T
Al:[l,,el] ona:n=1; | :>9,=§(275)
[siné’]:—
2
donc (l I
z,={1,—[=e
= 6J
( 3
JCOSQ?:—Z_ s
z,=[n,60] ona:r=2; | 3925_67_[(27[)
lSiﬂ.@,Z—
-2

Szt
donc z, —L2 —”Jl =266
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b) e z, ¥3

_+5i ona: M, d'affixez, , OM, =1 donc M,
appartient au cercle C de centre O et de rayon 1, d'autre part

l'imaginaire de z, est > donc M, appartient a la demi-droite

j 1
5,:y

" 2 d'ot la construction géométrique du point M, (M, est
x>0

le point d'intersection du cercle C et de la demi-droite &,).

—\'i:{l 81

./

e z, =—+v3+i ona: M, d'affixe z, , OM, =2 donc M,
appartient au cercle C' de centre O et de rayon 2, d'autre part

l'imaginaire de z, est 1 donc M, appartient a la demi-droite

5 .

, <0 d'oul la construction géométrique du point M, (M, est
x< v

le point d'intersection du cercle C"'
et de la demi-droite 6,).

2

E,ﬁ—
5 %ﬁ/ 33)2
|

- |




Nombres complexes *37 ¢ 4 Maths

Solution 18 .

1°/ a) @ étant un argument de @, il reste a trouver | @ ' =p.

w=pcosf +ipsinBor psin@=tg0= p=
cosé

N
w:LCOSH’QJ:coséee

(cosB +isinb)

w =

1
cosf

byona: o= (cos@ +isinf) =1+itgh

Donc w=1+itgd
20/ 222 —(1+iv3)z~1+i3=0
A=(1+iV3): —8(=1+i/3)=—2+2i/3+8-8i/3
A=6—6i3=6-3-2(iv3)=3> = 3-2(i3) + (iv/3)’
A =(3—i«,/_3:)2 une racine carrée de A est 3—iv3

, 1+iv3-3+i3 13
z' = = +i—

4 2
,,_l+i\/§+3—iﬁ_l
"= 2 =
I 3
Scz{l; ———+i£}
2 2
I A3
Z]=1 5 2y =——+I——
) 2 2
3°/ a) CA=CBC>\ZI—Z\=|22—Z\ o []—z‘:l“%ﬂ‘%—%_z

5

<:>‘—itg6|=|—%+i(73—tg9)><:> tgzé’:%+%—«/§tgt9+tg26

N tgé’:\/?orﬁe}()..g{ :9:?
T

Conclusion :  Pour que CA = CB; il faut que 6= 3
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b) Pour montrer que CAB est équilatéral; il suffit de montrer que
- A =

(CA,CB)=—= (2 ) car CAB est isocéle.

> A >

(CA,CB) = arg( 2
Z

) (27) = arg(z, — w)—arg(z, — 0) (2 7)
-

1 3 V3

3
0 smo=—s i (i) =i
' ‘ yHiy ) 2

V301 1
= Az—a):—\/g(THE):—«/—r J L ‘—+7ZJ
= zz—a):[\/g,%} = arg(zz~a))s—6—(27r)
= z‘~a)=—i\/§ = arg(z,—a))s-——”(Zﬂ)

= (&A53)=16f+f(2 )__(2;z) -

- A=

(CA,CB) = —g (272’)
j CA=CB

Conclusion : \ _ " x = ABC est un triangle
[(CA,CB) =-7 @)

équilatéral.

| Solution 19 : I

1°/ A =a2(1+i)2 —did’ =2id’ -4id* =2ia’ = (l—i)zaz. une racine

carréede Aest 5 =(1-ia.

a(l+i)—(1-i)a

—— =

_a(+H+(1-Da _
2

z =
Sc ={ia,a}

Z
2°/Ona: a= pe'’?
T
iz
a) z]:iazezpe’ezpe
i6
22=,Oe

2n

b) Zl.'ln ..7 - (l a)Zn n aZn _ 612”(1 " (l.)zn) :.0217(1 +(_1)H)

. V.4
1(6’+2)
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1 0acle,-x-la-ol=ile[-la
OB=|z, ~zol:‘a‘

Donc OA = OB et par suite OA4B est un triangle isocéle de sommet

principal O.

~n o —z

Or (OB, 04) = arg( 4

——%) (21)
fh’ 40

ia T
= arg(:) Q2r)y=arg(i)(2r)= —2— 2r)

Conctusion . OAB est un triangle isocele et rectangle en O.

Solution 20-:

a o« o« a  a a
: i =i i— i i = —i—
1°9/1+%=e2e 2+e’e?=e?(e?+e ?)
‘4
ey
=e *(2cos—).
a
&
. X4
Conclusion: Ya € R, ona: 1+ =2cos(—)e ?
2
a o« a o« a a a
ia 17 —I—?- I;‘ I7 I‘; —I‘?— 17
l-¢"=e‘e “~e“e”"=e“(e ~—€°)
a
a i
=-2isin(—)e ?
2
a
2

o i
Conclusion: Va e R, ona:1-¢*“ =—2isin(—2—)e

n

2°/ a) (*) 2+ +1=0. On pose Z=z" I’équation devient :
p q

7P +Z+1=0
A =-3=(31)%, une racine carrée de A est & = V3i.

~—1—\/§i Z,,_—1+J§i

2

r

2
Or Z==2" done 2" ::1;\/—3_{ ouz" :ﬂ
} ) 2 . 2

Donc les solutions de 1’équation (*) sont les racines n“™ de

, -1-43i NEY,

Z'=——— et les racines n“™ de 7" =
2

o K3 K3
4ji— =2j— 2i—
3

or Z'=e ‘=e YetZ'=e ; 72'=7
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2kx 27
, (==
Les racines n“"“de Z'sont z, =e " ¥
2kr 2xm
y ===+
Les racines n*™ de Z"sontz, =e " ¥ avec k €{0,1,2,---,n~1}.

1+zYy (1-zY
b) |— | + +1=0 ; z=#1; zz-]
-z 1+z

[+z .
On pose Z =—— = I’équation devient :
1

1
7'+ —+1=072"+2"+1=0
V4

dot z, =% ou z, =%
2kn 27
avec §y =————/ 0<k<n-1
n 3n
1+z Z-1
=ZSl+z=Z-zZz(1+)=2-1z=—
-z Z+1
G
i0, 2isin(—)e 2
Z,-1 &%
S AR R %

0, i
2cos(—5)e 2
2

kr 7
z, =itg(——-—) avec 0<k<n-1
n  3n

Solution 21 : I

1°/a) A =41+ cos2t)2 —8(1+cos2¢) = 4(1+cos2t)(1 +cos2t —2)
= 4(cos” 2t — 1)=—4sin’ 2t = (2isin2¢)’

. 2((1+cos2t)+2isin2¢ .
d’ou z' = 3 =1+cos2t+isin2t
z" =1+cos2t —isin2t
1 xl

Vite JO,EL ona: sin2¢>0 d’ou z, =1 +cos2t +isin2¢
et z, =1+cos2¢ —isin2t.

b) z, =1+ cos2t+isin2f =1+ (2cos’ f —1)+i2sint cost

1zl
=2cost(cost +isint). Or Vi e JO’E'. : cost>0d'ouz =[2cost,/]
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_9
2°/ a) aff OM, =z,, —z, =1+C0s2t +isin2!
— .
aff AM=z,,—z, =1+¢e" —1=cost+isint
— -
b)aff OM, =1+cos2t +isin2t = 2cost(cost +isint) =2cost - gff AM
— -
d’ou aff OM, =2cost- AM d’ou (OM,)//(AM).

Solution 22 :

1°/ a) z, étant une solution imaginaire pure donc z; = yioty € R
F)=F ) ==yi=2=V3+0)y" +4i(1=i3)y+8i
f(z) =—iy" +23y° =2y i+ diy +43y + 8i
=243y +43y) +i(=y” — 2y  +4y +8)
23" +43y=0 (1)
f(z7)=0< , s
—y =2y +4y+8=0 (2)
() =243(3" +2y)=0 y=0 ou y=-2
y =0 ne vérifie pas (2) ; y=-2 vérifie (2)
Conclusion : zy=-2i
b) VzeC ona: f(z)=(z+2i)(z" +bz+4)
=2 4 bz? 4424202 +2ibz +8i
=20+ (b+2i)z° +(4+2ib)z +8i
{b+2i = 2(=v3 +1) {b - 243
=N b=-23
4+2ib=4(1-i3)  |2ib=-4i3
Conclusion : f(z)=(z+ 21‘)(22 —243z+4)
F()=0oz==2i (¥ ou 2 243z+4=0 (*%)
(%) : 22 -23z+4=0(z=3)" +1=0

& (z—«/g)2 =i
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z—3=iouz-3==i
z=+3+i ou z=\/§—i
Onposealors z; =v3-i ; =z, =3 +i

2°/a)zl=«/§—i ; :2=\/§+i

(0* MI = M= MZ
b) OMM | M, est un [osange si et seulement si : Jet

(OM ) L(MM,)

Zn+Z 7
. =D “M Z
Soit /=0«M ona:zj=——+=

2 2
Iyt cv0’z (l+o’
J=M+M,ona:z, = MMy = ( )
- ' 2 2 2
2
, (1 3) I3 3 1 43
Ona:1+w‘=l+L—+i J =lt——— i =— i
2 4 4 2 2 2

< 2 .
d’ol 1+o” =w etparsuite: z, =z,

d’ot O* M, = M* M,

> > (ZM _ZM\
(OM, , MM,) = argtz——J(ﬂ)
M, " %0
(wzz—z\ (a)z—l\
Eargt . J(ﬁ)zargt - J(zﬁ)
( 3V .
5 Ll+lf ~1 l—i+i[3”—]
or C()H—l_ 2 2 _4 4 2
0 [SVE R 1 \/3
—+i — i
2 2 2
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3+i3 —3(=i+43)

C1+i3 i3 -1)
Conclusion :(OM,)L(MM,)
OMM, M, est un losange.

J3i d’ou arg{ww JE Q)

Solution 23 :

1°/ MM, M, est un triangle équilatéral si :

WA

‘B(M],g)(Mz)=M3 SMM;=MM; et (MM, , MM,) =

T

(H: ‘.R(Ml,-ii)(Mz)z M3®(23—:1):e§(22—zl)
3

& i T 1 N3

3 . . X
ore” =cos—+isin—=—+i—=—j=~
3 3 2 2 /=

d’ou (z3—z|)=—j2(z2 —z)) &3 -7 +j222—jzzI =0
<:>‘(]+j2)-"| +jzzz+z3 =0 or 1+j+j2 =0 d’ou —(1+j2)=j
d’ou jz, +j2z2 +2, =0 j(z,+ 7, +jzz3):0 Carj3 =1

d’ou z|+jz2+j2z3=0

T

2): W(Ml,%)(M3)= M,oz,—z=¢ 3 (z3-2))

oz, -z =—j2(z3—z])<:>jzz, +z,-2,—fz3=0
S—jz — =z, —j223 =0 (g +j222 +jz;)=0 &z +j222 +jz;=0
2°/ a) Soit P(z)zz3 —(l+a+ia)z2 +a(l+i+ia)z—ia2
P()=1-(+a+ia)+a(l+i+ia)~ia’
=l-l-a-ia+a+ia+ia’ —ia’ =0
b) P(z) = (z-1)(z* +bz +ia®) =z +b’ +ia'z—z" —bz—id’

= +(b- 1)z’ +z(ia” —b)—ia® d°00 b-l=—I—a-ia

b=-a-ia



Nombres complexes e44 » 4 Maths

P(z)=0oz=1 ou (*) z' —a(l+i)z+ia’ =0
Résolution de (*) : A = az(l +i)2 - dig” = az(—2i) = az(l —i)2

a(l+iy—a(l-i) )
- _=ual et zZ

2 2

. . a(l+i)+a(l-1i)
d’oti z' = S ST
Se = {l, ai, a}
c) ABC est un triangle équilatéral si et seulement si :
. 2 2 .

Zy+jig+jze=00uz, +jz5+ jz,. =0

-1
J+7)

-1
JA+1p)
Les différentes valeurs possibles de a répondant a la question posée

-1 -1 '

Gy o i)

ZA+sz+jzz(,=0<:>]+iaj+aj2:0<:>a(j2+ij)=—1 Sa=

ZA+jzzB+jz(-=OC>1+j2ai+aj=0®a(j+ij2)=—l <a=

sont :

Solution 24 : -

1°/a) Soit z, =yi ot ye Rz est une racine de E si
-7 i -2(1-1) y* +(1+ m® -4i)yi -2i(1+m>) = 0
o -y i-2y? +2y% i H(1+ m? yi +4y -2i(1+m*) =0
-2y +Hy H(y' +2y" +y(1+m?) - 2(1+m’) 1= 0
2y(2-y)=0 ey
9 0 2 e 2 2
-y A2y vl mT) - 2(I+mT) =0 (2)

(1) s’écrit : y=0ouy =2 ory =0 ne vérifie pas (2)
y = 2 vérifie I’équation (2)
Conclusion : z; = 2i
b) (E) s’écrit : (z - 21) (az> +bz +¢ ) =0
&az’ + (b-2ai) 22+ (c-2ib) z -2ic =0 donc on a :
a=1
b 2ai = 2(1-1)
c—2ib=1+m’-4i
~2ic = -2i(1 + m?)
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d’ou : a=1,b=2et c= 1+m’

(E) s’écrit : (z - 21)( 2422 +1+m?*) =0 < z=2iouz +2z +1+m? = 0 (¥)

A =4 -4(1+m*)=(2im)*> d’ol Z=-1-im et 2" =-1+im

2°/a) Soit 1= A*B et J =M *M"

_zytzy _20-2-2i

2 2

~1-im-1+im

zj= ———————— =1

2
doncona:A*B= M'*M" par suite AM'BM" est un parallélogramme

-1

Z

- -
b) AM'BM" est un rectangle si AM.AM"=0
ona: z ., =-l1-im-2i=-1-(m+2)i
AM'

z , =-1+im-2i=-1 +(m-2)i
AM"

- -1 - -1
ona: AM' ( ) AM" ( J
-m-2 m-2

dot: IHm-2)(-m-2)=0 < 1+4-m*=0 & m=+5 oum=-+5

Solution 25 :

1°/ M est un point invariant par f < f{(M)=M < 7'=z <

Z—a ]
-z o 7z=7a < 77-2z+a=0.

z-1
2°0a)z" -2z + 1 +e=0 o (1)Y= &)
oz=1+ie%ouz=1-ie®
Sc={1+ie?, 1-ie”}

(5+9)

b)Soitz = 1+ie®=1-¢ 2 Onpose a=%40

.o .m0
. o iz . 0 m. =+2)
Onaalors : ' = 1+€° =20055e 2 d'ou Zz =2cos (5+Z)e 42

Ona Z£<9<3—ﬂ ::>£< 9‘+£<TC :)COS(-6—+E)<0
2 2 2 2 4 2 4
. 5t ©
N (—+—-)
D'ou z'=—2cos(£+9)el T
4 2

C’est la forme trigonométrique de z' :-2cos
. R
) . i) 8.
Soitz'=1-ie?=l+e 2 e%=1+" ou =6 - _725
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B i 0 m iGD

Z"=2cos—e 2 =2¢c0os(=——)e 2 4
2 2 4

Ona:l<p<® o< & 2.2 3005(9_£)>0
2 2 2 4 2

D'ou z"=2cos (g - g) (c s(—;.— - %) + 1sm(~ - —)) est la forme

trigonométrique.
AN AN

- > - —>
3%a) (u,BM)+(u,BM") = arg(z-1)+arg(z-1) [2n ]
=zarg[(z-1).(z-1)] [2n] =arg(2) [2n]50[2n]

A N A N /\ _) /\
(BM BA) (BA BM) = (BM u)+(u BA) (B4, u)- (u BM) [27]
- /\’—) - /\—é
or (u,BM") = -(u,BM) [27]
A A A
—> -  —> - —>
d'od = (BM, BA)— (BA,BM)  =2(u,BA) 2n]=0[2n]
->
Car u et BA sont colinéaires et de sens opposés.
- /\—) - A—)
dou  (BM,BA) = (BA,BM") [2n]
donc [BA) est une bissectrice de (BT\/I, BNI:/I')
z+1 z+1
b) Z' est imaginaire pur < I=-7 & ——1=— P
—_ zZ—

< (z+D)z-D=01+2).(-2)

= 122’—2+z~1=l—2+z~l22' o |22

:1<:>[zf:1

¢) SoitM e C \{B} ou C :lecercle trigonométrique
Ona:OM=1 et M# B donc |z]= 1 d'ou z' est un nombre imaginaire
%
douM' e (O, v ).
- -
D'autre part on a : [BA) est une bissectrice de (BM,BM")
Donc : Sipay (BM) =(BM')  d'oli: M' € S;pa) (BM)
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D'ou la construction du point M' :

Solution 26.:

Soit z=x+iy.
[9/4-2-7=0 & z4+Z=4& x=2
d’ou I’ensemble des points M (z) tels que 4—z—Z =0 est la droite A .

42
27X 7Y done z'eR.
4 -2x

2°/a)Ona: z'=
b) z'=k <> 4-x* —y® =4k -2kx avec x#2 &

x? =2ke+y* +4k-4=0 avec x=2 < (*) (x—k)? +y* =(k-2)? avec

x#2.

Si x=2 (*) nous donne (2—-k)*+y> =(k-2)> d’ou y=0

donc T est le cercle de centre 1 (k,0) et de rayon |k -2 privé du point

A(2,0)
4754z +7° +zf)

, 4-zZ
3°/a)0]z—z)=’4_2_2—z= .
@2 zof (-2 )2
Cla-z-z [4-2x] [4-24]
.|Z,_2|=‘ 4—25—_2l=l—4—z.7+22_+25'=‘4x—x2—y2—4‘
4-z-% 4—z-Z 4-2x l
2 2
_ =2 y7 doit |7 z| =] -2

|4-2x|
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b)Ona:|z-z|=MM' et |z-2|=AM' ord’aprés3°/a)ona:
|z-z|=|2-2| donc AM'=MM' d’oi M' appartient & la médiatrice de
[AM]. Or d’aprés 2°/ a) :'eB d’ou M'e ’axe des abscisses.
Conclusion : M' est le point d’intersection de la médiatrice de [AM]

avec ’axe des abscisses.

4°/

Ona: AM'=M'M car M'appartient & la médiatrice de [AM].

D’autre part: Sy A—A

M—->M
M'— M" et comme Sam conserve les distances alors AM'= AM"

et MM'=MM" d’o0 AM"=M"M =M'M = AM' donc AM'MM" est un
losange d’ott (M"M) // (AM') et comme (AM') L D alors (M"M) L D

d’ou M est le projeté orthogonal de M" sur D donc M''"M =d(M",D)



