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EXERCICES

Exercice 1 :

Soit ABCD un carré de sens direct et O son centre
. . T
1°/ Soit ¥ la rotation de centre O et d’angle 5

Déterminer ¥ (A) , r (B)et » (C).

— 1
2°/  Soient I etJ les points tels que 4] = —AB et BJ =ZBC.

F-

a) Montrer que » (1)=1]
b) Montrer que le triangle OlJ est isocéle rectangle

Exercice 2 :

Dans le plan orienté P , on considére un triangle équilatéral ABC tel
que : (A_E,E) 5-721

[27]. On désigne par 7 la rotationl de centre A

Fia _ 2r
et d’angle — et par r, la rotation de centre B et d’angle ? .

Soit M un pointde P .On pose N=r,(M)etM'=r,(N). -
Soit r=1r,°r .
1°/
a) Soit D = S4p) (C) . Déterminer » (D) et » (B) .
b) Montrer que 7 est la symétrie centrale de centre Q=B *D.
c) Montrer que Q=M *M'.
2°/ »
a) Montrer que le triangle AMN est équilatéral .
On suppose que M , N et M' sont alignés .

b) Montrer que (m,m) = 13[—[7[]

I' Exercice 3 : .

Dans le plan orienté , on considére deux points distincts A et B.. On
note R, et Rp les rotations de centres respectifs A et B et d’angle de

4
mesure —.
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Pour tout point M du plan , on note M, et M, les images repectives de
M par Rpet R .
1°/ On considére I’application T = Rg °© R;,' .
a) Construire le point C image de A par T .
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de T
¢) En déduire la nature du quadrilatére M;M,CA .
2°/ On suppose que le point M décrit le cercle 1" de diamétre [AB] .

a) Déterminer et construire I’ensemble I', décrit par le point M,

quand M décrit I
b) Soit ,=A*B et w,=B*C

Comparer les vecteurs w,@, et AC .

¢) Déterminer I’ensemble décrit par le point I milieu de [M;M,]
quand M décrit .

| Exercice 4 :

Le plan est orienté .

Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AC =2AB.

On désigne par K le projeté orthogonal de A sur la droite (BC) et
I’image de K par la symétrie orthogonale S, d’axe (AB) et J I’image
de K par la symétrie orthogonale S, d’axe (AC) .

1°/ Montrer que (BI) L (Al) et que (CJ) L(A)).

2°/ Préciser la nature de la composée S,°S; puis prouver que A est le
milieu de [1J] .

3°/ Montrer que CJ =1J . ( penser a calculer tg @, ot dest une mesure

de I’angle (&Z,CTIZ)

‘Exercice 5 :

Dans le plan orienté, on considére un triangle 4BC de sens direct. On
note 4', B', C' les milieux respectifs des cotés [ BC] ,[CA] et | 4B].

1°/ Construire les points M et N tels que :
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-

/4
MA = MC et (MA, MC)E;(27[)

- N >

NA= NA et (NB, NA) E%(Zﬂ')
2°/ a)Démontrer que MB' = A'C’ et que NC' = A'B'.
b) En déduire qu’il existe une rotation unique r telle que :
rH(M)=A4"et r(B)=C".
Déterminer ’angle de 7.
3°/ a) Démontrer que (A= N
b) Quelle est la nature de 1’application ¥ or?
En déduire le centre de 7.

¢) Quelle est la nature du triangle MA'N?

| Exercice 6 : J

On consideére dans le plan orienté , un triangle isocéle tel que

A

- " - Vi3
(AB,AC)E;(Z?I)

/4
On désigne par r la rotation de centre 4 et d’angle ; ettla

translation de vecteur ;B.

1°/ Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de
rotettor.

2°/ Soit M un point du plan

onpose M, =rot(M) et M, =tor(M)

Quelle est la nature du quadrilatére BCM, M,?

| Exercice 7

Soit ABC un triangle quelconque de sens direct .
On construit a ’extérieur de ce triangle les triangles ARB, BPC et

CQA isoceles rectangles respectivement en R, P et Q.
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1°/ a) Soit I = A*B et r, = r(P,%); ry = r(Q,%)
Montrer que r, o1, =5,
b) En déduire que /PQ est un triangle rectangle isocéle.
2°/ Soit J = AxC et K= B*C on pose ry = z(R,g)
-a) Démontrer que 7, or, =S, 3 rporp =S,

b) En déduire que KOR et JPR sont des triangles rectangles isocéles.

3°/ Démontrer que les droites (OB) ; (RC) et (AP) sont concourantes.

l Exercice 8 : l

Dans le plan orienté, ABC désigne un triangle isoc¢le de sommet

-~ >

4
principal 4 et vérifiant (48, AC) = ~2— 2r).
Soit 7 le point d’intersection des bissectrices intérieures du triangle ABC.
P4 z
Onnote R, = E(A,;) ; R.=R(C, Z)

1°/ a) Construire le point 4" image de A4 par la rotation R,..

b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de R, o R,.
¢) montrer que /A4’ = IA4 et que (J4")/ /(AB) |

2°/ La droite (CI) coupe (4B) en E, les droites (4'E) et (BI) se '
coupent en K, on désigne par :

1
k.. : I’homothétie de centre C et de rapport —

J2

h, : L’homothétie de centre K et de rapport —/2

a) Déterminer A.(B) , h.(E) en déduire que BE = 214

b) Déterminer Ay o h,.(B)
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3°/ Donner la nature de k. o & et ses éléments caractéristiques. En

déduire que C, K, M sont alignés oit M = ExB.

Exercice 9 :

Dans le plan orienté , on considére un triangle ABC de sens direct. On
construit & extérieur de ce triangle les carrés ABDE et ACFG, ainsi
que le parallélogramme AGKE.

On désigne par M = B+C et H le projeté orthogonal de A sur (BC).
1°/ a) Montrer qu’il existe un déplacement fdont on déterminera ses
éléments caractéristiques transformant le triangle 4BC en le triangle
GKA.

b) Montrer que les points H, 4, K sont alignés.

¢) Montrer que les droites (AM) et (EG) sont perpendiculaires.

2°/ a) Montrer que FB=CK

> " >
b) Donner une mesure de I’angle (FB, CK)
3°/ a) Montrer qu’il existe un déplacement g qui transforme le triangle
ABC en le triangle EAK dont on déterminera ses éléments

caractéristiques.

- N >

b) Prouver que DC = BK et donner une mesure de I’angle (DC, BK)
4°/ Montrer que les droites (4K), (BF) et (CD) sont concourantes.

| Exercice 10 :

OAB un triangle isocele de sens direct tel que 04 = AB et P un point
du segment [4B] distinct, de 4 et de B.

La paralléle & (OB) passant par P coupe (O4) en A'.

La parall¢le a (OA4) passant par P coupe (OB) en B'.

1°/ Justifier I’existence d’une rotation r tels que »(O) = Betr(A4)=0.
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2°/ Déterminer r(A4') et le centre Q de la rotation .

3°/ Démontrer que O, 4', B, Q sont cocycliques.

I Exercice 11 ;-

On donne dans le plan () un triangle isocele OO'A avec

- " >

(40, 40’ E%(zﬂ).

Les cercles (@) et (¢') passant par 4 et de centres respectifs O et O’ se
recoupent en B.

Atout point M de (¢), on associe le point M'de (£') tel qu’une
mesure de (07&//? O’_/\>/[’) = —% Q2r).

1°/ Montrer qu’il existe une rotation r, que I’on caractérisera,
transformant Oen O' et Men M’.

2°/ M # B, les droites (BM) et (BM') recoupent respectivement
(@)en N’ et (€)en N. Montrer que »(N)= N'.

LExercice'll s

Dans le plan orienté, on considere un triangle ABC tel que:

- N r

(AB,AC)E*;(Z%) et AB< AC.

On désigne par ¢ le cercle circonscrit au triangle ABC et O son
centre. Soit £ le milieu du segment [BC] et P le point de [AC] tel que
AB=CP.

La droite (OF) coupe ¢ en I et J, tels que J et A soient sur le méme
arc[BC] du cercle (@).

1°/ a) Faire une figure.
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b) Trouver I’ensemble des points M du plan tels que :

A

—> 4
(MB,MC)=—(2rx).
3

¢) Trouver I’ensemble des points M du plan tel que :

A
- - T

(MB, MC)=—(27) et MB< MC.
J

2°/ a) Justifier qu’il existe une unique rotation R telle que

R(A4) = P et R(B) = C. Déterminer son angle.

b) Démontrer que le centre de R est un point de ¢ que I’on précisera.
¢) Quelle est la nature du triangle JAP?

3°/ Déterminer 1’image de B par la composée Ro S, ou S, désigne la
symétrie de centre B.

Donner la nature et les éléments caractéristiques de cette composée.

Exercice 13 :

Soient 4, B, C trois points non alignés tel que le triangle ABC soit
rectangle en 4 de sens direct. On désigne par S ) , S 4 €t Sy les
symétries orthogonales d’axes respectifs (4B) , (BC) et (CA) et par f
Papplication S 5.y 0S4y © S sy -

1°/ Montrer que fest un antidéplacement.

2°/ Montrer que fest une symétrie glissante .

3°/ Donner la forme réduite de f.

Exercice 14 |

Soit ABCD un carré de sens direct et de centre O . Soit

/ Pantidéplacement qui transforme Aen DetDen C.

1°/ Montrer que f est une symétrie glissante .

2°/Soit E=f (C)
a) Montrer que DEC est un triangle isocele rectangle en C .
b) Construire le point E .
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¢) Déterminer et construire I'image du point B par f
3°/ Déterminer la forme réduite de f .
4°/ Déterminer et caractériser I’application 7 ° Sap .

Exercice 15 :

Soit I’équation (E) : ' — ( 2 — 4i) Z2-(9-100)z+18+6i=0.
1/
a) Vérifier que 3 est une racine de (E) .
b) En déduire les deux autres solutions z; et z, . ( z; étant la
racine ayant une partie réelle positive) .

2°/ Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (6[,;)

A, B et C trois points d’affixes respectives 3 , z, et z, .
a) Montrer que OABC est un paarllélogramme
b) Montrer qu’il existe un déplacement f et un antidéplacement
g transformant Oenbet Aen C .

3°/ Donner la nature et les éélments caractéristiques de 1 .

4°/ Soit S la symétrie orthogonale d’axe (OA) .

Monterque g=f °S.

Exercice 16 :

Le plan est rapporté & un repere orthonormé (6 , i, ]T).

Soit » I'application de P — P qui atout point m ( x, y) associe M’(
X', y)

'

X
tel que : { '
y =X

1°/ Montrer que 7 est une rotataion dont on précisera son centre A et
un mesure de son angle

2°/ Montrer que le ‘Eiangle AMM' est rectangle isocéle .

3%/ Soit f = r°S, ou Aest ladroite d’équation x =0 .

Montrer que f est une symétrie glissante dont on précisera les -
éléments caractéristiques .
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Fxercice 17 :

Dans la figure ci-contre , ABCD est un paraliélogramme de centre
w et les triangles ABO, , BCO, , CDO; et DAQ, sont des triangles
isoceles de sommets principaux respectifs O, , O, , O; et Oy . On

suppose que le plan est orienté et que (O?,(TZ?) = %[27?] .

. . T
On désigne par R, , Ry, R; et R, les rotations d’angle »2- et de centres

respectifs Oy, Oy, Oz et Oy .

1°/ a)Déterminer ( R,° R)) (A), (R;° Ry) (B) et (R4°R3) (C)
b)Montrer que les applications ( Ry° R), (R;° Ry) et (R4°R;) sont
toutes les trois égales a une méme application que 1’on déterminera
et que I’on désignera par f .

2°/ a) Montrer que R3(R»(0))) = Ry(O)) et déterminer f (O,).
b) Montrer que f (O,) =0, .
¢) Quelle est la nature du quadrilatére O,0,0;04 ?

3°/ Soit Ala médiatrice du segment [AB] et .S, la symétrie

orthogonale d’axe A. On pose

g= RZOSA .

4°/ a)Détermine g(A) et g(O))
b)Montrer que g n’est pas une symétrie axiale et en déduire la
nature de g .

¢) Construire le point @'= g(® ) . Déterminer les éléments
caractéristiques de g .

O1

AN

w

K=

0s

Os

02
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| Exercice 18:

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (0,7, j) on

définit I’application f qui a tout point M d’affixe z associe le point M’

2r
s
d’affixe z/=—e 3 z+i

1°/ Montrer que f est une rotation dont on précisera le centre Q
et I’angle. ’
2°/ Soit la suite des points (M,), .y définie par :

My=0 et VaeN: M, =f(M,)

Fid
6

a) Soit z, I’affixe du point M, et Z, =z, ~ e,
Montrer qu’il existe un unique nombre complexe a tel que

VneN:Z, =aZ,.

b) Trouver I’ensemble des entiers naturels p tel que a” =1

¢) Calculer z, en fonction de n. Que vaut z,,,, ?

 Exercice 19

Le plan 2 est rapport€ 4 un repére orthonormé (o,7, ).

Soit ABCD un quadrilatére convexe de sens indirect g, b, ¢, d les
affixes respectives des points 4, B, C, D. On construit & I’extérieur du
quadrilatére les triangles M, 4B, M,BC ; M,CD et M,ADrectangles
isocéles respectivement en M, M,, My, M, .

1°/ Déterminer en fonction de a, b, ¢, d les afﬁXes des points
My, My, My, M, .

2°/ a) Démontrer que (M, M;)L(M, M,)

b) Démontrer que M, My =M, M,.
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Fxercice 20 :

Soit ABC un triangle. a, b, ¢ les affixes respectives des points 4, B, C.

1°/ Montrer que ABC est un triangle équilatéral de sens direct si

¢t seulement si (c—a)=e * (b-a).

2°/ Montrer que ABC est un triangle équilatéral de sens indirect si

et seulement si (c—a) = e_l?’(b— a)
3°/ Montrer que ABC est un triangle équilatéral si et seulement si

2 2 2
a +b +c =ab+ac+bc

rExercice 21

Soit un triangle ABC quelconque , M =B * C . les triangles de ce
sens direct BAB' et CAC' sont rectangles et isoceles de sommet A . le
plan est rapporté & un repére orthonormé direct d’origine A dans
lequel B et C ont pour affixes respectives b et c .

3°/ Déterminer les affixes m, b' et ¢' des points M , B'et C' .

4°/ Démontrer que (AM) L (B'C') et que B'C'=2AM .

ﬁxercice 22:

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (O,i ] ), on

donne les points A et B distincts d’affixes respectives z; et z, . Soient

V3
A' I’image de A par la rotation de centre O et d’angle 5, B' I’image

V4
de B par la rotation de centre O et d’angle -5 .

4°/ Exprimer les affixes z; et z, des points A' et B' en fonction de z; et

Z .
5°/ Quelle est I’affixe du milieu I de [A'B'] ?

6°/ Déterminer ’affixe du point H défini par : OH =A4B .
7°/ En déduire que la médiatrice (OI) du triangle OA'B' est une

1
hauteur du triangle OAB et que Ol = 5 AB.
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- Exercice 23 :

Dans le plan P orienté , rapporté au repere orthonormé direct

(0,1' . ] ) , on considere les points distincts A , B et C d’affixes

respectives a,bet—b.

1°/ Donner une condition nécessaire et suffisante vérifiée paraetb
pour les points A , B et C soient alignés .

On suppose dans la suite que les points A , B et C ne sont pas alignés

et que (E,Zg) est de sens direct

2°/ Sur les droites (AB) et (AC) , a ’extérieur du triangle ABC , on
construit les carrés AFGB et ACDE et le paraliélogramme AEHF

de facon que (ﬁ,ﬁ) et(ﬁ,ﬁ) soient de sens direct .

a) En considérant la rotation de centre A qui transforme Cen E ,
montrer que I’affixe e du point Eeste=—ib+a(1-i) .
b) Calculer les affixes f , h et d des points F, H et D en fonction
deaeth.
3°/  En déduire que :
a) FE =20A et que (OA) L (EF)
b) BD = CH et que (BD) L (CH)
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- SOLUTIONS

Solution 1

J

1°/Ona:OA = OB et (()7,5§)E%[2n] donc r(4)=B

Ona:OB=0C et (O—B,(T)E%[Zﬂ] donc r(B)=C

Ona: OC=0D et (OC,0D) Eg—[zn] donc 7(C)=D
2°/
a) Ona: ﬁ:%ﬁc>4/—47=ﬁ+1§=5<:> I est le barycentre
du systéme { (A,3); (B, 1)} donc (I) est le barycentre de

{(B,3);(C,D}car r(4)=Bet r(B)=C (larotation conserve

les barycentres).
D’autre parton a:

JB—J=%R"®4§j=I3—J+J?c>3E+f:5<:>Jest le

barycentre du systéeme { (B ,3): (C, 1)}
Conclusion : #(I)=1J ( car un systéme de deux points admet un seul

barycentre ) .
b) Ona: r(/)=1Jet r(0)=0donc Ol =0l et (@.,6755%[2”]

donc OlJ est un triangle isocele rectangle en O .

[Solution 2: |

1°/
a) Ona: ADBC est un losange .
r(D)=r, o (D)

Ona: r(D)=BcarAD=ABet (ﬁ)zg—pﬁ]
3

r,(B)=Bdonc r(D)= r° n(D)=r,(B)=B.
r(B)=r"° rn(B)=rn(B))
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Or r,(B) =Ccar AB=ACet (ﬁ,ﬁ)zgpﬂ]

Donc r(B) =r,(C) = Acar BC=BAet (ﬁ)zgpﬂ]

Donc r(B)=A
b) 7 estla composé de deux déplacements donc 7 est un déplacement .
Soit & une mesure de son angle .

2
= % + ——3?—[272'] 7[27] donc r est uen symétrie centrale .

Comme (D) =Balorslecentrede » estB* D= Q)
Conclusion: r= 8,
c) Ona: r(M)=rn(M)=r,(N)=M"donc Q =M*M'".
2°/
a) Ona:r(4)=A et r(M)=Ndonc AM = AN et

(AM AN ) [277]
Donc AMN est un tnangle équilatéral .
by (MO, MA) = (MO, M Q)+ (M 'O, MA)x]
Or (M) =7{27] car Q=M * M'donc
(M Q.M Q) =0[7]

Dol (M O, MA) = (M 'Q,MA)[x] = (MN ,MA)[x] car Q
M', N et M sont alignés .

D’ou (M Q MA) = —[7[] car AMN est un triangle équilatéral de

sens direct .

I Solution 3:

1°/

a) T(A)=RB°R;'(A)=RB(A)=C = R(B, %)(A)=C

b) T estla composé de deux déplacement don cT est un déplacement .
Soit & une mesure de son angle .
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T V4
Ona:a=—+(-—)27n]=0[27]
2 ( > y[27]
Donc T est une translation qui transforme A en C donec T =1~
¢) Ona:RyM)=M, doncR; (M;)=M d’ou
T(M}) =R (R (M) =Rs(M) =M, d’ott M M, = AC et par
suite M;M,CA est un parallélogramme .
2°/ a) Ona M, =Rp(M) .
Lorsque M décrit le cercle I' , de diameétre [AB] alors M, décrit le
cercle I', image de I" par Ry . I, est le cercle de diametre [A'B']

ol A' = Rg(A) et B' = Rg(B)
or Rg(A)=CetRg(B)=B
conclusion : 1", est le cercle de diametre [BC] .

b) Dans le triangle ABCona: w,=A*Bet ®,=B*C

1 — -
D’otl @, = EA C (d’apres le théoréme des milieux )

¢) Ona: =M, * M, donc ]MzzéMle

Oor MM, = AC (d’aprés 1°/¢) ) d’ou M,I = %IR =W, 0,

Et par suite I est I’image de M, par la translation de vecteur @, .
D’autre part : M, décrit le cercle I', de diamétre [BC]or @, =B *C
donc @, est le centre de I, .

Et comme /- (®,) = o, alors | décrit le cercle de centre @, et de
28 -

méme rayon que I, .
I"et I', ont le méme rayon donc [ décrit le cercle de diametre [AB] .

Conclusion : I décrit le cercle 1.

I Solution 4:

1°/ Siap) transforme le triangle AKB en AIB or

AKB est un triangle rectangle en K et Siap) (K) =1
alors AIB est un triangle rectangle en I .
d’ou (Al) L(BI).
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ona:Suan: A —A

K —lJ

C—->C
AKC étant un triangle rectangle en K et Sixc) conserve I’orthogonalité
alors le triangle AJC est rectangle en J d’ou (CJ) L (A)).

2°/S; ° Sy est la composé de deux symétries orthogonales dont les axes
sont sécants en A d’ou S,°S; est une rotation de centre A .
Soit & une mesure de son angle .

ona: a=2(AB,ACY[2r] =x[2x]
donc S,°S; est une asymptote centrale de cantre A .
SZOS|(])=Sz[S](I)]:Sz(K)ZJ 01’82081 =SAd’OﬂA:[*J.
3°/ona: tgf= 4B _1 ettgd = AR et par suite 2AK = CK
AC 2 CK
d’autre part : [J =2Al car A=1%*]
= 2AK car la symétrie Siap) conserve les distances .
d’ou IJ =CK . Or CK=CJ ( car la symétrie d’axe (AC) conserve les
distances) d’ou J =CJ .

Solution 5 :

J

1/
M4 = MC
- "~ T S Me DNE
(MA,MC)E—2—(27I)

ou D est la médiatrice de [AC] et @ I’arc du cercle de diamétre [AC]

ne contenant pas B, privé de 4 et C. D’ou la construction.
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NA= NB
- N T S MeDnE'
(NB,NA)E,é;(Zﬂ)

ou D' =med[ AB] et @ : I’arc du cercle de diametre [4B] ne contenant
pas C, privé de 4 et B, d’ou la construction
2°/a)Ona: A'= B+C et C' = A* B donc d’apres Thales :

AC AC . A
A'C'=— or — = B'M car M est un point du cercle de diamétre
2 .

2
[ACT dou A'C'= B'M

AB
demémeona: A'=C*BetB'=CxAdonc A'B' = —2—

AB
or 7 =C'Nd'ouA'B'=C'N

b)Ona: 4'C' = B'M donc il existe un unique déplacement qui

- N >

transforme Men A4’ et B en C' et comme (A'C', BM)=0(x) donc ce

déplacement est une rotation . L’angle de r est

- N -

0/0=(BM,C'A)2r)
bd b d .
or C'A' = AB' (théoréme des milieux)

- " >

d’o  =(B'M, AB)(27)

T
0=-—Q~2nr)
2

. L T
éwc&mm : 7 est une rotation d’angle -5

- N o

3°/a)Ona: A'B'=C'N et (AB,C'N)#0(r)
donc il existe une unique rotation r' telle que :

P(A"y=Netr'(B)=C".
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-> N >

’angle de r'est @'tel que 8'=(A'B', NC') (2r)
= e d e
or A'B'= CA (théoréme des milieux)

n
g - /4

=0'=(C'4,NC")(2r) = - Q)

. T .
donc r' est la rotation d’angle = et puisque r'(B")y=C"
alors r'=r do0 r(A)=N.
. T . s
b) r est une rotation d’angle —; donc r o r est une rotation d’angle

7 =ror estune symétrie centrale S, cherchons son centre I

ona:ror(M)=r(A)=N=58,(M)=N[=M*N
Concludion: ror=5s, on 1= MxN
Soit Q le centrede », on a :

VA V4
r(Q,—;)or(Q,—;):r(Q,;r)=S, dotl Q=7

donc le centre de ¥ est / = M* N
A'M=AN
¢)Ona:r(A)=Netr(M)=4"=y - » - r
t(A’M,A’N)E—;(Zﬁ)

donc le triangle MA'N est isocele rectangle en 4'.

1°/* r ot est la composée d’une rotation et d’une translation donc
) H ) 4 A
c’est une rotation d’angle — (méme angle que r).
2

Déterminons son centre Q.
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Ona:rot(A)y=r(B)=C
JQA:QC

>t s g d’oll QAC est un tirangle isocele rectangle en
[(QA ,Q0) = ; 27)

Qet de sens direct.
. V4
* tor est une rotation d’angle 5 et de centre &'

ona: ter(A)=t(A4)=B d'ol YAB estun triangle isocele rectangle
en &' et de sens direct. (Y = B*C)

2°/ My=rot(M) ; My=tor(M)

Soitrot=f 5 tor=g

ona: M, =f(M) et My=g(M)dou

My=go (M) car £~ (M)=M

. . g
orgof =R(Q,;)°R(Q,—;)= i

u

/4 T
Car—+—--—50(27[)
2 2
-1 b d -
or T,(C)=go f (C)=g(A)=B d’ou u=CB

r —> -
My=gof (M)=M,=T,(M))=> MM, =C

d’olt BCM| M, est un parallélogramme.

I Solution 7 :

° /2 T
1°/ a) Ip oty :R(P’;)OR(Q’;)
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T 7
ona: —+—=7x2rn)
2 2

d’oli r,, or, est une symétrie centrale de centre
deplusana: ryor,(4)=r,(C)=B d'ou S,(4)=B et par $uite
w=A*B=1

deﬂ: rp oty =S

b) ¥p o ’}_)(Q) = S] (9]
r,(Q)=5,(0) onnote 0'=5,(0)

¢

PQ = PO’
d’oll r,(Q) = Q' et par suite et

- " - T
(PO, PQ") E;(Zﬂ)
d’ott PQQ’ est un triangle isocele rectangle en P.
or / = 0+ d’ou IPQ est un triangle isocéle en /.
2°/a) * r,or, =R(Q, i[«)o R(R, l) ona: £+£ =x Q2r)
= 2 2 2 2
d’ou ¥y © F est une symétrie centrale de centre o'

or ryor(B)=ry(4)=Cd’ou S, (B) =C et par suite o' = B+C
Conclusion : ryxr, =5,

« T y/a . /4 /4
retrp = RR)OR(P. ) ona: =+ == (27)

d’ot r, o r,, est une symétrie centrale de centre »” or
rrorp(C)=r,(B)=4 dod 0"=C*4

porp =5,
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b)Ona: r,or, =S, d’ott KOR est un triangle isocele rectangle en K

(méme raisonnement que dans 1°/ -b).

rp or, =S, = JPR est un triangle isocele rectangle en J.

3°/ona: R(I,%)(P)=Q

RUL,Z) (4) =R

bl 2 -
donc (AP)L(QR)

T V4
ona: R(J,;)(R)= P R(J,;)(C)=Q
donc (RC)L(PQ)

T T

ona: RK,)(@=R  RK.2)(B)=P donc (OB)L(RP)

(4P); (RC) et (OB) sont les hauteurs du triangle POR et par suite
(AP), (RC) et (OB) sont concourantes. leur point d’intersection est
’orthocentre du triangle POR.

Solution 8 :

1°/ a)

CA=CA’
R.(A)= A" &et

- " >

T
(C4,CAN = Z(27r)
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d’ou la construction du point. 4" {A4'} = @(C, CA)n[CB)

b) R.oR, =Sy S © Sicay © Sean

car
(CHN(CA)={C} ; (CAYN(AI ={4}
2(6—’j4AC_’>l)——(27z) : Z(EIA;C)_—(ZH)

. 3r
d’ou R oR =Sy 0S4y = R(lﬁj)
cjona: R.oR,(I)=1 R.oR(A)=A' d’ot 14 =14

[N A

(1A', AB) = (IA', 1A)+([A AB) (7)

A

or (/4, 1A)——(27r) car R(, ——)(A) !

- " - " > 3

/4 7T
(IA,AB)= (Al ,AB)+ 1 @r)=-"rm@r)=" ()

- " >

d>ob (14", AB) =0 ()
Counclusion : (147 ] /(AB)

2° a)ona: (I4)//(EB) (A'BYN(EDN ={C}

d’ou il existe une unique homothétie # de centre C transformant E en /

A" CA" CA 1
et Ben A sonrapportest k=—=—=—=—
EB CB CB 2

1
d’ou h=h(C,—=)=h, etparsuite h,(B)=A"eth.(E)=1 d’ol
V2
— | -
A'l =—=BE
V2

— -
Conclusion . BE - 2 14'
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b) hy o (BY=h,(A) = E
KE KB EB
car ﬁ = ﬁ = 7,_; = -2 (théoréme de Thalés)
3%/ h, oh,. estla composée de deux homothétie dont le produit des
rapport est —1. donc A, o . est une symétrie centrale et comme
hy o h.(B)=E alors Ay oh,. estune symétrie centrale de centre B * E =
M
heoh. =Sy = hyoh.(C)=Sy(C)
= h (C)=Su (C) soit C’= Sy (C)
KC'=-\2KC = Ke (CC" or(CCy=MC)d’ou K € (MC)

Conclusion : K,M,C sont alignés

1°/ a)
* 4B =GK alors il existe un unique déplacement ftel que:

f(A=G; f(B)=K

- " - N >

(AB,GK)=(AB, AE) Q1) = -% (2r)

T VA
fest un déplacement d’angle Yy donc fune rotation d’angle ——.
2
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* AC =G4 alors il existe un unique déplacement f; tel que

- N>

Fi(A) =G et £,(C) =4 (AC,GA)E—%(ZH)

. V4
/, est une rotation d’angle ——
2

/et f, sont deux rotations de méme angle et vérifiant

f(A)=fi(4) =G dou f =7
&w&w&m : il existe un unique déplacement ftransformant 4 en
G;BenKetCenA

. T
fest la rotation d’angle —; et de centre 2.

QA =0QG
= Q est le centre du carré ACFG

QC=0Q4
T
d’olt f = R(Q, -—)
2
B—‘/—>K
b)ona: . d’ou (4AK)L(BC)
!
C——>4

or (AH)L(BC) d’ou (4H) et (4K) sont paralléles d’ou 4, H, K sont

alignés.
Ona: f(4A)=G ; M= BxC
FM)=f(B*f(C)=KxA=P
(AM)L(GP)

or P=K*A=E*G car AGKE est un parallélogramme.
d’ou (GP)=(EG)

Conclusion : (AM)L(EG)
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2°/a) f(B)=K

e
f(F)=C car (QF, QC)———~(27r) et QF =QC
d’ou BF =CK
- N > 7[
b) (FB,CK)=—-— (27z) car fest une rotation d’angle — .

3°/a)ona: EA= AB car (AEDB est un carré) d’ou il existe un unique
déplacement g tel que g(A)=F etg(B)=4

- N = - " >

(AB,EA)=(ED,EA) 27)=— (27[) => g est une rotation d’angle ;

EK = AC alors il existe un unique déplacement g, tel que:
g(A)=E et g(O)=K

- " > - " -

(AC,EK) = (AC, AG) (27z)=——(27r)

. n V4
g et g, sont deux rotations de méme angle B et en plus
g(A) =g (4) dob g=g,
&étd&tdm - il existe un unique déplacement g transformant ABC
en EAK.
; V4 T
g est un déplacement d’angle 5 donc g = R(QY, ;)

or YA=QFE ; QB=0QA dou Q est le centre du carré AEDB.
QD=QB

b :J -> N d’ou = O)=K
Jona [(QD OB )__(2 ) ou g(D)=B or g(C)

{g(m:B srs g
= DC=BK et (DC,BK)=—(2r)
g(C)=K 2
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4°/ ona: (AK)L(BC) d’ou (AK) est la hauteur du triangle (KBC) issue
du point XK.

ona: (FB)1(CK) d’ou (FB) est la hauteur du triangle KBC issue du
point B.

ona: (DC)L(BK) d’ou (DC) est la hauteur du triangle KBC issue du
point C.

&nc&m‘m : (AK), (BF) et (CD) sont les hauteurs du triangle KBC
donc elles sont concourantes au point / orthocentre du triangle KBC.
get g, sont deux rotations de méme angle % et en plus
g(A)=g/(4) don g=g,
éam&«u‘m : il existe un unique déplacement g transformant ABC
en EAK.

/4 V4
g est un déplacement d’angle 5 donc g=R(CY, ;)

or QA=QF ; QB=QA4 dou  est le centre du carré AEDB.

QD=Q'B
byona:y - » > T d’ou g(D)=B
(QD,QB)= B (2r) g
or g(C)=K
g(D)=8B - "o 7
= DC=BK et (DC,BK)=—(2r)
g(C)=K 2

4°/on a: (AK)L(BC) d’ou (4K) est la hauteur du triangle (KBC) issue
du point K.
ona: (FB)L(CK) d’ou (FB) est la hauteur du triangle KBC issue du

point B.
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on a: (DC)L(BK) d’ou (DC) est la hauteur du triangle KBC issue du

point C.
&M&tdéoﬂ : (AK), (BF) et (CD) sont les hauteurs du triangle KBC

donc elles sont concourantes au point 7 orthocentre du triangle KBC.

Solution 10 :

_ﬂ

1°/ On 04 = OB donc il existe un unique déplacement r tel que

HO)=B et r(A)=0

A n

((5:4 , BE) %0 (27) donc r est une rotation d’angle (5:4 , BO).
2°/ona: (OA)/(B'P) et (OB"Y//(A'P) donc (OA'PB') est un
parallélogramme .

ona: OA'=B'P et B'P=B'B car B'PB estun triangle isocele en
B. dou OA"=BB

alors il existe un unique déplacement r, /r,(0) = B etr,(4') = B'

- " > - "~ =

(OA', BBy =(OA , BO) (21)
r et r, sont deux rotations de méme angle et vérifiant r,(0) = r(0)
alors r =, et par suite r(A4") = B’
Soit Q le centre de r.
ona: r(0O)=B=>Q0=Q8B
HA)=0=Q4=00
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donc QO =QB =04 donc Q est le centre du cercle circonscrit au

triangle OAB.

- N > - N >

3°/ona: r(4") = B donc (Q4',QB)= (04, BO) (27)

- "N > - N = - N >

or (O4,B0)=(04',B'0) 21)= (04" ,0B)+ 21)

- " > - N >

d’ol (Q4',QB") = (04’08 + 7 (27)

- " > ” A

et par suite (Q4',QB") = (OA’ OB)(;r)et comme (QA ,QBY #0 ()

alors les quatres points : O, 4, B" et Q sont cocycliques.

Solution 11 :

1°/Ona: OM = O'M' donc il existe un unique déplacement r tel que

- >

rO)=0etr(M)= M et comme (OM ,0O'M') = —% (27) donc 7 est

. /a
une rotation d’angle -

jgo =Q0'
Soit Q lecentrede r. r(0)=0 =y - » >
{(QO , Q0 = -— (2;:)
<> le triangle QOO' est un triangle rectangle isocéle rectangle en Q et

de sens indirect.
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or le seul triangle isocéle rectangle et de sens indirect dont un coté est

[00] est BOO' d'ou Q=B
. . . . T
Conclusion : il existe une seule rotation c’est »(B, —-2—) transformant

OenQO'etMen M'.

- N > - N o N

2/ (BN , BN'y = (M'B , BM) (27) =—(BM , M'B) (27)

= {(37\4?3?4')431\4', M'B)}(zzz)

( 7 e 7[(2
=—(—+ =——
5 7)(2rx) 5 )

BM'N' est un triangle rectangle en B inscrit dans le cercle ¢' donc

[ M'N'] est un diamétre d’ott O'= M's N’

BMN est un triangle rectangle en B inscrit dans le cercle ¢ donc [MN]
est un diamétre de ¢ donc M*N =0

M N =0 = r(My*r(N)=r(0) = M'*r(N)=0O'

or M*N'=0 d'ol r(N)= N’

Solution 12 ;|

1°/ a)
C
M
B

N

b)Ona: (AB,AC)E%Q;:)

-> N > N - N >

donc (MB, MC)—£(27[)<:(MB MC) = (AB, AC) (27)
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- " =

Donc I’ensemble E, des points M tels que (MB, MC) =— (2/7) est

I’arc [BC contenant 4 du cercle Eprivéde Bet C.

- N o

c) ’ensemble E, des points M tels que (MB, MC)=— (27r) et

MB < MC est I’arc [BJ] contenant A privé de B et J car :
E, = E,n?, ou & est le demi-plan de frontiere (/) contenant B.
2°/a)yOn a: AB= PC donc il existe un déplacement unique qui

transforme 4 en P et B en C, et puisque

- " - - N -

(4B, PC) = (4B, AC)(zﬂ)—_(zﬂ)

. s T
donc ce déplacement n’est autre que la rotation R d’angle B telle que

R(4)=P et R(B)=C.

- N

b) Soit Q le centrede R.Ona: R(B)=C = (QB,QC)=— (27[)

N ~

- N > — - - -

or (AB, AC)_—(27Z):>(QB QCY=(AB,AC)(2n) = Qe E, DQeé.

D’autre part on a : Q € med|{CB|
or med[CB} = (OE) d'ou Qe ¢n(OE)
d’ot Q=J our =7 orQ estun point de I’arc [BC] de £ contenant

Adonc Q=J
Cenclusion = R est la rotation de centre J et d’angle -7;[—
o
j JA=JP
cjona: R(A) =P >~ >
L(JA JP)_-—(27r)

< le triangle JAP est équilatéral de sens direct.



»
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3°/Ona: JB=JC
J est un point de I’ensemble des points M vérifiant :
- " o> - "o T
(MB , MC) _—(27r) donc (JB, JC) ———(27z) et JB=JC dou R(B) C
d’oti RoS,(B)=C
1¢ Méthode :

V4
* RoS, =R(J, ;)o R(B, 7)

Vs 2
donc Ro S, estune rotation d’angled = ;+ 7 (27)= _T 2r)

" - " >

Ona: (IC,IB)=7—(JB,JC)(27)

>r> 27
d’ou (IC,IB)= ? 2r)

IC=1IB ‘
. 27
et d’ou R(/,—'—;) (B)=C

27
(IB [C) =—— (27z)

2 . A

R, - -;) et Ro S, sont deux rotations de méme angle,
transformant de la méme fagon le point B en C.

. 2r
d’ot Ro Sy =R({, —‘5‘)
2éme méthode : Utilisation de la décomposition d’une rotation en deux
symétries orthogonales d’axes sécants :

V3

ona: ReSy = R(J, Yo R(B.7) = 8528 S © S

- ">

Ou A’ est la droite passant par B telle que (BJ,A") = 12[— (7)) = AN'L(BJ)

et passant par J.
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d’obl A'=(BI) donc Ro S, =5, 2 S,

d’autre part ReS,(B)=C = S,(B)=C = D =med|BC| = (JI)

="

2r
= RoSy =8y °Spy=RU2(B, 1)) =R(, —~3—).

lSoluﬁon 13:

1°/ fest 1a composée d’un nombre impair d’antidéplacements, donc f
est un antidéplacement.

2°/ 11 suffit de montrer que f n’a pas de point invariant.

Soit Invf ’ensemble des points invariants par f.

si Invf # ¢ alors f =S,

d*0U S gy © Sicay © Samy =Sa SOIt H =S 0y (A)

ona: S e oS 0 Sium (A =Sy(A) 5 S, (A)=H

d’ou A est la médiatrice de [AH] d’ou A =(BC)

= Sipey ©Siemy © Scany = Seney FOU Sy © S apy = id)p

= " >

OF Sy © Siapy = R(4,2(4B, AC) =S,
Cowclusion : Invf = ¢ d’0l fest une symétrie glissante.
Ona: f=spe)°Scay° S =Sy o R(A, )

=S p¢y ©Sp °© S 4y OU D est la droite passant par 4 et

perpendiculaire a (4H) f= T;H ° S 4
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Solution 14 :

1°Ona: f(A)=Det f(D)=C
f étant un antidéplacement donc f est soit une symétrie orthogonale
soit une symétrie glissante .

Supposons que f est une symétrie orthogonale alors f =S
Ona: S,(A)=DdoncS,(D)=AorS,(D)=C ce quiest absurde
donc f # S, etparsuite { est une symétrie glissante .
2°/A—L—>D

- D—-LcC

C —L>E

On a : ADC est un triangle isocéle rectangle en D donc DA = DC et
(D4,DC) =~ 1271

(@ ,CE ) = %[2 7 ] car un antidéplacement transforme les mesures

des angles en leurs opposés .
Donc DEC est un triangle isocéle rectangle en E .
b) Ona:CD=CE etCD=CB donc CE=CB
Ona: (CD) L(CB)et(CB) L (CE)donc (CB)// (CE)
Donc C=E * B d’ou la construction du point E .
¢y A—L>D
D —LC
B' I >B'
On a: ABD est un triangle isocéle rectangle en A de sens direct donc
son image DB'C par f est un triangle en D et de sens indirect .
D’ou la construction du point B' ( voir figure ) .

3°/ f=S,°T. =T-.°S, ouu estun vecteur directeur de A.

Ona: fof =T, dautepart:f °f (4) = f (f (4)) =/ (D)=C
Donc T, . (A) = C et par suite 20=AC donu = %Z@=E .

Ona:S,°7T.=f doncS,°T.(A)=f(4)=>S,(0)=D (car
T.(A)=0) dou Aestlamédiatrice de [OD] .
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. . L . o — [ N
Conclusion : 1a forme réduite de f est:S,°T =T -°S, o0 A est

la médiatrice de [OD] .
4°/ @, = f ° Sap est la composée de deux antidéplacements alors ¢, est un

déplacement. Ona: @, (D)= f °Sap (D)= (San(D))=f (D)=C

Soit &, est une mesure de son angle .

6,=(4D,DC) [271=(D4,DC)+x[27]

537”[27;] Eizf[zﬂ]

. 7T .
Donc ¢, est une rotation d’angle BN Soit €2, son centre donc

QIA =QD
et
QD =QC

Donc €, est le point d’intersection des deux médiatrices des segments
[AD] et [DC] d’on 2, =O

Conclusion: ¢ =R (O, _—2”—) .

Solution 15:

19/
a) 3’ —(2+4i).3°—(9-10i).3 + 18+ 6i = 0 donc 3 est une
racine de € .
b) Vz¢C,ona:
Z—(2+4)Z2-(9-10i)z+18 +6i=(z-3)(az’+bz+c)
=az +(b-3a)z"+(c—3b)z-3c

a=1
b-3a=2-4 |*°!
- —3a=-2-4i
D’ou =<b=1-4i
c—-3b=-9+10i ,
. c=-6-2i
-3¢ =18+ 6

Donc I’équation (E) s’écrit : (z—3)(Z2+(1-4i)z—6~-2i)=0
S
z=3 ouzZ’+(1-4i)z-6-2i=0
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A=(1-4iY+24+8i=9d00 2/ =2+2i etz"=1+2i
Douz, =1+2ietz;=-2+2i.
2°7za=3 ;zg=1+4+21 et zc= -2+2i
a) ona: 254 =za=3 et Zeg =zp—2c=3
donc OA4 =CB et par suite OABC est un parallélogramme .
b) ona: OA =BC car OA =CB don ¢ il existe un unique

. f©O)=
déplacement f tel que {f ()=C
gO)=8
g)=C

3°/ f étant un déplacement , soit & une mesure de son angle :

a= (07,_\87)[27:]

et il existe un unique

antidéplacement g tel que : {

=7[27] donc f est une symétrie centrale et comme f (0) =B

alors
O *Bestlecentrede f

. o ' .
Conclusion : f est la symétrie centrale de cenre K d’affixe §+1

2 2
4°/ f © S est la composée d’un déplacement et d’un antidéplacement
donc c’est un antidéplacement.
f°80)=f [S(O)] =7 (O)=B=gO)
foS(AA) =1 [S(A)] = f (A)=C=g(A)

f °S et g sont deux antidéplacements qui transforment les points O et A
de la méme maniére alors f °S=g

ISolution 16:

1 zZ=x'+iy'=1-y+ix=1+i(x+yi)=1+iz.
ona:z=iz+1. ‘ A
r transforme chaque point M d’affixe z en un point M' d’affixe z =iz + |

c’estlaformez =az+b avec a=i=[1;%]etb=l.

. P2
donc r est une rotation d’angle 3 et de centre A .

soit z, affixe de A .
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ona: r(A)=Aalorszy=1iza+ 1 d’ou z, = 1 ! - :l_fz_l_:l+%i
—1

. . 11 T
conclusion : r est une rotation de centre A(E ’E) et d’angle 7

donc

[S—1

2°/ Ona : (M) = M' donc AM = AM' et (AM,AM') = %[m

AMM' est un triangle isocéle et rectangle en A .
3°/ f est la composée d’un déplacement et d’un antidéplacement donc
f estun antidéplacement .
SoitM'=f (M) :M'=r°S§,(M) .Onpose M, =S,(M).
Soit M(x,y) >M,;(-x,y)d’ouM' (1 -y,-x)d’on:

P —->P

M(x,y) - M'(x:y')/{x,z -

y'=-x

Supposons que f admet un point invariant M(x ,y)ona: f (M)=M
donc

x=1-y x+y=1 .

= impossible
y=-x x+y=0

Donc f est un antidéplacement qui n’a pas de points invariants alors

[ est ue symétrie glissante

J =ts5, =Sp°t; ol u estun vecteur directeur de D .

Ona:f°f =1,
fefO)=f1[f (0)]=0savec O, (1,0)et O, (1,-1)
1

Dol 00, =2ii =i

2
Cherchons I’axe D de f :
|
On sait que i 2 | est un vecteur directeur de D . Pour déterminer D ,
~1
2
il suffit de déterminer un point de D .
Ona: f (0)=0,doncO*0, eD.
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1
SoitI=0*0, = I(%,O) d’ouD est la droite passant par 1(5 ,0)etde

vecteur directeur 7

2
D:x+ l=0
: y 2 .
[Solution 17 :
1°/
a) R,°R;(A)=RyB)=C.
0,4 =0,B
Ona: {/—=— =>R(4)=B
(O,A,OIB)E%[zn] )
0,B =0,C
Ona: =R,(B)=C

(0:8.0.C) =2 2a]
* R;°RyB)=R4(C)=D
* Ri°Ry(C)=Ry(D)=A
b) Ry°R;, R;3 ° R; et Ry © R; sont toutes les trois composés de deux

déplacements donc elles sont des déplacements , de méme
angle a = 7[[27[] et par suite elles sont des symétries centrales .
R,°Ri(A)=CdoncR,°R; =S, ( @ = A*C)

R3°Ry(B)= DdoncR;° R, =S ,( @ =B*D)
Ry°R3(C)=Adonc R4 °R3=S

Conclusion : R,°R; =R3°R; =R R; =S |

20/
a) R3(Rx01)) = R;3°R, (0)) = Ra°Ri(0y) = Ry(R1(0))) = Ry(Oy).
R3(RA01)) = Ry(O}) = Ry(O)) st un point invariant par R; . Or

le suel point invariant par R; et O; d’ou Ry(O)) = 05 .
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f (ON)=Ry°R; (0))=Rx01)=0;5.
b) Ona: Rs°R;3(0;)=R;3°R;(0,) = R3(0;) = Ry[R3(02)] =
R3(0»)

R3(0,) ets un point invariant de Ry donc R3(O,) = Oy .

S (02) = R°Ry(0;) = R3(02) = Oy .

C) Ona:f (O]):Ox = S(u(01)=O3 =>w=0 * O;

f (Oz) = 04 = S © (Oz) = 04 > w = 02 * 04 donc 01020304 est

un parallélogramme .
0,0,=0,04
D’autre part Ry(0)) =03 — l 4 donc 0,0,0;04
(ms ) = %[2”]
est un carré .
3°/
a) g(A)=Ry*S,(4)=RyB)=C
2(01)=R,°S§,(0,)=0;3 (carO, €A)
b) gestla composée d’un déplacement et d’un antidéplacement
donc g ets un antidéplacement donc g est soit uensymétrie

orthogonale , soit une symétrie glissante .

Si g est une symétrie orthogonale alores il existe une droite D, telle
que g= S/)l
ona:

e S, (A)=C =D, est lamédiatrice de [AC]

e 5, (01)=0; =D est la médiatrice de [O,05]
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D, 1L4C)
Et par suite < et = (AC)/IN0,0,)

D, 1L(00,)
Or @ €(0,0;) N(AC) =(0,0;) =(AC) =0, €(AC) ce sui est
impossible.
Conclusion : g n’est pas une symétrie orthogonale donc g est uen
symétrie glissante. .

¢) w'=g(w)=R,°S,(w)=R,(w)ot e, =S ,(w)

0,0, =0,0'

Row)= o' < <et

(OW) = %[27{]

Il existe un unique vecteur u et ue seule droite D tel que :

g =1;°S,, =§,°; ou u estun vecteur directeur de D.
g=g(4)=C = A *C appartientaD = weD.

gloy=ao' < 1;°S(w)=0'<1;(S),(w)=0"'ou =o'

D est la droite passant par @ et de vecteur directeur wo'

donc D =(ww') .

__og o
wo' ©(00) " e

Conclusion : g =t

Solution 18 :

2r
s
1°/Ona:z =az+b avec a=-e > eth=iona: a;tletla]:l donc f

est une rotation de centre Q et d’affixe et d'angle 8 = arg(a) 27).

I-a
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b . _’3* E K3
i i ie = =i i
* _ _ _ _ .2, 3 __6
l—a 2z K3 z - =€ € =e
- i = ! -1
2cos(—
l+e ? e’(e?+e ?) (3)
. T
=
d’ou Q est d’affixe e ©
2 2 V3
i— {(—=7x) —i— T
¥ g=—g 3 =¢ ? =e ? dou arg(a)s—§(27z)

o

. ~ 4
Conclusion : fest une rotation de centre Q(e ¢) et d’angle : -3

R4
j—

[ . . _ 0
2°/Ona:VvneN; Z =z, ~e
2z
Pl
' _ - - _ - i
Orz,  estlaffixede M,  =f(M,)=>z,, =—¢ "z, +i
2z N3 2r o ¥
"3 " 3 7%
=27, =—¢ z,+i-e’=—e "z +e  —e
2z K3 T 2r Fd
1 3 —IZ —I—z- ’T l;
=—e " (z,-e "+e “)=-e " (z,-¢")
2 F. 4
; 3 3
Conclusion: Z,,,=—e > Z,=e¢ °Z,
( 2z Y’ r

i— —isr s
b)ap=1<:>L—e 3J =lee ? =1<:>p;50(27r)

V4
o ;=2k7r (keZ)o p=6k (keZ)

Conclusion : L’ensemble des entiers naturels p tels que
a"=1¢et {6k, keN}

c)Ona: Z az

r+1 n

Z,=aZ,

Z,=azZ,=a’Z,
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Démontrons par récurrence que Vne N; Z, =da"Z,

Z, =az,
I
Supposons que Z, =4"Z, et montronsque : Z. . =da""'Z
n 0 n+l 0
. _ _ n _ oo+l
Ona:Z7Z, =aZ,=a(a"Z,)=d"Z,
2r 4
i—hn i—
donc VneN; Z =-¢ 3 (zp-e %)
2r oz L2 oz
i{(~—n+=—) i(—n+—)
orz=0=>2 =e¢ * ¢ donc VrneN: Z =e *
k4 2r o7 T R 2r
I— i(——n+— i— i i=n
Ona:z, =Z +e®=¢ ? +eb=efe? +1)
NG
Zyo00 = -7
2

Solution 19 ;

M,

1°/ Le triangle M, AB est isocéle rectangle en M, de sens

(MB
M, A= MB =1
, M, A
direct. >y - ~ - T =
(M4, MBy=—0m) | > o o

[(M,A,M,B)z%(zn)
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ol z, est I'affixe de M,

Un raisonnement analogue nous conduit 4 :

c—ib d—ic a—id
5= 33T > g =

[—i ’ 1-i I—i

o = "7 Z3 T3
2 /a)(M2M4,M|M3)EargL

44 42
(d—ic—bﬂ'a](z )
=argl ——mmm— w
g a—id—c+ib
(d=b+ia-c))
=ard ————— | (2
arg{a-«cﬂ'(b—d)J( 7)

(a-c+itb-d))
=argf ———— (2
argi(a—c+i(b—d)J( 7)
VA
Eargi(Zﬂ)E;(?ﬂ)

A

- - 7
Done (M, My , M, My) =~ (27) ol (M, M;)L(M, M,)

M, M,
MM, lz4 )

b)

Donc MM, =M, M,
Remarque : Les complexes ont servi dans cet exercice a démontrer un

résultat en géométrie plane (voir chapitre similitude).
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Solution 20 :

1°/ ABC est un triangle équilatéral de sens direct si et seulement si :

c—a
AB = AC I —
AB Jb—a
(4B, AC)=Zm) T | 2t o x |
, =— (27 - c—a T
[ 3 [(AB,AC)E—(27T) [arg( jz—(Z;r)
—-a 3.
c-a i~ i~
= =ed oc-—a=e?(b-a)
b—a

&ﬂc&tadm : ABC est équilatéral de sens direct si et seulement si

x4

iz
c—a=e*(b-a)

2°/ ABC est un triangle équilatéral de sens indirect si et seulement si :

(le—a
AB = AC =1
b-a
- " > T =
[(AB,AC)E——(zzr) l [c—a] n(z )
3 ar, =-—(2r
7 { gb—a 3
¥ K3
c—a i~ -
&~ =e Yoc-a=e 3(b-a)

b—-a
éam&m‘an : ABC est équilatéral de sens indirect si et seulement si

T

—f—

c-a=e 3(b-a)

T

j—

3°/ ABC est un triangle équilatéral <> c—a=e * (b—-a) ou

T [ .” 17 i TI
Jf

c—a=e *(b-a) @lt(c—a)—e/;(b—a) B (c—a)—e_l‘:(b—a)

Il

n w

—i= i

(c—a)z—(c—a)(b—a)e Y (b-a)c-a)e? +(b—a)2 =0
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n

—i—

(c—a)z—(c—a)(b—a)(e;+e 3Y+(b-a)’ =0
(c—a)’ —(¢-a)b-a)+(b—a)’ =0

2 2 2 52 2

¢ -2ac+a” —ch+ac+ab—g¢ +b” —2ab+ag” =0

2 .2 2
a +b +c¢" =ab+ac+bc

Solution 21 : |

+Z.

19M=B*C d’oll zy= -2

b+c

et par suite m =

i

N

T
i =
2

Ona:R(A,:zf)(B)=B'd’ouzB=e_ mt(l-e 2)za =
b=-ib+(1+i)a
R(A,%)(C)zc'd’ouzc=e"'3zc+(1-e"3)zA
= c'=-ict(l+i)a

b+c_
20/affAM_m—a_ 5 ¢ b+c—2a

dfB'C' c—b' ict(~i)atib-(+i)a 2(ic—2ia+ib)

b+c-2a 1~ .
= —=—=—¢ilR
2ib+c—2a) 2i 2

D’oit (AM) L (B'C).

AM :\m—a‘:i:l d’ot AM:—I—B'C'
B'C' le-b'| |2] 2 2

et par suite B’'C’ =2 AM .

Solution 22 :

1¢/
T s
i= —-i=
2

« Ona: A'=R(O,%)(A)donczA-=e_ 2za+ (1-¢ 2)zo

Orzy=2z, ,25=2z etzp=0 d’ou z, =iz .
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ZB+(1-e

iz z
2 2

OB’=R(O,%)(B)d0nczB-=e 2)zp d’ou

z'2=i22

Z,+zy i(z,-z,)
22

3°/5E=EQZH— Z,=Zy—Z, 2, =2,-2,

wloff OD) =z, -z, =222

W(E):ZB_—ZA =Z,7Z,

2°/ Soit I = A™*B' donc z;=

Donc ——= i (O]) m —1i €iRdonc (OI) L (AB) d’ou (Ol) est une
aff (AB) 2
hauteur du triangle OAB.
‘ (Z 2) _l 1 1
D’autre part : ‘—‘ =— d’ou Ol= —-AB.
z,-z,| 2] 2 2

Solution 23 ¢

1°/A, B et C sont alignés <> AB et AC sont colinéaires
o @B
af (4C)

Zy—2z b-a
B——A—-ER C)
Z,.—z, ~b—a

est un nombre réel

ckR.

’ a/) Soit r : la rotation de centre A et qui transforme C en E alors
r=R(A. Z)car (ﬁ')zg[zn]
doi: r:P > P
M(z) — M'(Z)
ol z ’=e_§z +(1—e,§)ZA

Comme r(Cy=Ealorszg=izc+(1—i)zaorzy=acetzc=-b
d’otie=-ib+ (1 ~-i)a
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T
L
2

b) ona:R(A,%)(BFF douf=z=e 2z, +(1—e 2)z4

douf=ib+(1+i)a

On a : AEFH est un parallélogramme donc FH =AE

d’otl zy—zr=2zg—2z4 donczy=zz—zp,=e—a+f
ore=-ib+ta(l—-i)et f=-ib+ (I+i)a

et par suite h =z =-2ib+a

ona:h=zy=-2ib+a,ona:ACDE est un parallélogramme donc
CD =AE

d’ot zp—zc =7Zg — 24
etparsuited=zp=z—zpotzc=e—-a—-b=-ib—ai-b

3¢/
a) .
FE |z, —z,,-\:je—fl:‘ 2’“‘:’2 |=2 d’ou FE=20A
04 [zA—z()‘ I a ‘ |
CHEE 2 o iR dou (FE) 1 (OA)
aff 04 a
by B2 :'d—b|: ~ib —ai ~2b| |-i(b +a—2ib)‘:‘_l,":] Fou
CH |h-c| |-2ib+a+b| | b+a-2ib
BD =CH
aff BD _d-b

cﬁ@ = =—i €iR d’ou (BD) L(CH)
-c



