Suites réelles +20 « 4™ Maths

- EXERCICES
Exercice 1: 1
Soit (Up) , i
U, =1
_ Un
24+ Un’
1°/ Montrer que pour toutn € N ona: Un>0

1
2°/a)Montrer que pour toutn € N Uy < 5 U,

1 H
b) Montrer que Vn e N: Un< [5]

3% Montrer que (U,) est convergente vers 0
4°/Soit S, = UO + U] + Uz +t Un
a) Montrer que ( S,) est croissante

a+l
b) Montrer que S, < 2(1- [%j j

¢) En déduire que (S,) est convergente vers un réel ¢ € [1,2]

Exercice 2 ;-

1
U,=-—
) 2
20
Un+1 = . 2
1+U,
1°/ Montrer que pour tout n € N ona 0<U, <1

2¢/
a) Montrer que (U,) est une suite croissante
b) Montrer que (U,) est convergente

c) Calculer lim U,

1-U,
1+U

n

3°/ V=
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a) Montrer que : Vyi = Vn2

1)
b) Montrerque: Vi e N : V,= (Ej
4°/

4
< -

a) Montrerque 0 < 1-Uy,y < 3 (1-U,)

b) Montrerque 0 < 1-U; < (%)

¢) Montrer que Pour toutn € N

1 4Y ‘
1-—=(1-1—] )< & <1
a-(3)

n

Exercice3: I

On considére la suite (U,) N tel que U, = Z[_lz‘)
p=1 p

1°/ Calculer U, et U,

2°/ Montrer que (U,) est croissante

3°/ Montrer que

1 1
a) Pourtoutp=2: ——,—<——l———

p’ p-1 p
b) En déduire que (U,) est majorée
4°/ Montrer que (U,) est convergente .

Exerciced J

On considére la suite (u,),.y définie par: u, =1 et

VneN, u,,, = u. +2.

1°/ Prouver que VneN, u, >0.

2°/ Etudier la monotonie de (u,).

3°/ On pose v, =u,.
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a) Prouver que (v,) est une suite arithmétique.
b) Calculer v, puis u, en fonction de .-

4°/ Etudier ainsi la convergence de (u,) .

Soit la suite (u,), . définie par :

=2 et VneN', u, =3-——"—.(3-u).
2 2(n+1)
1°/ Prouver que VneN", u, <3.
2°/a) Justifier que : u,,, —u, = n+2 B-u,).
2(n+1)

b) Etudier ainsi la monotonie de (u,,).
3°/ Montrer que (u,) est convergente.
4°/ Onpose v, =n(3-u,) ol neN".
a) Prouver que (v, ) est une suite géométrique.
b) Calculer v, en fonction de n.
5°/a) En déduire le terme général de (u,,) .
b) Calculer ainsi la limite de (u,) .

Exercice 6: _I

On considére les deux suites (u,) et (v,) définies par :

U, =1 3u, +v u, +3v
0 et VneN, u,, =—"—"=L,v,  =——".
Vo =2 4 4
1°/Calculer u, et v,.
2°/On pose pour tout entiern : w, =u, - v, .
a)Prouverque (w,) est une suite géométrique et déterminer sa raison.
b) En déduire que VneN, u, <v,.
3°/a) Etudier la monotonie de chacune des suites (u,) et (v,).
b) En déduire que : VneN, u,>1etv,<2.

c) Justifier que (u,) et (v,) convergent vers la méme limite /.
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4°/On pose VreN, a,=u,+v,.
a) Prouver que (a,) est une suite constante.

b) Calculer alors /.
5°/ Exprimer en fonction de », le terme général de (u,) et (v‘n') .

Soient les suites tels que : Uy =1 et Vy =2 et YneN,

_2U,V, o
n+l = Un +Vn
1°/ Démontrer que 0<U, <V, .

2°/ a) Démontrer que (U,) est une suite croissante et que (V,,) est une suite
décroissante.

b) Montrer que (U,) et (V,,) sont deux suites convergentes vers la méme
limite /
3°/a) Montrer que YaneN, U, -V, =2.

b) En déduire la valeur de /.

— Un +Vn .
2

U et V.

Soient les suites (U,,),n et (V,),_y définis par :

n
! 1
u, i;ﬁ eV, =U,+—

1°/ Montrer que (U,,) est une suite croissante et que (V,,) est une suite
décroissante.

2°/ Montrer que VpeN, VgeN ona: U,<Vv,.

3°/ Montrer en utilisant le 2°/ que (U,) et (V,,) sont deux suites convergentes
vers la méme limite.

Soit la suite (U,,), - définie par:

Up=1,U,=2, ¥neN, U,,, =2FL U,
n+2
!
1°/ Montrer que VneN: U,, = (2n)! 1
(n!)Z 22n

2°/Soit neNetVV, =(n+1)U, U

Montrer que (V,) est une suite constante.
3°/ Exprimer U,,.; en fonction de # .

n+l e
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n
Soit la suite (U,,),_- définie par: U, = Z T
T+

1°/ Calculer U; et U, .

2°/ Démontrer que YneN’, U, S—-.
n +1 n

3°/ Démontrer que (U,,), - converge vers 0.

1°/ Démontrer que Vx>0, Va22 ona: (1+x)" >C2x?.

2°/ Soit la suite (U,,), 5 définie par U, n2+nl .
2(n+1)

nz—n

b) Etudier ainsi la convergence de (U, ).

a) Prouver que Vn<2, U, <

3
x .
1°/ Montrer que Vx>0 ona: x —?Ssmx <x.

nt(n+1)°

n
2°/ Montrer que Vne N, Zk3 = 2

k=0

n
3°/ Soit la suite (U,, ) définie par : U, ()= Zsin(g——jk—) oll & estun
=l
paramétre réel >0.
Prouver en utilisant le 1°/ que :
a(n+l) o (n+1)~ (a)<an+l
2n 24n* 2n

Vnz2lona:

4°/ En déduire que (U, (a)) converge vers %.

n
5°/ Soit la suite V ;= Zsin3(—l-c,—) ; (n=1)
k=1 n

. L3 1. 3.
a) Etablir que Vxe Rona: sin® x = —Zsm 3x+zsmx.
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1
4
¢) Montrer alors que (V,,) est une suite convergente vers z€ro.

b) Montrer que Vn=>1 ona: V, =—U,(3)+ % U@,

‘Exercice 13 ;-

n
Soit la suite (U,,), - définie par: U, => 27
k=1
1°/ Montrer que (U,) est une suite croissante.
2°/ a) Prouver que Vk>1 ona: k!>k.

b) En déduire que Vn=1 ona U, <1 —(—;—)” .

3°/ Montrer que (U, ) est conVerg'ente vers un réel ./ e]%,l[ .

Exercice 14.;

x2

2x—1"

Soit la fonction fdéfinie par : f(x) =
1°/a) Montrer que Vx>1: f(x)>1.
b) Montrer que Vx>1: f(x)<x.

uo = 2
un+l :f(un)

2°/ On considere la suite (u,, ),y définie par : {

a) Montrer que VneN, u, >1 .
b) Etudier la monotonie de (u,,) .

c) Montrer que (u,) est convergente et trouver sa limite.

3°/ Montrer que Vrn €N, U, =

‘Exercice 15:

Un=2(—l—J Va= Uyt
ioo\k!

n.n!

1°/ Montrer que (U,) est croissante et (V,) est décroissante
2°/ Montrer que (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes .

(neN)
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Exercice 16 1

Un = 2n+1 sin [2’7122 j 5 Vn = 2n+l tal’l( 2n7r+2 j

1°/Etudier le sens de variations de chacune des suites (U,) et (V,))
2°/Montrer que V> U,

3°/Montrer que (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes et calculer
leur limite

Exercice 17 : I

UO = 1 VO = 2
2U"Vv" ; V Un +Vn
n+l U +V n+l T 7
1°/ Montrer que pour toutn € N
0 < U, <V,
2°/
1
a) Montrerque: V. —Uypy < E (V.=U,)

>

b) Montrerque: V,~-U, < (—;—)

3°/ Montrer que (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes .
40/

a) Montrerque Ve N :U,V,=2

b) Calculer alors la limite ¢ de (U,) et (V,)

Excrcice 18 : |

I- Soit la fonction f définie sur R* par: f(x)= 1————
+X +

1) Montrerque Vx >0 ona: f(x)<x

2) Etudier les variations de / surR*
II-

{UO =1
)
11+l f(U )



Suites réelles *36¢ 4*™ Maths

a) Montrerque VneN : U,>0
b) Montrer que (U,) est convergente et calculer sa limite
2)

a) Montrerque Vn > 1: f (l)<L

n) n+l
b) Montrerque VneN : U, < !
n+1
3)
1 1
a) Montrer que 1< -—=<1+
U n+1

n+l n
. 1 z
b) Montrer que VneN n< ——-1<n+ Zl
U, ik
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1°/ Ona: Uy=1>0
Soitn € N, supposons que U, > 0, montrons que U,,; >0

U
Ona: Uy, = n 5
2+Un
Conclusion: Pour Ve N :U,>0
2°/
1 - 1 rr 3
a) Un+1'lU =_U_n_-—Un= 2Un 2Un Un = U,,’, <0
2 2+Un* 2 212+U2) 24U

1
Do pour Ve N : U,y < > U,

b) Pourn=0,o0na: Uos(l)o
‘ 2

<1 vraie

n n+l
Soitn e N :etU, < (_l-j ; Montrons que Uy < (%)

2
1 1 n+l
Ona: < —) — U < (——j
2 2
1 s 1 n+l
Or Upg £ — D’ou: U £ (_]
2 2
Conclusion: Pour Vn e N : U, < [l)
2
1 n
0<U, s(—j
3°/ Ona: 2
lim (lj =0 (—l—e -1 1[J
R+ 2 2 ?
Dou: IlimU, =0
4°/a)Sn+1 —Sn=(U0 + Ul + Ug + ...+ Un+1 )——(U() + U] + Ug + ...+ Un)
= Up >0

D’ou : (S,) est croissante .
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b)Ona: U, < (l) '
2

D’oﬁ:S,‘S1+(lj+(lj_+....+( L
2 2 ' ,
2 ‘ n 1—'( n+l
Or 1+l+(l ot ) -2/ =2/1- (-1-)
2 2 2 1—. 2
1 n+l
Dou: S, < 2[1- (——) ]
2

n+l
¢)Ona: §, < 2~2(%) <2

(S, ) est une suite croissante i ‘ ‘
D’ou ( S,) est convergente

(S,) est majorée par 2
Onnote £ = lim S

ona: S,=Up +U;+Uy+...4+U, >Uy carU,>0
d’ou: S,>1etparsuite { > 1

ona: S,<2 dou ££2

conclusion: 1< ( £2

Solution 2: |

1
1°/ Ona: U0=5 d’ou 0<yy<1

Soitn € N , supposons que 0 < U, < 1 et montrons que 0 <U,. <1

Ona: U.,+1=—%l21"— > Q0car U, >0
.+l
Uy - 1= 2(2]n 1= 2Un_2UJ“1 _ -—(U,;—l)' <0
U, +1 Un® +1 U, +1.

Don: 0< U,,+>1<1
Conclusion: Vm e N :0<U,<]1.
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2°/
a) U,.,-U, = 2l2]‘"'_Un =w
U, +1 1+U,
Ona: 0<U, <1 dou: (1-U})>0

Et par suite: U+ -U, >0
Conclusion : (U,) est une suite croissante

(Un) est une suite croissante
{(Un) est majorée par 1
d’ou (U,) est convergente

¢) Soit {=1limU,

X =>4
D 2x
1+x?

s =/ (U,) ot f(x)=

f est continue sur R
Dou: £ =f (£) etpar suite

¢ =7 28(;2 »i don £ +0=20 signifie : £ = 0ou £ =1ou (=~1
+

1 ] i
. jUp== :
Ona: t ™0™ alors U, > % orU; <l
(U, Jest croissante

d’ou %SU,, <1 et par suite %S€<1

Conclusion: {=1=lim U,

39/
2y, ,
2) Vo= L-Usn _ T 14U? 14U2 -2Un =(1‘—UJ -V
+U,, |, 20, 1+ul+2u, \1+U,
1+U? S
1
1-U, 5.1 _(1)(20)
b) Vo= —0=25=== =
1+U, 3 3 3
2
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1 2 ) 1 (2 )
Soitn € N , supposons V, = (—5) Montrons que : Vi = L——)

' 3
Ona: V,,; = V2= [Gj(zn)} _ G)(zn)xz ) G)(ZM.)

()
Conclusion : Pour Vn e N : V., = (l)

3
4°/
a) Ona:U,,; <1 dou: 1-U,+; >0
2
1-U
]'Un+] =1__ 21]}12 =( n))
1+U, 1+U,
s Yoowuzost
1-U, 4 5-5U,-4-4U;
=(1-Up) | —%-=|=(1-Uy)
| 14U} S 51+U,)
_(-U,(-5U,-4U,)
51+U,)
Soit P(x) = -4 x* - 5x + 1
A =25+16 =41
L 5-41 54441
x = ; X' =
-8 -8
xl X" X’

P(x)

Or U,,e[l,l] doir: 1-5U,—-4U> <0
2

1
(x’<-£<])etparsuite 0< 1-Un+l<§(]-U“)
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b) Soitn=0

0
4
0L1-U, S(—S—) vraie carona: Ug=

N —

n
Soitn € N , supposonsque: 0 < 1-U, < (E) et montrons que :




Suites réelles *42 ¢ 4% Maths

| v Sio\l_utitin,,?}”-:

p=1 p
2.( 1 1 1 5
I E R
o\ D 1 2 4
n+|1 n 1 1
2/Un+l'Un_ . =
;pz ;192 (n+1)*
D’ou (U,) est une suite croissante
39/
2 e 1 *l_ 1
p-1 p (p-Dp -
1 (1 1} 1 1 (p-H-p -1
S T T | F T~ - 2 =73
p> \p-1 p) P* @-Dp p(p-1) pP@-D
. 1 1 1
D’ou — S
p° p-1 p
1 1 1
b) Ona: — <————— pourtout p =2
p- p-1p

= (U,) est majorée par 2

(U,) est une suite croissante
4° . Alors (U,) est convergente
(U,) est majorée par 2
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[ Solution4:

1°/ Montrons par récurrence QUe VneN , u,>0.
e Pour n=0 ,ona u, =1>0 donc I’inégalité est vraie pour n=0 ;
¢ Soit » € N Supposons que u, >0 et montrons que u,,+I > 0

Onau,, 1/u +2>0

Concluswn. neN, u,>0.
2°/ neN,ona

2 2 S
[ U+ 2-u, 2
Uy ~U, =AU, +2 ~u, = - = >0.
w/u,, +2 +u, 1/u,, +2 +u,

(Car u, >0 ). D’ou la suite (u,) est croissante.

3%a) v, —v, =u’, —u’ =(u’ +2)~u’ =2 donc lasuite (v,) est"
n+l n n n h n

n n+l

une suite arithmétique de raison 2 et de 1 terme v, =u; =1 .
b)Ona: v, =v,+n-r=1+2n "~ ;° w, = v, =1+2n

4°/Ona VneN, u, =+1+2n donc lim u, =+o.

n—>+0

Conclusion : (u,) n’est pas convergente.

Solution 5 ;

1°/ Montrons par récurrence que VneN", u, <3.
e Pour n=1,0na u <3 car y <E.

e Soit 7 € N". Supposons que u, <3 et montrons que «,,, <3 .

n n l
~3=3- 3- —3=- —
un+l 3 3 2(n+1)( ‘ un) 3 2(1’I+])(3 un)

Or u,<3=>3-u,>0 d’ou - (3-u,) <0 et parsuite .. -

n
2(n+1)

U, —3<0=>u,,, <3.

Conclusion : Yne N, u, < 3

= u) u :3.—u -

2°/2) u,,, —u, =3~ ,=3-u,
2(n +D° 2An+1)
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=(3—u")[1— . )=(3—un) ne

2n+1) 2n+ly

b)Ona VreN, u, <3 = 3-u, >0cet n+2

>0 d’ou

(n+1)
VneN, u,,, —u, >0 et par suite (u,) est une suite croissante.
3°/ La suite (u,) est croissante et majorée par 3 donc (u,) est
convergente.

40/3) Vil =(n+l)(3_un+l) or u,, =3- 2(nn+ ) '(3'—11") donc
3-u,, =§—(—n—n;—ﬁ-(3—un) et par suite

n n 1
Vsl _(n+l)'z(n+l)'(3'un)_5(3_un)—5vn'

. e . 1 '
Donc (v,) est une suite géométrique de raison 5 et de 1* terme

vl=3—u,=—;-.

b) v, =v,-¢"" oll q est la raison de la suite (v,) d’ot
n-1 n
266
v, === =|=].
2\2 2
5°/a)Ona v, =n(3-u,) ,pour neN" = 3-u, =0,

n
ll”—_—3-—-Y-"—_Or v,,=(lj d’on u,,=3—l-(—l-j .
n 2 n\2

b)Ona:—l<%<l:> Iim(—l-) =0et lim —I—=0 donc lim u, =3.

n->»+aw' n—>+n p N—>+®

1+6 7
T4 2
3u,+v, wu,+3v,
4 4
2 Loyl
4 2 n n 2 n
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. o . 1
donc (w,) est une suite géométrique de raison 5 et de 1¥ terme

b)Ona w, =w,-g" ol g est la raison de (w,) donc

n

n
w :_(E) <0donc w, <0 = u,-v, <0 = u,<v,.

3u, +v v, —u
3°/a) e VneN, u,,, —u,=——2 -y, =-"1—">0car u,<v,
4 4

donc la suite (u,) est croissante.
u, +3v u
—n n _ v,
4
donc la suite (v,) est décroissante.

e VneN, v, , —

Il

n
<Ocar u, <v,

b) ® (u,) est une suite croissante donc Vne N, u, 2u, or
o =1=>u, 21.
® (v,) est une suite décroissante donc Vne N, v, < v(; or
Vo=22Dv,<2.
c)eOna: VneN, u,<v,<2=>u,<2.0na: (u,) est
croissante et majorée par 2 donc (u,) converge vers un réel /.
*Ona: VneN, u,<v, oru,21=>VneN, 1<vy,.
Ona: (v,) estdécroissante et minorée par 1 donc la suite (v,)
converge vers un réel /'. '
eOna VneN, w, .Or (w,) est une suite
géométrique de raison % :>"l_i)rl1ww,, =0 = 0=1-I'=I=1.
Conclusion : (u,) et (v,) convergent vers la méme limite /.

3u +v, u,+3v,
V= Y, y + n =u,+v,=a,.

Donc VneN,ona a,, =a, ce quiprouve que la suite (a,) est

4°/a) VneN,ona:a

n+

constante et Vne N, a, =a, =u, +v, =3 donc VneN, a, =3.
b)Ona VneN, a,=u,+v, > u,+v,=3 >

limu,+ limv,=3 = 2/=3> I=%.

Nn—>r+w0 n—>+w
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1°/ Montrons par récurrence que VreN, 0<U, <V,.

ePour n=0 ona: 0<U, <V, (car Up=1 etV0:2)

. Supposons que pour un entler donne n on a: 0< U,, <V, et montrons que

0<U, 1<V,
2U,,V,, . . L s s s
U, =—2" est le quotient de réel strictement positifs d>oti U,,; >0.
n n .
U, -V 2U,V, U,+V,
n+

i = U, '+Vn )

_4UV, (U, +V) ~(U, =V, <0
2U,+V,) 2U, +V,)

doa U,,, <V,,, etparsuite 0<U, <V

n+l e
Conclusion: YneN, 0<U, <V,.

n+

20V, _UaVa=Us - Un(V,=Uy)

2°/ a) * Un+l —;Ul1 =

u,+v, " U,+V,  U,+V, _
ona: 0<U, <V, d’bl‘l U,,, —U, >0 => (U,) est une suite croissante.
.‘Vn -V, _U +V V”=U—”:\/—”
2 2.

or U ,, < V d ou (V,,) est une suite décroissante. _
b)Ona: U, <V, et V, £V, (car (V,) est une suite decrmssante) d’ou
VneN, U, <2.

h =
(U,)) est une suite croissante, majorée par 2 donc (U,) est convergente!
(V,) est une suite décroissante, minorée par 0 donc (V,,) est convergente.
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Soit /= lim U, et ['=lim V, = hm V,.

n—+m N>+

L=tV oy e ﬂ:z:z'.
2 2

Comme V,,
3°/ a) Montrons par récurrence que VneN, U, -V, =2,
epour n=0: Uy-Vy=1-2=2

® Supposons que pour un entier donné nona: U, -V, =2 et montrons que

Un+lV 1_2
20,v., U _+V
Un+lvn+1 = u, _,:_\;" : n2 L= u,v,=2.

Conclusion : YneN, U, -V, =2.
b)Ona: VrneN, U,-V, =2

comme lim U, = lim V, =/ donc /% =2 et par suite {l|—
n—r+w n—y+eo

comme />0 donc l=\/5.

n+l n n n
1 1 1 1 1 1
10U, U, =) == =) —+ 25" >0
* Ena = zk! Zk! Zk! (n+D)! &kt (n+1)!

I 1 SR
. Vn+l~v =U - _—zUnH_Un"“"m-—,—’—l!a et

T e A (eDl A
_2-n-1_ -n+l

= = <0 pour neN’.
(n+1)!  (n+D)!

Ona Vn21,V,,,~V,<0 doi (V ) estdécroissante.

neN
2°/Soit peNet geN'.
I Cas -

Si p<q = U,<U, (car (U,) est croissante)
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1 -
Or Vq=Uq+; =V, 2U, doa U,<U, <V, = U,<V,.

2™ Cas :

Sig<p = V,<V, (car (V,) est décroissante)
Etona: V,2U, dou U,<V,<V, = U,<V,.
Conclusion : VpeN geN , U, <V, .

eOna: VpeN qu', U, <V,

On choisit p=n et g=1donc U, <V, =3

(U,) est une suite croissante majorée par 3 donc elle converge.

¢ On choisit p=0 et g=n donc Uy<V,.

Or Uy =1 = V, 21 et par suite (V,;) est décroissante minorée par 1 donc

elle converge.
3°/ Soit /= lim U, et I'= lim V,

n—»+4o n—>+o0

,,=l or nizn = —l—sl = OsV"—Ung_]_ -
n n n n

\Y

n

-U

lim —1—=0 d’ott lim V,-U, =0 etparsuite /=1".

n—+wo N n—>+400

. ot
1°/ Montrons par récurrence que Vne N, U,, = Qn_)z . -12—

B () S

)
ePour n=0 , U, =1=—(£%)—l-—]—0~
oy 2
. 2m! 1
& Supposons que pour un entier donné n, U,, = ) S et montrons que
n

N/ CE3) R
2An+y T (n +])!)2 '22(n+1)

2n+1 U _2n+1 (2n)t 1

o2 VP 22 Gy

Ona: U,,,; =
A Hams 2m+2 (m)? 2%
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@n+ 1 @ne)Rer)l 1 e+ ]

=2(n+1)(n!)2 227 A+ (n+ () 2 (n+DY)? 272

1
Conclusion : YneN, U,, =_(_2_n_)2___12__
(n)- 2
Vin =(n+2)U,,,-U,,,
2°/Ona: _ ,,+1U = Vyu=n+Hhu,,,-U,, =V,
n+2 n+2 n

donc VneN, V,, =V, et par suite (V,,) est une suite constante.

3°/Ona: VreN, V,=V;=2 = U, U, =—2__
n+l
2 @t 1
= U2n 'U2n+l =;:_—l' or U2n “'(7’)7‘2_2;'
2 ' (n!)z _2211 B 22n+| '(”!)2

U = - =
207 on+l)  (2n) 240 Gn )

n n 1 N n N n 1
= =3 == ST = 3 < z 3 £) =5 =
n+n n+k n ko tn imn+k (Zn
n(n+1 n+l . n+l n+l
( deu, <™ gon vneN <U, s—
3 " 2 > 2 n 3
n’+n n n° +1 n
. n+l L] . n+l .1
3% lim = lim —=0 et lim —= lim —=0
ns+op° 41 n-o+on n—>+x nZ n—+o N

~ donc (U, ) converge vers 0.
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['Solution 11+

1°/ On a d’aprés la formule de Bindme-Newton :

(a+b)' = Cha*b"™

k=0

On chomt a=xetb=1 d’oi (]+x) -—ZC" kl”_" ZC
k=0
n _ C : o ‘ .
Ona: ZCﬁ F=Clx® 4+ Clx+CEx? +C) X 4.+ CJJ x" : c’est une somme
k=0
n
de (n+1) termes positifs (x>0) d’ou ZC’,‘, x* >C,2,x2
k=0 '
et par suite (1+x)” >C2x?,

2°/a)yOna: (1+x)" > C,, x2, on choisit x =1 on obtient :

250 dou Ll o ML 20D 2 nnzh)
"oCh 2" n-—n 2
Conclusion : U, <_2(_;7“;D_.
n°—n
2(n +1 .
b 0<U, <20 ona: tim 22D g @ou tim U, =0.
n°-—n no+e et —n n—>+%

(U,) est une suite convergente vers 0.

1°/ » Montrons que Vx>0, sinx _s;'x

Soit f(x)=sinx—x ; '
f est dérivable sur R, et VxeR,, f'(x)=cosx—1<0 car Vxe R, ,'
-1<cosx <l |

x 0 +00

11 -

o 0 —0
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N

D’aprés le tableau des variations de f, on a : 0 est un maximum absolu de f
. . ’ < TR
donc VxeR,, sinx<x.

3
x .
¢ Montrons que Vxe R,, x = <sinx.

x3
Soit g(x)=sinx +—6——1
g' estdérivable sur R. et Vxe R,, g"(x)=x—sinx=0 (car sinx<x).
cx - lo: o S )

g"(x) + |

g™ | /
0

g(x) .

0

D’aprés le tableau des variations de g, ona: Vxe R., g'(x)=>0 et parsuite

3
x .
VxeR,, x——6—£smx

3
. x .
Conclusion : Vxe R, , x——g—sSmxSx. _

’ n 2 . 2
2°/ Montrons par récurrence que VneN, Zk3 _mnrl)y
© k=0 4
0 2 2
e Pour n=0, Zk3 =O—M——
k=0 4
n 2 2 - '
e Supposons que pour un entier # donné , Zk3 = Anr ) et montrons

k=0

n+l 2 2
que Zk3 _ (n+1) jn+2)
k=0
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Lo < nz(l’l+1)2
Ona: Zk3 =Zk3 +(n~1-1)3 =———Z—+(n+l)3
k=0 k=0

2 2 2
=(n+l)2(%—+n+l)=(n+l)2(——-————n +i’“"‘)=(n+1)2———("J’:)

nz(n + l)2

n
Conclusion : Vne N, Zk3 = 2

k=0

x> ak
3°/Ona: VxeR,, x———6—$sinx$x et Vk=21, Va=0, _T?‘O
’ n

3.3
ak ak ak .ok, ak

donc pour X=— ona: —-~— 5sm(—2—)s-7:>
n n 6n n n

n 3 3 n
Z(a 2k__()z k JSU,,(a)S azk

6
o\ n 6n

_a n(n-f—l)__(_zi.nz(nﬂ)2 =a'(n+l)_a'3(n+1)2

n 2 6n° 4 2n 24n*

3 2
a(n+l) a’(n+l) sU,,(a)SanH.
2n 24n* 2n

d’olt Vn21 :

3 2
a(n+l)__a (n+1) SU,,(a)SanH
2n 24n?t 2n

3 2
et lim (a(n+l)_a (n+1) )= lim aﬁl=£
ns+0 20 24n° n>+n 20 2

4°/Ona: vnzl :

d’ott lim U, (@)=2.
n—+0 2
ix

e _e——ix 5
5°/Ona: vxeR, sinx=-—7— D@ =-1)
i

N 1 . - 1 . . . _3
= sm3x=——é—_(e”‘—e /x)3 =_§T(e3:x_3elx+3e " _ g .Ix)
7] 1]

. B L
= sm3x =__8_.(e3rx —-e 3ix __3(elx —e Lr))
]
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. . , 1, 3.
= sin3x=~§l;(2ism3x—6ismx) d’ou sm3x=—zsm3x+zsmx
i .

n n
. Y 2N 1. 3% 3. &
b) Soit =1, V, = E_ sin (?)~Z(—Zsm(7)+zsm(—n—2))

n

k 1 3
=——Zsm<—)+~2 sin(—) = =2 U,(+7 U,

c)Ona: lim U,,(a)=— = lim U,,(3)=3 et lim U,,(l)=l
n—r+oo n—>+0 2 1>+ 2

d’ot lim V, = 1><3+3><l=0
>+ 22 4 2

Conclusion : (V) est une suite convergente vers 0.

n+l

n
1e/ U,H_] -U" =22‘k! _Zzﬁk! =2—(I1+])! >0
k—.

k=1
d’on (U,,) est une suite croissante.
2°/ a) k'= k(k —1)x---x3x2x1= k(k -1)!
ona: (k—1)!>1 d’oli k(k—1)!2k et parsuite Vk21 ona: K2k .
b) Soit la suite V, =2" . |
(V,) est une suite croissante car V,, ? V >0.

K2k=> V2V, = 2"'>2" d’oir 2"‘ 2% = 22""<22"‘
k=l k=1

n
Do U, s;-(l]
2

. n n
3°/Ona: —(—;—) <0 = ]—(—;—) <l d’ou Vn21, U, <I.

(U,) est une suite croissante, majorée par 1 donc (U,,) converge vers /.
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1
Ona: U =22"‘! =—1—
k=1 2

Ona: vuzl, U,2U, d’ot v—;—_<_U,, <1 et par suite %Sld.

2 2 B 2
2_2x+1 (x-1)
1°/a x)-1= —1=2 =
) S(x)- 2x -1 2x-1 2x -1
ona: Vx=lona:2x>22 d’ou 2x—-121 d’ot Vx=1ona

f(x)-120.

Conclusion : Vx 21, f(x)21. : :
b f)-xmt oy XoxReol) oxiex xllox)

2x -1 2x -1 2x=1 7 2x=1

ona: Vx2>1,1-x<0et2x-1>0 d’ot f(x)- x<0

Conclusion : Vx2>1, f(x)<x.

2°/a) Montrons par récurrence que Ve N, u, > 1.

pour n=0,0na u0=2>1
Soit ne N, supposons que u, >1 et montrons que u,1+l >1.
Ona u, 21 donc f(u,)=1 (d’apres 1°/ a)) d’ou Uy >1
Conclusion : VneN, u, >1. '

byona~d’aprés 1°/ by~ Vx>1, f(x)<x..
On pose x =u, car u, >1 donc f(u,)<u, d’ol u,,, <u, et par
suite (u,) est une suite décroissante.

c)ona: (u,) estune suite décroissante minorée par | donc (u,)

est convergente. Soit / sa limite.
Ona:VrneN, u,21 d’ou/>1.

On a : fest continue sur R\ {%} donc fest continue en / car [/ # %

dod f(I)=1.

l2
fh=1l T

[=0oul=1. Or 121 dod [=1.
Conclusion : (u,) est-une suite convergente vers 1.

—1@12_21- o P-1= 0@1(1—1) 0 =
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3°/ Montrons par récurrence que VneN, u, = T

s pour n=0 ona: 2°=1 d’od = = 1:2=uo.
1Y 1-=
.
(2) 2
¢ Soit ne N, supposons que u, = ———J—(ﬂ et montrons que

at

1
un+l = { n+li .
(3]
2
u?_
Ona:u, = =_n
n+l f(un) 2un -1

EIRR U ] i 1
d’on — Y =u,, etparsuite VneN, u, =

2u, -1 7 T
() ~ 2
2 2

Solution 15 : |

1°/

* Ui~ U, = >0 d’ou (U,) est une suite croissante

(n+!
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* Vo= Vo= U,,+,+——'—1——— —(U"+——1—)
(n+1).(n+1)! n.n!
1 1

n+D).(n+1)! nn!
1 1 1
(n+D! (n+Dn+D! nna!

] ( 1 n+1]
= 1+ —
(n+1)! (n+l) n.

i)
= <0
(n+DH!\ n(n+1)

D’oti (V,) est une suite décroissante

=(Un+1 —Uy) +

22/ lim (Vo—U,)= lim LI

X —>+a0 X =>4+ n_n
n!'>2l1=>n.n'2n
limn =+ alors lim n.n! =+wx
X —>0 X >0

(U,) est une suite croissante

(V) est une suite décroissante  alors (U,) et (V,,) sont deux
imy,-U,)=0

X —>+40

suites adjacents

19/Upes — Uy = 2" sin 2:23 -2 sin (Eﬂ“)

= {2 sin(%)—sin%z—ﬁ?)]

= Q! 2sin(——gj—2sin( ”+3 coS 7;)
2n+ 2" 2"

= sin(zzr+3 ](1 - cos( 2:; )J
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Ona: (;SJ e [0,7]d0u sin (5’%) >0

1—cos (213J 20

Conclusion : U, — U, = 0 et par suite (U,) est une suite croissante

Vit = V= 2"2 tan[ 213 ) -2™ tan (2:{(3 )
= ! (2 tan( 213 ) —tan 2nﬂ+2 ]

2tanx
Ona: tan2x = — — car
l.tan“ x
sin2x 3 2sinx cosx _ 2sinxcosx 2tanx

tan 2x =

cos2x  cos’x —sin’ x R sinx | I-tan’x
cos" x| 1~——
cos’ x

n+3 = .
2 ~ tan? (—:[—;;) 1—tan? (5%)
Ona: 0< —”T < z
2" 4
D’ou : 0 <tan(5i—[§) <1

Et par suite Vo1 = Vo <0

Conclusion : (V) est une suite décroissante
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2°/

a) V,—U,=2""sin :rzj - tan( ﬂ;,
2 + 2" s
Co] Sm( il )(’COS('%J“IJ
=2n+l Sin( ’7:-2) ]_____1_~__ = . 20+ 2 L_ <O
2 T T
COS( 2n+2 ) COS( 2H+2 )

Car: sin(ziz] >0 et 0<cos(2nﬂ;2j<1

Quand n —> 40 alors X — 0"

Ona: lim (V,, —Un)= lim 2"+ tam(znﬂ+2 )—2”“ sin[zizj

X —r+o0 X =+

= l1m———(tanX —sz) = lim=
x=0 2 x>0 7

(U,) est une suite croissante
(V,) est une suite décroissante alors (U,) et (V,) sont adjacents

lim @/, -U,)=0
lim U, = lim ¥, =¢

Un=zn+lsm( T ) 27 X ou X = =%
2" 2X 20

lim U, = lim —
n—>+0 n0t 2 X

Conclusion: limU, = limV, =—

n=>+w n—>+o

Solution 17,1

. U, =1
1°/0 < Uy <V estvralecar:
V, =2

0
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Soit n € N , supposons que 0 < U, <V, montrons que :
0 < Upn <Viu

Ona: Uy = 2Jnva
U, +V,
+ U,=0
Vo = U, v, >0 car !
2 V,=0

UV, UV,  4UV,-(U,+V,)

o Uy -Vog = h_n n'n

U, +V, 2 2(U, +V,)
_ 4N, -0, 20, Y,V U,V
2(U, +V,) 2(U, +V,)

Don: 0< Un+] < V“+]
Conclusion: Ve N : 0<U, <V,

20/ :
a) Vior1 = Upsr — l(V,,—U,1)= M - l(Vl,—U,,)
2 20, +V)y 20
OV =(V,+UNV,+U,)  U:-2UV,+V? -V’ +U?
- 2(U, +V) B 2U, +V,)
_w,u,-v,) _U,U,-V) <0

car: 0<U,<V,
20, +V) U, +V, ‘

D’ou : Vn+] - Un+l < _;“ (Vn"Un)
b)

0
1
Ona: Vy —-U; < (5) vraie car: Uy = 1; V=2

Soit 7 € N | supposons que : V,—U, < (%J
n n+l
Ona: V= Upg < (l(Vn—Un) < -1— l < l
2 2\2 2

Conclusion : pourtout ne N : V,-U, < [%j
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3°/

e Etude de la monotonie de (Uy)

Un+) —U,, = 2UnVn -U,= UnVn —U: = Un(Vn —'U")
U, +V, U, +V, U, +V,

Ona: 0<U,<V, dou: Uy ~U,>0
Conclusion : (U,) est une suite croissante

¢ Etude de le monotonie de (V,)
Vos1 =V, = U,*V, -V,= ————U" i/ <0

D’ou : (V,) est une suite décroissante
* (U,) est une suite croissante
Ona: <* (V) est une suite décroissante
* lim(V,-U,)=0

Alors (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes
4°/ ay* UpVo=1x2=2
* Soit n € N, supposons que UV, =2
et montrons que : Uy Vy =2
Vv +
2Un n N U" Vn = Unvn = 2
U, +V, 2
Conclusion: Ve N : Uy\V,=2
b) (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes alors
Iimy,=lmV, =fe R

Nt - n—>+n
Or UV,=2 dob: (=2
Et par suite : (= V2 ou £=-2 Oru,>2 dou { 2
Conclusion: lim U, = lim V, = \/5

n—>+w n—>+a

Unrnt Vi1 =

o

I
x x —x(x>+x +1)

1°f(x)-x = 5——-x =

x2+x +1 x?+x +1
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_ 2
=7 )62 ¥ X - xz(x+1)50 car x>0
x“+x +1 x“+x +1
2°/ f est continue , dérivable sur R*
, 1d+x +x2)—x (2x +1) B 1-x?
flx)= 2 2 - 2 2
(x"+x +1) (x"+x +1)
x — 0 -1 1 + 00

O R P
1
/&) \ %
/& —1/ \0
1°/

a) Ona: Uy=1>0.
Soitn € N , supposons que U, >0
u,>0
Ona: U d’ot Up >0
Un+| = -——'H—T
1+U, +U;
Conclusion: pourtout ne N : U,>0
b) Um-U, =7 U)-U, <0 (dapresl 1)
(U, ) est une suite décroissante
(U, ) est minorée par 0
Donc (U,) est convergente
(=lmU_
U,n=fU
On a: n+t f( n)
f est continue surR*
220

donc £ = f(()
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{f(-€)=f N { ¢ PN {K=L’3+£2+f

020 vl 020
C+0P=0 Cl+1)=0
=
(>0 >0
£=0oul=-1
£20
(U,) est une suite convergente vers 0
2°/
I i
1 " " n
a) *fl— = L = n__= 3
) f(n} 1+l+~17 n+n+l ni+n+l
n n n2

« f l B 1 _ n B 1
n n+l nl+n+1 n+l
= 1 <Qcarne N

(n2+n+1)(n+1)
Dou : f(lj <!

n n+1

b) *Uo < 1 vraie

*Soit n € N , supposons que U, < ——

n+1
1
Montrons que Uy <
n+72
1
Ona: U, £ —
n+1

Or f eststrictement croissante sur [0, 1]

Doi: fO)<fU,)<f (7171)

0 < Uy = (d’apreés 2°/ a))

1
n+l

Conclusion: Vre N: U, <
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30/ , ‘
1 1 1+U, +U? 4+ U?
a) —_—_— = "+ n ——1— = U" U’"'='1+U,,
Un+1 Un Un Un Un
Ona: 05U, < 1
n+l1
D’ou: 1S1+Un31+——}——
n+1
Et parsuite 1 < ! ——1—£1+ 1‘
u,+1 U, n+l
b) Ona: pourtout k > 1
1 < L— 1 <1+ —1—
u, U, -1 k




