Dérivabilité *67 ¢ 4™ Maths -

_EXERCICES |

Exercice1:

[ R->R

Vx?+4pourx >0

X = xz

——+2pourx <0
x 42

1°/Montrer que f est continue en 0
20/ _
a) Montrer que f est dérivable en 0
b) Interpréter géométriguement le résultat .

Exercice2: .

fRoR

Jx =1six =1
Xyt -

S pourx <1
x +1

1°/
2%/

Montrer que f est continue en |

a) Etudier la dérivabilité de f enx, =1

b) Interpréter géométriquement le résultat .

Exercice 3: -

F )= ylx|+x?
1°/Df

2°/ Etudier la dérivabilité de f en xo=0
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f(x)=x?+ax +2bpourx <0

1°/ Calculer b pour que f soit continue en 0
2°/ Calculer a pour que f soit dérivable en 0

f(x)=x>+2x -1
1°/ Montrer que f est dérivable sur R
2°/
a) Calculer f '(x) et f "(x)
b)  Montrer que Cf a un seul point d’inflexion I

3;’/ Ecrire I’équation de la tangente (T) a C/ au point 1.

‘Exercice 6: |

T xz xz
1°/ Montrer que V xe[0,—] ona: 1-=—<cosx<l1-—.
2 2 /4
/4 )C3 x3
2°/ En déduire que V xe[0,=] :x—-—<sinx<x——
2 6 kY 4

3°/ Démontrer que lim ">~ =0,

x—0 x

Exercice 7.2 . I

Utiliser le théoréme des inégalités des accroissements finis pour montrer que :

2 <tan(b)—tan(a) < 5a (O<a<b<zc—)‘
cos“ b 2

3 =

1 1
2°/ S\/a+l—\/;S a>0
2Ja+1 2Wa (a>0)

o T T
3°/ 5—2xs(cotgx)—lsz——x (xE[Z,E])-

1°/
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Soit f(x)=vx>+8—-x.
1°/ Prouver que Vxe[l,2] ona: 1< f(x)<2 et ]f'(x)lsé

2°/ Soit la suite (U,,) définie par U0 =letU,,=/fU,).
a) Montrer que VneN, 1sU, <
b) En utilisant le théoréme des megalités des accroissements finis,

212
Un+l _2‘/;

<

d U,,—zJZ .

3 3

u,-2/2
3

b) En déduire que (U,) est une suite convergente vers un réel / que
I’on calculera.

montrer que VreN,

3°/a) Montrer que VYneN, < (%)" .

Exercice9:

x? -1
Soit f(x)=—;
x

243
1°/ Etudier les variations de f .

2°/ On définit la suite (U,) par : {
n+1 f(U )

a) Montrer que Vne N, <U, <0.
—1 , 27
b) Montrer que Vx e[?,O], | f' ()] <%
3°/ On pose VneN, V, =U,, et W, =U,,,
27
Prouver que | W, -V, |_ |W,, ‘AP
4°/a) Montrer par récurrence que VneN,

27 2n
W, v1_( j |Wo V|-

b) Montrer que (V,)) et (W,)) sont deux suites convergentes vers la
méme limite /.

5°/ En déduire que (U,) est convergente vers /.
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Exercice |
2
. . P - 1
Soit £ la fonction définie par : f(x)= %i—r——
X"+

1°/ Etudier les variations de f.
2°/ Le plan P est rapporté & un repére orthonormé (0,7, ) .
a) Montrer que le point A(0,1) est un centre de symétrie de C;.
b) Ecrire une équation cartésienne de la tangente (T) & C,au point
A.
3°/a) Etudier la position de C,et (T).
b) Tracer C; et (T).

Exercice 11 :
Soit f:R >R
x* +2x? +3x-2
2
x“+3
A. On note (&) sa courbe représentative dans un repére orthonormé -
(0.1,)) .
1°/ Montrer que fest dérivable sur Retque : VxeR,
, (x+1)’(x* =2x+9)

x)= .
S (x” +3)°
2°/ Etudier les variations de 1.
3°/a) Montrer qu’il existe trois réels a, b, ¢ tels que :

VxeR, f(x)=ax+b+

x*+3° :

b) En déduire que (£') admet une asymptote oblique A.
4°/ Etudier la position de (£') et A. '
5°/a) Déterminer une équation cartésienne de la tangente (T) 4 (£)
au point d’abscisse x, =0.

b) Montrer que (T) // A .

¢) Etudier la position de (£ ) et (T) .

d) Tracer (£) .

wo=-Y

B. Soit la suite (u, ),y définie par: <et

un+l :f(un)
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R

1°/ Montrer par récurrence que Vne N, -1<uy, 0.,
2°/ Montrer que (x,) est une suite décroissante.
3°/ Montrer que(u, ) est convergente et calculer sa limite.

fxX)=vx*+4  six<0

Soit la fonction f définie sur R par : 9
f(X)=T—x si x>0
x

1°/ Montrer que fest continue sur R.
2°/a) Etudier la dérivabilité de fen 0. ‘
b) Interpréter géométriquement le résultat.
3°/a) Etudier les variations de f sur chacun des intervalles ]—co,0[ et
10,4+ oof .
b) Montrer que C; admet une asymptote oblique A.
4°/ Etudier la position de C; par rapport a A.
5°/ Tracer C; dans un plan P rapporté a un repére orthonormé

O.,i,)).

Exercice 1

1

xJx+1

On considére la fonction f définie sur R. par f(x)=x-

1°/ Etudier la dérivabilité de fa droite en x, =0.
2°/ Ecrire une équation de la tangente A a C; en A d’abscisse x;, =0.
3°/ Etudier la position de C; et A.
4°/a) Montrer que C,admet une asymptote oblique D.
b) Etudier la position de C; et D.
5°/a) Etudier les variations de f.
b) Tracer C;dans un plan # rapporté a un repére orthonormé (0.7, j) .

Exercice 14 ; |

Soitf: [0,7]>R

. 1
x> 1+—cosx
2

1°/ Etudier les variations de f.
2°/ Montrer que C, admet un seul point d’inflexion I.
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3°/ Tracer C,dans un plan P rapporté a un repére orthonormé
©.i,)).

Soitf: R - R

x +1 1

x2+1

1°/ Etudier les variations de f
2°/ On note (C) la courbe représentative de /* dans un repére
orthonormé (O,i—,]_'.).

a) Ecrire I’équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse

Xo=10
b) E(;udier la position de (C) et (T)
3°/ Tracer (C)
1
4°/ On considére la suite (U,) . définie par : o _5
U +] =f (Un).

a) Prouverque Vn e N ,-1<U,< 0

b) Montrer que (U,) est convergente et calculer sa limite .
5°/

2
a) Démontrerque Vn e N ,0<U,;+1 < ——£(U +1)

b) Prouverque Vn e N,0<U,+1 < %[.2?\[5——]

¢) Retrouver ainsi la limite de la suite (U,) .

]

X )
ol n est entier =1
Vx2+1

On note C, la courbe représentative de f,, dans un repére orthonormé

(0.7 ])

ASoitf, R >R : x>




Dérivabilité *73 ¢ 4™ Maths

1/
a) Etudier la parité de f,
b) Préciser les brancjes infinies de la courbe (C,) .
2°/
a) Déterminer les points fixes de (C,)
b) Etudier la position relative ce (C,.) et (C,)
3°/ Etudier les variations de f, .
B)
Us€]0,1[et Ve N, Uy =f, (Us) ol kestun entier fixe > 1.
1°/ Prouverque Vn 2 1 ,0<U, <1

2°/Prouver que Vn 21, U, < -—1— U,

V2
3%/

a) Prouver que (U,) est une suite décroissante .
b) Prouver que (U,) est une suite convergente vers un réel que ’on
calculera .
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~ SOLUTIONS |

1 limf (x)= 1ir§\/x2+4=JZ=2
x —0" x—>0*

’7

lim f (x ) = lim

x =07 x—0" x +2

+2=2

a: li(r)nf =2=f(0) d’ou f est continue en 0.

2°/
x2
a) lmf(x) f(O) llm x‘2+2
x>0 ¥ =0 X
= lim ——=0=1,(0)
X0 X +x
2
i LSO Nx A2
x —0" x -0 x—0" X

o (2 4-4)

=0 x (Wx 2 +4+2)

x :
= lim ——=—=—=0=f,(0)
0 x?+4+2
Ona: f& (0)= £,(0) d’ott f est dérivableen O et f '(0)=0
b) Cradmet au points A(0,2) une tangente horizontale d’équation

D:y=f '(0)x +f(0)=2
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[Solution 2:

1°/ lirqf(x)=lirr1\/x— =0

hmf(x)—hm 2=O
st x 241
a: lllmf =f (1) d’ou f est continue en 1
2°/
a) . .
e i T D gl 1

x ol x =1 ot x =1 x>\ —i L , » .j
f est dérivable é droite en 1
, 2
i/ @O 2
ol x —1 U (x“+1D(x =1
2(x +1)

lim —
x> x T 4+1

=2

f n'est pas dérivable a gauche en 1 et /f:, hH=2

b) Cradmet a gauche en'1 , une demi tangente verticale

=2(x -1
d’équation {y ( )
x <1

: Y =
C; admet a droite en 1 , une demi tangente d’équation {

1°/ Pourtout x ¢ R
Ona: |xl+x220

D'oa Df =R

\x x| . x7+x

20/ * 1imw = lim

x 0" x =0 x—0" X x—)O’x‘/x2+x
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v i L)1 O)

i = lim = lim —=—== = —©
500 x =0 0 x =0 Jx?+x

. x(x-1

lim ——=——====-w

=0y Jx 24 x

f non dérivable en 0

Jxl+l-1_ x? 1 1

1°/ lim ————=lim —hm—~———————

x50 x° x—0" 2(\f+1+1) o0 x4l +1 2
lim f (¢) =25 =f (0)

Pour que f soit continue en 0, il faut que 2b = —;— d’ou b= i—
2¢/
— 2 —
. limf(x) f(0)=limx +ax +2b -2b
x 0" x -0 X0~ X
~1im %Y limx +a)=a
x 07 X x =07
Dot f,(0) =a
x2+1-1 1
° llmf(x) f(O) llm x2 2
x =0 X -0 x 0" X
2Jx 2 +1 (2+x )~ tim 4(xP+D)-Q+x?)?

= lim
x-50° g 263Vx 2 +1+2+x %)
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—-X ,

= lim =0=£,(0)
9 2Vx? +1424x7%] ’

Dot a=0

1°/ f est une fonction polyndme d’ou f est dérivable sur R
2°/
a) f'(x)=3x"+2 ; f"(x)=6x
b) f"x)=0=x =0
x| 0
f'w - ? +

f " s’annule en 0, en changeant de signe . d’ou C/ a un seul

point d’inflexion I( 0, -1)
3%/ T:y=f (0)x +f (0)
y=2x-1

[Solution

2
1°/ Montrons que Vxe [0,-725] , 1—% <cosx

2 2
1—7Scosx < cosx+—2—-—] 20

2

Soit f(x)=cosx+L—] s xe[O,—’i]
2 2
£ est dérivable sur [0,%] et ‘v’xe[O,%], f1(x)=—sinx+x

/" est dérivable sur [0,%] et Vxe[O,g], Sf"(x)=~cosx+120 car

-1<cosx<1.
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x |0

G T
£ |0
f(x) 0—"

D’aprés ce tableau,.0 est un minimum absolu de f sur [0,—72E 1 donc

NN

2

Vxe[O,%], f(x)=0 et par suite : Vxe[O,g-] . l—iz—SCosx.

V4 x2
e Montrons que Vxe[O,E] , cosx<l——
/4

2 2

X X
cosx<l-—&cosx+—~1<0,
T T

2
Soit g(x)=cosx+—)—c~—1, xe [0,£ ]
/4 2

g'(x)=—sinx+z'—)E ; g estdérivable sur [0,%]
7

g"(:c)=—cosx+Z
7

2? est dérivable sur [0,%] donc g®(x)=sinx

X Q A z
2

gV |0 +
0 |20 O 2

g |0 TR e O 0
—8(x) 0

d’aprés le tableau des variations de g , 0 est un maximum absolu sur

2
[0,Z7 donc vxe [0,%], cosx<1-2—.
2 2 V4
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2 2

Conclusion : Vx e [0,%],ona: l*%gcosxsl—i—.
T

3
2°/e Soit k(x)=x—f6——sinx ; k est dérivable sur (O,%].

2

Vxe [0,12!-], k‘(x)=l—§—cosx£0 (d’aprés 1°/) .

T
X 0 >

k'(x) -

k(x) O\K_,
7 x*
donc ‘v’xe[O,?], k(x)<0 = x——G—Ssinx.
3

® Soit h(x) =Sinx—x+.”f_.
KV 4

2
h est dérivable sur [0,%] , h(x) = cosx~1-2—<0 (d’aprés 1°/)
T

4
x| 0 3

h'(x) -

donc Vxe[O,'%], A(x) <0 et par suite Vxe[O,%] ,sinxSx—;—.

Vs
3 3
R b4 x . x
Conclusion : Vxe[0,—~], x——<sinx<x-—.
2 6 3r
3 3 3 o 3
b4 x . x : . X
3°/Ona: Vxel0,~], x——~<sinx<x-"— > - —<sinx—x<—-——
2 6 3z 6 _ 3r
7 x _sinx—x x ' ‘ '
Vxel[0,=], ~~S$———<-—
2 6 x 3z
sinx-x _

Ona: lim-2=lim-=-=0 donc lim 0.

x>0t 6 xo0" 37 —0"  x

2
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sinx~x

Cherchons lim >

x—-0" X

On pose t=-x.Lorsque x >0~ = r—> 0"

. sinx—-x .. sin(-f)+r . —sint+¢ . sint—¢
lim = lim ( 2) = lim 5 =— lim 5 =0
=0~ x x>0t t x>0 t -0 ¢

. sinx-x . sinx-x
Donc lim = lim >—=0.
x-»0" x 0" x
. . sinx—x
Conclusion : lim —=0.
-0 x
T

1°/Soit f . ]—5,5[—>R , X > tanx

T T
est dérivable sur}——,—[ et Vx € ]——,—[,
f 1= 251 =2l

1

cos’ x

f'(x)=1+tan’x =

T
f ' est dérivable sur ]——,—
] 2°2 [

et Vx € ]—12’-,%[ ,f "(x)=2tanx (1+tan’x)
x |0 %
S'"®p +

'y —

1

Soientaetbtelsque 0<a<b< % .
[ estdérivable sur [ab] et Vx €[ab] , f '@) <f '(x)<f'(B)

. . i 4
( car f 'est strictement croissante sur [0, —2-[ )

=

—<f'x)s—
cos“ a cos b
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Donc d’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finis :

G-ay '@<f@®)-f@<=<f'6)b-a)

= O ) - tan(a) < ® ‘2“)
cos a 0os" b

2°/Soit g(x)=~/x

g estdérivablesur R, et Vx e R, , g'(x) = 1

2Wx
-1

g ' estdérivablesur Rl est Vx e R’ , g
4yx’°

Donc g ' est strictement décroissante sur R’ .

Soit a>0,a<x Sa+1:>g'(a+1)£g'(x)$g'(a)

1
- <g' <
2J@+1) glx)= zJ“
gest dérivable sur[a,a +1]

1 1
dotl _,/ N-vas—=
Vxe10+oo[,2J——<g< <2f o T Ve ‘/£<2J5

3°/Soit 1 :[—,—],x B> cotgx
i [4 2] g

h est dérivable sur [it_’_i_r_] et Vx € [Zt-,zr-] )
4’2 4°2

h'(x)=-1-cotg’x = ,—2

sin” x

h' est dérivable sur [1,1] et Vx € [Zr—,z] ,
4°2 4 2

ho(x ) = 2sm.x CosX _ 2cosx >0

sin* x sin® x

. . T /4 /4
Donc A' est strictement croissante sur[z,i] donc —<x £<—=

2
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h'(%)sh"(x)s‘h"(%)p~2sh_'(x)§—1 i

hest dérivable sur|

4>|§

V3

5]
T

Vx e[—,=],-2<h'(x)<-1
[4 2] (x)

D’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finisona : -

Vx e [%,%] 2(x —Z-)sh(x)~(a(%)s—1.(x »—%)»

T ' T
= —-2x <cotgx -1<——x
2 gy

|Solution 8 : |

/ 2 2.
1°/e f(x)-1= x2+8—x—1=\/x2+8_(x+1)=‘x__+_8ﬂ
\/x2 +8 +x+1

7-2x

Vx? +8 +x+1

or Vxe[l,2] ona: 2<2x<4 < -4<2x<2 < 3<7-2x<5

et comme Vxe[l1,2], V¥’ +8+x+1>0 dou f(x)-1=0
et par suite f(x)=>1. '

2 2
d f(x)—2=\/x2+8—(x+2)=x +8-(x+2) _ 4 4x
Vx?+84x+2 x*+8+x+2

or 1<x<2 = 4<4x<8 = 4-4x<0 d’ou f(x)-2<0.
Conclusion : Vxe[1,2], 1< f(x)<2.
TE S Lo o MY C
\/x +8 \/x2+8 \/x2+8

= f )| Ve e

V18 Vs

or 1< f(x)<2 etcomme 1<x<2 = 1<x? <4 = 9<x2 +8<I2
1
=3

car f(x)>0

3cii18<243F = <1
23 x*+8
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N

1)

x> +8

On adonc:

3

Conclusion : ¥xe[1,2],

re)ss.

2°/a) Montrons par récurrence que Vane N, 1<U, <2.

ePour n=0, Uy=1 => 1<U;<2

e Supposons que poﬁr un entier donné », 1 <U, <2 et montrons que -
1<U,, <2. ’ '

Ona: U, €[1,2] or pourtout xe[1,2], 1< f(x)<2 =

1< f(U,)<2=>1<U,,, <2.

Conclusion : VneN, 1<U, <2,

b)ona:
f estdérivablesur[1,2]

Vx e[1,21,] /()| s% donc, d’aprés le théoréme des

vneN, U, €[1,2]

inégalités des accroissements finis :

2
f(Un)_f(z\/;)
. 2.2 2 2 2.2

U)=U,, et fQ2.|5)=.|"2-2[|==4 |22 [Z=2 /=
Orf( n) ntl € f( \/’;) 3 \/; \/g \/; \/Z
Un+]"2‘/§
3
3°/a) Montrons par récurrence que Vre N,
aff
3

e Supposons que pour un entier » donné,

u,-2%

VneN,
3

2
< =
3

2
<z

2

3

2
-2y

Conclusion : YneN, 8]

"=

-

e Pour n=0, Uy =1 = <1

U, -2.]=
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et montrons que

U

n+l

-2

2

3

o)

n n+l
Ona: U,-2 zs(-z—) = —2-U,,-2 2 s(z
3 3 3 3 3
0r a2 2|52, 22| = o 2 <(2]
n+l 3 —3 n 3 n+l 3 S 3 .

<

Conclusion : YneN,

u, -2‘f3
3
u, —2‘H
3

5
5

b)Ona: VneN,

lim U, =2‘/z.
N—>40 3

<

d’ou

1°/ f est définie, continue et dérivable sur R, Vxe R, f'(x)= (——2§f—3)—2
x°+
x -0 0 +00
£ R
& |1 !
\ /

2°/a) Montrons par récurrence que VneN, —% <U, £0.
Ona: U,=0 donc —--;—SUO <0

Supposons que —-% <U, <0 et montrons que —% <U,,; <0.

f est strictement croissante sur R _donc :

0= f(O)Sf(U,,)Sf(—%)

|
—-3—S U, =<
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1 1,2 1
or f(0)=-=, f(-)=-== d’oi -=<U,, <0
O] 3 J( 3) 7 3 +

Conclusion : VneN, —és U, <0.

b) f'(x)= 78—x37 . Etudions les variations de /" sur [—% ,01.
x”+3)°

_8(x*+3)" —8x(4x)(x’ +3) _24(1-x7)

VALE)

(x2 +3)* T (62 +3)?
x —lg 0
S (x) +
f'(x) / 0
27
o3

d’ob |/'(x)|< % .
3°/ |Wn+] - Vn+l| = IU2n+3 - U2n+2| = 'f(U2n+2 ) - f(U2n+l )I

On a: f est dérivable sur [-?1;-, 0] et Vxe [—%,O],

27
'(x)| <= donc
relsa
d’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finison a :

YXe[-+,0] et YYe[-~,0]ona: if(X)—f(Y)|52[X—Y|
3 3 98

27

Donc |f(U2n+2)_f(U2n+l )| S%IUMH _U2n+l| =
27
Iwn+] - Vn+] | < QIUZIHZ - U2n+l|
27

Or |U2n+2 _U2n+l| = |f(U2n+l)"f(U2n)| s 9_8'|U2n+l - UZn

27Y
Done [Wy., - V< (Q) W, —V, .



Dérivabilité . e86 4*™ Maths

2n
4°/ Montrons que VrneN, [W, -V, < ( ) [Wo = V|

27Y
e pour n=0 : |W0—Vo}s[—9§) [Wo = V|

27

2n
98) {Wo —V,| et montrons que

* Supposons que |W, -V, | _(

2n+2
27 N
IWn+l n+l‘<(9sj IWO —V0|

2 2n
27 27
|Wn+1 _Vn+llg(98) lwn —an ( ) (98) lWO ~“VOl

. 27 2n+2
dol W, —V,,+l|s(—9-—§) IWo — Vo).

2n
Conclusion : WneN, |W, - V|<(27) [Wo — V.

b)Ona: —ésv,, <0
Etudions le sens des variations de la suite (V,,).

. 1, 27
Ona: V,=U;=0, V,=U, :f(U1)=fof(UO)=f(§)=—9—8~.
Ona: V>V,

Supposons que pour un entier donné n, V, >V, ; et montrons que

\%

n+l > vn+2 »

Ona: V,>V,, etfeststrictement décroissante sur [—% ,0] donc

f(vn)<f( +[)
Or SV =f(Uy,)= U2/1+1
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S V)= f(Uzp2)=Uy,,3 donc U,,,, <U,,. et par suite
SU2p1) > f(Uspys) d’0U Uy > Uy, done vV, >V, .
d’ou (V,) est une suite décroissante
* Wa=1(V,)

Wi — Wy = (Vi) = (V) or Vi <V, et fest strict¢ment
décroissante

d’ot : f(Vu) > (V) d’ou Wiy > W,

conclusion : (W),) est une suite croissante

< (2—7j W, -V,
98

2n
et lim (ﬂj =0)
N>+ 98

d’ou (V,) et (W,) sont deux suites adjacentes et par suite elles

et comme lim (V,-W,)=0 (IWn -V,

n—>+x

convergent vers la méme limite (.

imU, . =/ N

n—>+x

lim U, =/
50/ <" = lim U, =¢ (théoréme de cours)

2n+l

Solution 10 ;

1°/ VxeR, x* +1#0. fest continue, dérivable sur R
Cx+ D +D=2x(x> +x+1)

VxeR, f'(x)=
A (x2+1)2
a2 420+t 4 1-2%0 = 2% 2% ~x7 +1
f(X)-— 2 2 = 2 2
(x +1 (x+1
x ~ 0 -1 1 + 00

169 1\%/% \]
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2°/a) VxeRona: (2x0—x)=~-xeR.

2
x° -x+1
* f(-xX)=—7F"—
x°+1
2 2 - 2
02><1—f(x)=2—x +x+1:2x +2-x"—-x 1=x x+1

x*+1 xt+1 x*+1
Ona: VxeR, f(-x)=2x1-f(x).
Conclusion : A(0,1) est un centre de symétrie de C;.

O T: y=1'(O0}x-0)+f(0) or f(0)=1 et f'(0)=1d’ou
T:y=x+1.

2
XX ke
x°+1
_x2+x+1—(x3+x+x2+1)
x2+1

3°/a) Soit p(x) =f(x)—-(x+1) =

3

Ona: ¢(x)=—
x“+1
x — 0 +00

®(x) + } -

C; est au dessus de (T) sur ]-,0].
C; est au dessous de (T) sur [0,+oo[.

C; coupe (T) en un seul point d’abscisse 0.
b)

()

Y
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A.1°7a)D;=R
[ est dérivable sur R car fest une fonction rationnelle.
Gx? +4x+3)(x2 +3)—-2x(x* +2x2 +3x-2)

vxeR, f'(x)=

(x* +3)?
4 2
VXER,f'(x)zx +6.X; +1§x+9
(x2 +3)
or (x+1)2(x*-2x+9)=(x? +2x+ D(x?=2x+9) = x* + 6x> +16x+9
20,2
doi VxeR, fi(x)= D f“g)
(x% +3)
20/
X - -1 + 00
) + )] +
Fx / +00
— 0
3 2
3%/a) ax+b+ 2c _ax” +bx -2i-3ax+3b+c:f(x)
x +3 x“+3
a=1
d’ott \h=2 d’oit VxeR, f(x)=x+2- ,8 .
X +3
c=-8
-8 -8

=0

b) f(X)-(x+2)=— et lim —
X" 43 worox 43

donc la droite A : y = x + 2 est une asymptote oblique a (£ ) au
voisinage de + 0.

4 h(x)=f(x)-y=f(x)-(x+2) =

——<0 d’ou (€)estau
x“+3

dessous de A.

5°/a)T:y = f'(0)x+ f(O)or f(0)= "72 et f'(0)=1donc T: y = x~§ .

b)A:y=x+2. T et Aont méme coefficient directeur donc T // A.
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: - P A (P Yestan - -
¢) Soit k(x) = f(x)—(x 3) 3(x2+3)20 donc{:,___!(ﬁ‘)gs_t‘ag'w

dessus de (T).

&)

Ny,
>

y=x-+2 7,

B. 1°/ Pour n=0 ona: u, ::2—1 d’olt —1<u, <0.

Soit » e N, supposons que —1 <u, <0 et montrons que

-1<u,,, <0.

-1<u,<0
Ona: ) ) , donc:
et f eststrictement croissante sur R

FD < £@,) < £(0) or f(~T)=—1 et f(0)=—“§3

d’ot ~1<u,,, 3132—30.

Conclusion : VneN, -1<u, <0.
_w)+2u; +3u, -3 B AV )
! Cul+3

[¢]
2¢/ U,py — U, 2
u, +3

or -1<u,<0=>u,-1<0etu,+1>0donc VneN, u, ,~u, <0.

Conclusion : (u,) est une suite décroissante.
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3°/ (u,) est une suite décroissante, minorée par —1 donc (u,,) est

convergente.
Soit I = lim u,.

n->+o0

Ona: u,, = f(u,) etfestcontinueen I donc f(/)=1.

3 2
DA +31-2 P02 13— 2= 43 & 1=+1 or

I’ +3
-1<u,<0 = —-1</<0d’o0 /=-1.
Conclusion : (u,) est convergente et lim u, =—1.

H=>+0

Solution 12 : \ |

1°/e La fonction f;: x>+ x* +4 est continue sur R et en particulier
sur R_.

e La fonction f, x>

—x est continue sur R\ {—1} eten
x+1

particulier sur R’ .
o lim f(x)=2=(0) et lim f(x)= J4 =2 = £(0)donc fest
continue en 0.
Conclusion : fest continue sur R.
202 o lim LSO _ o VxP 44 -2

x—07 X x—0" X

= hm = lim ——————-=0

x<m+z L e

donc fest dérivable a gauche en O et f" ((0)=0.

2
x+1 —x=2 . —x>-3x

o lim LSO _ i, = lim
x-0* X x—0" X =0t x(x+1)
S T ) Rt S B
=00 x(x+1) 20" x+1
donc f'est dérivable a droite en 0 et /", (0) =-3
*Ona: f' (0)# f',(0) donc fn’est pas dérivable en 0.
b) La courbe de fadmet 2 demi tangentes ( le point d’abscisse 0 est
un point anguleux)
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x<0 x20

{y=fg'(0)x+f(0)=2 {y=fd'(0)x+f(0)=~3x+2
Ti: et Tr:<°

3%a) & Vxe]-o,0[, f(x)=Vr’+4 = F'(x)=——
x +4
= Vxe]-0,0[, '(x)<0.
x — 0 0
& -
s L T
® Vx €]0,+oof, f(x)=;7—x = f'(x)=(x+])2 -
X 0 + 0
S ) -

gl T,

d’oti le tableau des variations de fsur R :

x — 0 + 00

/') - -

%) e

=0

b)e Ona: Vxe]0,+o[, f(x)z-—z———x et comme lim
x+1 x40 x4 |

donc la droite A : y = —x est une asymptote oblique a C; au voisinage
de +.

eOna: lim f(x)=+w et
X—>—o0
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= lim —————

X—>—w X X—>—m0 X—>»—00 X—>—00

(—‘— —x‘/1+—
hmi(i) lim X2 12 +4 i = hm—"l+

et

. x?+4-x?

lim (f(x)+x) = lim vx* +4 +x = lim S—="— = lim —————

x> Ao = x? 4 —x T xP 44 —x

dongc la droite A: y =—x est une asymptote oblique & C; au
voisinage de — oo
4°/ Etudions le signe de f(x)+x:

® Vx &]0,+oof, f(x)+x=—21—>0 = C, est au dessus de A sur
X+ :

J0,+ oof .

® Vxe]-,0],
f)+x=vx’+4+x= x t4-x >0 donc C; est

Vxt+4—-x Jx+4x

au dessus de A sur ]—,0].
Conclusion : C; est au dessus de A .

=2 =-3x+2
5°/ Demi tangentes : T, : Y etT,: Y x
x<0

x>0

7

(f(x)=0c x=1)
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1°/ D;=R.
| .
x——=—+1
. f(x)=f(0) _ .. xJx+1 . X Ax+x+xvx
lim = lim = lim
=00 x—0 x—>0° X 0" x(x+/x +1)

. xx+l+4/x
= lim ——————=
=00 xx +1 J
d’ou fest dérivable a droiteen x, =0 et ', (0)=1.
2°7A: y=f'(0)x=0)+ f(0) or f(0)=-1 et f'(0)=1 d’ou

A: y=x-1.
1 —1+x/x +1
3 W(x)= f(x)-y=x——F7—-X+1=—F7m—
g xvx xVx +1

x+1

1

Vx=0: h(x)= WY >0 dob C; estaudessusde A .
xvx +1 ’
4°/a) lim (- )=0 d’ou D : y=x est une asymptote oblique

X=—>40 xvx +1
a C; au voisinage de + 0.

b) k(x)=f(x)-y=f(x)-x=
de D.

<0 d’ou C; est au dessous

xa/x +1

2%

o R 2
5 /a) Vx>0 : f(X):1+(—-x?/‘—-;+_-—l)~2>O.

VAL o+

iC7 / e y=x
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b)

\ 4

4

1°/ fest définie, continue, dérivable sur [0, 7],

Solution 14:

Vxe [0,7] : f’(x):lzlsinx
x 0 V3

S0 - )

o) T~

2°/ f* est dérivable sur [0,7] et Yxe [0,7] - f"(x)z—_ilcosx.

X |0 /2 !
RN

S s’annule une seule fois sur [0,7] en changeant de signe donc C;

admet un seul point d’inflexion I(%,f(%)) or f(—;z) =1 d’ou l(%,l)

est fe seul point d’inflexion de C;.
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3°/

N

‘Solution 15 :
°/ f est définie ,continue et dérivable sur Rcar Vx e R,x"+1>0

m_x(x +1)
JxZ+1 o 1=x

Vx eR,f'(x) = =
xRS x2+1 @ +1)"
X_{o-eo I oo
£1(x) * b -
f V2-1
/ \
-2 0
x(1+1) 1+l
o limf(x)= lim —== — X 1= lim —£—
x| 1+-— —,/1+——
1+l
. 11mf(x)—hm———x——1=0
- l+—1;
\ L2
2°/

a) T:y=f(0)x+f(0) =y=x
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b) f(x)—x=—£—}j——l—1—x=(x+1><¢x—i—+—l—1>
Ly x= @ £DA-VxZ 4] r +Dx’
Jx2+1 (+~vx 2 +1)Wx 2 +1
R | 0 +oo
f®~-x

P
®Sur]~w,-1ona: f (x)-x >0donc C, esteudessusde T .

®Sur]-1,0[ W]0,+0 [ona: f (x)-x<0donc C, estau dessous
deT.
«C, N T={0(0,0;1(-1,-1)}.

3°/

v

4°/
a) Montrons par récurrence que Vrn € N ,-1 <U, <0
i 1
L POUTH=O,U0=-E = -1<Upy<0
!
e  Supposons que pour un entier donnén , -1 <U, <0 et
montrons que -1 < U, ;<0.
Ona: -1<U,<0 etcomme f est strictement croissante
sur  [-1,0]alors
FED<fU)<fO)orf(=1)=-1etf(0)=0
d’ou -1 <Up.; <0.
Conclusion: Vn e N ,-1<U,;< 0.
Etudions le sens de variations de la suite (U,) .
Soitne N , U —-U, =f(U,)-U,

f

|
N
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Or fix)- x <0 pourtoutréel x €]—1,0[ et comme U, €]-1,0[
donc f (U,)-U,<0 et par suite U,;; — U, <0 d’oti (U,) est une suite
décroissante .

Conclusion : (U,) est une suite décroissante minorée par -1 donc (U,)
est convergente .

n+l f(Un) hrEl Un = l

f est continue sur R en particulieren / donc f (/)=

= [+ =14—1:>(l+1)[1*-Vlz+1]=4):>l =-1
VI7+1
dou [ =0

i ) .
Orona: U= -5 et (U,) est une suite décroissante donc

VrzeN,U,,S—l :>ZS-l dou [ =-1.
2 2

5/
U, +1

JU +1
1

1
Orona: _1<U"£_5:>Z<U <1 :>—<U +1<2

a) Un+[ +l =

(V)]

,....
ml-&k

! L |
- < — etcomme -1 <U, <
2 U,§+1 UZ+1 \/'
U, +1 2\/—

= Uy, +1>0 d’ou 0< L (Un+1)

,/U2+1
2f

Conclusion : Vn e N ,0<Up, +1 <——(U +1)

1 2 n
b)Montrons par récurrence que Vn e N ,0<U,,; < ? [ \/—]

1 1
] Pourn=00na:U0=-§ :>O<U0+135 ‘
/
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)

ona:0<Up,+1< 2_f2(Un+1):>o<U,,+,+1sﬁ.%[2 5]
5 5

n+l
= 0<Up+1< 1(2\/5} .

e Supposons que pour un entier donnén: 0 <U,+1 <

n+l
2
et montrons que 0 <Uy+1 < ) ( \5/—)

1
2

20 5

Conclusion: Vne N, 0<U,+1 < L [2\/5:} .

notx

c) Ona:-l<_2_%—5_<]:> im 1(2\5] -0

d’ot lim@U,+1)=0 th =-1.

n—>+r

I Solution 16 :

A)

19 a)Vx e R,ona: x>+ 1>0d’ou f estdéfiniesur R.
Vx e R,ona -xe R, f (—x)=(-1)"f,(x)
eSinestpair,ona: Vx e R, f (=x) =/f,(x) d’ou f, est
une fonction paire .

eSinestimpair,ona: Vx e R, f (-x)=-f,(x) d’ol
f, est une fonction impaire.

= lim ————=1
X >+
x*+1 1+ Lz
by
D’ou (C,) admet au voisinage de +o0 une asymptote horizontale
d’équation y = 1 et au voisinage de —co une asymptote horizontale
d’équationy =-1 .

b) eSin=1,lim f,(x) = lim

X —>+w
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*Sin=2,f,(x)=———=, lim f,(x)=lim X e iw

~

im 22 21 lim £ (6)-x= lim

T o —m(l+‘/1+—- /1+—

D’olt y =x est une asymptote oblique a (C,) au voisinage de +o0©

lim f,(x) =40 ; = 1im]lx~2= lim f,(x)+x =0
X =00 X~ X X —>—o0
D’ou y = - x est une asymptote a (C,) au voisinage de —0.

n-1

«Sin>3, lim £, (x) = lim J‘—T=+oo
' I+ —
\ o3
n-2
fim 2200 - 2 - i (n>3)
X —>+o0 X X >+ 1+1 .
x2

= (C,) admet au voisinage de o0 une branche infinie
parabolique de direction (O, /).
2°/

V2

a) Cin G ={0(0,0);A(1,7)}

O =0, f )= —\/—: d>ol1 (C,) admet exactement deux

2

pointsﬁxesO(0,0)etA(l,—‘)

b) dx)= /o (x) - f, () = XD

2

x°+1
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® Si n est pair :

X |- : 0 1 4o
x" + + +

x-1 - - - +

d,,(X) - - ‘) +

Sur ]—o0,1[\ {0} : Cn;l est au dessous de C,
Sur}l, 40[, Cysy est au dessus de C,
ChetC,secoupenten Oet A .

o  Sinestimpair :

X —00 0 1 +oo
x" - + +
x—1 - ~ )+
' dn(-x) + - 1) +

Sur ]—o0,0[\U 11,4+ [, Cyvy estau dessus de C,.
Sur ] 0,1[, C,.; est au dessous de C,
Co+1 et C, se coupent en O et A.

x" N n+(n-x?

(2 +D)Vx 2 +1
0
xn—l . {) +

fu(®) \ 0 /

e Sinestimpair(n #1): '
x 0
! + ) +

Aol —

oSin=1,f, (x) =
(x

3°/  Sinestpair(n 22): f, (x) =

1
2 b )x 2 +1
X —00
L™ +

Y
1
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B) |
1°/ Montrons par récurrence que Vn € N ;0 <U, <1

Pour n=0,0 <U, <1 est vraie par hypothése .

Supposons que pour un entier donné nona: 0 <U, <1 et montrons
que 0 <U, <1. :

Ona: 0<U,<1 et f, eststrictement croissante sur ]0, I [

Donc £, (0)< £, (U,) < fi () or £,(0) =0 et £, (1)= % <let

par suite 0 < U, <1.
Conclusion: Vn e N,0<U, <1

Un(Un)k—]
JU+1

U

Fra@U) <fiu() = Us. £ (Un) <Uy.f, (1) d’.oil Upsi < \/%

1

2°/Upn =f, (U,) = =U,.f,,(U) or 0<U, <1 =

3°/ a)U,. < U, <U, d’ou (U,) est une suite décroissante .

b)Ona: (U,) est une suite décroissante , minorée ‘par 0 donc (U,)
est convergente .

Ona: U< —1—-U1
2
1
U< =1,

2
Vn > 2,Un< —I—Un_]
V2

D’ou en multipliant membre & membre ces inégalités on obtient :

n-1
Vn=2,U,.Us.... U, < (1) U .Uy . Us..... Uy (car Uy > 0
2

. . . n-1
pourke{l,Z,.....,n})d’oﬁVnZ,2,0<Un<(l) U,
2

n-1 :
; 1 )
lim (—) car U =0 car -1<_1_<1 d’ou lim U,=0

n—s+wl 2 2 H—>+0



