Fonctions réciproques + 105 4*™ Maths

EXERCICES

Exercicel:

Soit f:R—R
[ .
< ;\/M six#0
0 six=0

1°/ Montrer que fest continue sur R.

2°/ Etudier la dérivabilité de fen 0.

3°/ Calculer pour chaque x =0, f'(x).

4°/a) Démontrer que f est strictement monotone sur R.
b) Montrer que fadmet une fonction réciproque notée g.
¢) Montrer que Vxe R, g(x)=x- 'x' .

5°/a) Montrer que g est dérivable en 0.
b) Calculer g'(x) pour x#0.

Exercice2 i

Soit f:R—>R

xs2x—4+1
1°/ Préciser le domaine de définition D de .
2°/ Montrer que fest continue sur D.

3°/ Etudier la dérivabilité de fen x, =2 et interpréter
géométriquement le résultat obtenu.
4°/ Montrer que f admet une fonction réciproque /™' que I’on

déterminera.

p—

Exercice3:

Soit f:R—>R

XX +x+1
1°/ Montrer que f est une bijection de R sur R.
2°/ Soit g la réciproque de f(on ne demande pas le calcul de g(x) ).
a) Calculer g(1). ’
b) Préciser le domaine de continuité et de dérivabilité de g.
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¢) Calculer g'(1).
d) Ecrire une équation cartésienne de la tangente T a la courbe de
g au point d’abscisse x, =1.

Exerciced:
Soit f:R-—>R

2x
x2+1

1°/ Etudier les variations de f.
2°/a) Ecrire une équation cartésienne de la tangente T & la courbe de
au point d’abscisse 0.

b) Etudier la position de C; et T.
3°/ Soit g la restriction de f & I’intervalle [0,1].

a) Montrer que g est une bijection de [0,1 ] sur lui-méme.

Xk

b) Expliciter g™'.
¢) Calculer pour tout x €]0,1[, (g7')'(x).

Exercice5:

Soit la fonction fdéfinie sur R par: f(x)=+x" +8—x.
1°/ Montrer que fest dérivable sur R et Vx € R,on

a: f'(x)=— f(zx) .
x°+8

2°/a) Montrer que Vxe R, f(x)>0.

b) En déduire que fest strictement décroissante sur R.
3°/a) Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle J que ’on
précisera.

b) Expliciter f~'.

Exercice 6 : l

Soit la fonction f définie sur ]1,+ o[ par f(x) =_]_‘_\/;,
x———

1°/ Etudier les variations de fsur ]1,+ oof.
2°/a) Montrer que I’équation f(x) =0 admet une unique solution .
b) Montrer que 1,44 <a<2.

e e s g Lkt 4 AT A T L o
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3°/ Montrer que 1’équation f(x) = 0 est équivalente & I’équation:
1
(E):1+—==x

Jx
4°/ Soit la fonction g définie sur ]0,+ co[ par: g(x)=1 +—j=.
x

a) Vérifier que g(a)=c.

b) Montrer que g est une bijection de ]0,+ oo[ sur un intervalle J
que 1’on précisera.

c) Calculer g7'(x) pour chaque x e J.

I Exercice 7:: I

Soit g(x)=x>—x” +3x+1.
1°/a) Etudier les variations de g.
b) Montrer qu’il existe un seul réel & solution de g(x)=0.

c) Vérifier que —%< a<0.

2°/ Etudier le signe de g(x).

x? -1

2

3%/ Soit h(x) =

a) Vérifier que h(a)=a.

b) Etudier les variations de A.

[ Exercice 8 .I

Soit la fonction ¢ définie sur [0,7] par @(x)=1+4cosx.
1°/ Etudier les variations de g sur [0,7].
2°/a) Montrer que ’équation ¢(x)=0 admet une seule solution .

b) Vérifier que T o< 2n .

2 3

c) Etudier le signe de ¢(x).

3°/ Soit f:[0,7]>R
x> 2cos’ x+cosx—1
a) Montrer que fest dérivable sur [0,7] et que :
Vxe[0,z7] : f'(x)=-sinx-p(x).
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b) Calculer f().
c) Etudier les variations de f'sur [0,7].

Soit f:R, >R

X Nx +2x+1
1°/ Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter
géométriquement le résultat trouvé.
2°/ Etudier les variations de f.
3°/ Montrer que fest une bijection de R. sur un intervalle J que Pon
précisera.

4°/ Expliciter f'.

| Exercice 10 3

Soit f:[0,7]—>R
X+ 2cosx+3
1°/ Etudier les variations de f sur [0,7].

2°/ Montrer que f est une bijection de [0, 7] sur un intervalle J que
I’on précisera.
3°/ Soit g = f7".
a) Calculer g(5) et g(3).
b) Montrer que g est dérivable sur ]1,5[.
-1

4°/ Montrer que Vx € ]1,5[, g'(x)= .
—x?+6x-5

Exercice 111

T
Soit f:[-—,—]—R
Of[22]

sinx

2+sinx
1°/ Etudier Ies variations de f.

2°/ Montrer que f'est une bijection de [—%,%] sur un intervalle J que

I’on précisera.
3°/ Soit g la réciproque de f.
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a) Calculer g(0) et g(%).

b) Montrer que g est dérivable sur ]— 1,—;—[ .

4°/ Montrer que Vx € ]—1,%[ ona: g'(x)=

2
(1-x)W-3x2 =2x+1

Exercice 12

x+1

It +2x+2

1°/ Montrer que fest dérivable sur R et que Vx e R,
1

(X)——.
1 J(x42x+2)°

2°/a) Etudier les variations de f.
b) Montrer que fest une bijection de R sur ]-1,1].

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

X

3°/a) Montrer que Vx e ]-1,1[ ona: f( - -D=x.
1-x°

b) En déduire I’expression de f~'.

Exercice 1

Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = A l
2Wxr+1 2

1°/ Etudier les variations de g.
2°/ Montrer que g est une bijection de R sur ]-1,0[.
3°/Soit f:R—>R

x|—>_7x+1+%w/x2+l

a) Montrer que fest dérivable sur Ret que VxeR, f'(x)=g(x).
b) Etudier les variations de 1.

¢) Montrer que f'est une bijection de R sur un intervalle E que I’on
précisera.

4°/ Montrer que VxeEona: s '(x)= +1-x-

!
4x~1)
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Exercice 14ﬁ]

Soit la fonction f: x> v2x—x> .

1°/ Etudier la dérivabilité de f.

2°/ Etudier les variations de f.

3°/ Résoudre dans R I’équation : f(x)=x.

4°/ Soit ¢ la restrictionde f a [0,1].

a) Montrer que @ est une bijection de [0,1] sur un intervalle J que I’on pré(g

b) Expliciter ¢ .

Exercice 15: -

Soit g(x)=x>+12x-2.

1°/ Etudier les variations de g.

2°/a) Montrer qu’il existe un seul réel o tel que g(a)=0et que 0 < <1.
b) Etudier le signe de g(x).

3
x"+1
3°/ Soit f x> .
4 x> +4
” vy X8(X)
a) Montrer que fest dérivable sur Ret que VxeR, f (x)—(—7—4—), .
x“+4)°

b) Montrer que f(&)= 3 —212a
a”+4

4°/ Etudier les variations de f.

'Exercice 16 :
Soitf:R—> R
x? -1
x2+1
1°/ Etudier les variations de f et en déduire f(R).
2°/ Soit (E) : f(x)=x.
Montrer que (E) est équivalente a g(x)=0 ol g est une fonction

X

polynéme de 3° degré.

3°/ Déterminer le nombre de solutions de I’équation (E). Interpréter
géométriquement .

4°/ Soit ¢ la restriction de f a P’intervalle R. .
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a) Prouver que ¢ est une bijection de R. sur un intervalle J que I’on
précisera.
b) Expliciter ¢.

Exercice 173

Soit a €]0,1{ et ¢,:{0,7] >R
x > acos(ax)sin x —sin(ax)cos x
1°/a) Etudier les variations de ¢, sur [0,7].
b) Montrer que Vxe[0,7],ona: ¢, (x)>0.
2°/ Soit f,:10,z[> R

sin(a x
., tas)
sinx

a) Calculer lim £, et lim £, .
o* n”

b) Etudier les variations de 7, .
2

172" Montrer que (E) a une seule

c) Vérifier que f, (x)=a+

solution dans I’intervalle ]0,x[ .

I‘ Ekércic‘e 18 . j

Soit :—z,£ R
oit f:] 3 2]—>

X > tan x
1°/a) Etudier les variations de f .
b) Donner I’équation de la tangente (A) a Cau point x, =0.

c) Etudier la position de Cset (A) .
2°/a) Montrer que f est une bijection de ]—% ,12[—[ surR.
b) On note g la réciproque de f".

Prouver que g est dérivable sur Retque: VxeR, g'(x)=

3°/a) Prouver que g est une fonction impaire.
g(x)

b) Calculer lim
x>0 x
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2
4°/a) Montrer que Vx>0 ona: 0<x~g(x)<x7.

b) Calculer alors limig(x—)_—{ .
x—>0 x2
5°/ Soit ¢:R—> R
g si x#0
X9 x
i si x=0

a) Prouver que ¢ est paire.

b) Montrer que ¢ est continue sur R.
¢) Montrer que ¢ est dérivable sur R.
d) Calculer ligwﬁ et lim¢ .

Soit f: ]o,%]—> R

Wsin 2x
>

sin x

1°/a) Montrer que f est dérivable sur ]0,%[ .

Etudier la dérivabilité de fen %
b) Etudier les variations de f .
2°/ Montrer que f'est une bijection de ]0,% ] sur un intervalle J que

’on précisera.

3°/ Soit g la réciproque de f .
a) Préciser le domaine de continuité, de dérivabilité de g .
b) Calculer g'(x) pour chaque x>0.

4°/ Soit p(x) = g(2x) + g(\g) .

a) Montrer que ¢ est dérivable sur ]0,+oof .
b) Calculer ¢'(x) pour x>0. Que vaut ¢(1) ?
¢) Calculer enfin ¢(x) pour x>0.
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Exercice 20

Soit un entier n>2 et ¢, :[0,%[—>R

x> gfigx

1°/a) Etudier les variations de ¢, sur [0,%[ .

b) Montrer que ¢, est une bijection de [0,%[ sur un intervalle J a

préciser. On note v, la fonction réciproque de ¢, .
c) Déterminer le domaine E’ de dérivabilité de y, .

n xn—-l

1+ x>

d) Montrer que VxeE' ona: y,(x)=
2°/ Soit N : [o,g[—> R

x> 1+ tg2x — 2 Jtgx

a) Montrer que N est dérivable sur ]0,%[ et que I’équation

(x e]O,—Z—[ et N'(x)=0) admet une unique solution notée x;.

Calculer N (x).
b) En déduire que I’équation N (x) =0 admet deux solutions dans

[0,%[ . (On remarquera que N (%) =0).
c) Soit f:[O,%[e R

X jtgx —Xx
Etudier les variations de /. En déduire le signe de f(x).

Exercice21:

Vxl+1-1

f(x)=————pourx >0
x

X
f(x)=——— pour x <0
24x*+1
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1°/ Montrer que f est continue en 0
2°/Montrer que f est dérivable en 0 et que vaut £,

1 .
3°/ a)Montrer que D 1y = > x est la tangente 3 C / au point

d’abscisse 0 .
b) Etudier les variations de f
4°/
a) Etudier les variations de f
b) Montrer que / est une bijection de R surlJ.

[Exercice 22 ]

A. Soit la fonction / définie sur R par: h(x)=x>—3x? +3x+3.
1°/ Etudier les variations de A.
2°/a) Montrer qu’il existe un seul réel artel que h(a)=0.
b) Encadrer & & 0,1 prés.
3°/ Etudier le signe de A(x).

3
B. On considére la fonction f'définie par : f(x)= (x ]3; .
x p—
1°/ Montrer que fest dérivable sur R\ {1} etque Vx =] ona:
, h(x)
x)= .
f® =5

2°/ Etudier les variations de f.
3°/ Montrer que C,; admet un asymptote oblique A.
4°/a) Etudier la position de C; et A.
b) Tracer C;dans un plan P rapporté a un repére orthonormé (0.i. /).

| Exercice -
A) Soitlafonction f : R — R
X > 2x—sinx
1°4  Prouverque Vx e R ,2x-1 < f(x) <2x+1
2°/  On appelle (C) la courbe représentative de f dans un repere

orthonormé (0,17,17) .

Soient les droites D, : y=2x- 1 et D;: y=2x+1
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Déterminer les points communs & (C) et D, d’une part, a (C) et D,
d’autre part . Préciser les tangentes a (C) a ces points.
3/
a) Etudier la parité de f .
b) Interpréter géométriquement ce résultat.
4°/
a) Calculer f ( x +27 )en fonction de f (x)
b) Par quelle transformation géométrique passe-t-on de la partie

représentant la restrictionde a [- 7 +2k7w , 7 +2k7]}?2(k € Z)

B
)1°/ Montrer que /* admet une application réciproque g .
2°/ Démontrer g(0), g(2n) et g(4km) (keZ).
3°/
a) Préciser le domaine de dérivabilité de g
b) Que vaut g'(0) et g'(27).
4°/ Montrer que I’équation 2x — sin x = m admet une solution
unique X, .

On notera « la solution de I’équation 2x —sinx =4 .
O

1
1°/ Soitd:R —> R: x I——>5(4+sinx)
a) Montrer que I’équation f (x ) = 4 est équivalnte 3 & (x) =x

b) Montrer que Vx €,

1
D'x) £ =
()] 5
2°/  Soit la suite (U,) ,_ définie par :
Ue R etVneN, Uy =3 (Uy)

a) Prouverque Vne N , U, ., —al < %]U,, ——a|

b) Montrer que (U,) . converge vers un réel que I’on précisera .
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1°/e La fonction x> ]x) est continue sur R.

>0 donc la fonction x> 1/|x] est continue sur R.

. 1 . .
e La fonction x — — est continue sur R™ donc fest continue sur R’
x

comme produit de ces fonctions continues.

. lirgl f(x)= lim x_\/|—;|= lim |x‘ =0.
x>0 x—0*

x x—0"

° 11m f(x)=lim ‘/—— lim — \/.

x—0" x—0"

d’ou lm(1)f(x) =0= f(0) doncfest continue en 0 et par suite fest

continue sur R.

2°/ lim f60 - £(0) =lim Xl\/—- =lim——= =+ doncf n’est pas

x—0 x—-0 x=0  x2 x50 |Xl

dérivable en 0.

3°/e VxeR, f(x)=x = f'(x)zL.

2/x
. N S
o VxeR’, f(x)=-V-x = f'(x) T
1

d’ot VxeR', f'(x)=——
2y

4°/a)Ona: VxeR', f'(x)= ! >0 donc fest strictement
I

croissante sur R.
b) fest continue et strictement croissante sur R donc f réalise une
bijection de R sur f(R)=R ce qui donne que f'admet une fonction

réciproque définie sur R.
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¢) fT:R->R
x> T (x)=y.
D=y e f(=x.
ePour x=0 ona f'(0)=0 car f(0)=0.

e Pour x#0,0na y#0 :>M\/|;|___x - (|y|\/m)2
y y

y[=

¢Six>0= fx)> 0 or fH(O)=0= f(X)>0 = y>0
:>y=x2=x-Ix’.

eSix<0 = flx)<f(0) or £ (x)<0 = y<0
:>y=—x2=x~lxl.

Conclusion : Vx € R, g(x)=x]x|.

g(x)~g(0) _ lim ==L | . llmlx[ 0 donc g est dérivable en 0
x

5°/a) 11m fim—

et g (O):O.
b) e VxeR, g(x)=x> = g'(x)=2x.
e VxeR’, g(x)=—x" = g'(x)=-2x
Donc Vx e R, g'(x)zZ]x).

Solution2 :
1°/D={xeR telque 2x-42>0 }.

2x—420 < x22 donc D=[2,+ o[-

2°/ La fonction x+>2x—4 estcontinue sur Det VxeD, 2x-420

donc la fonction x+>+/2x —4 est continue sur D comme composée
de deux fonctions continues sur D et par suite fest continue sur D
comme somme de deux fonctions continues sur D.

f@D-J@ _ . V2x-4 V2

3°/ lim = lim = 400
X—>2+ x-2 x—>2+ x—2 2 fx=2
car: lim+x-2=0".
=27

Donc f n’est pas dérivable a droite en 2 et par suite la courbe de f
admet une demi tangente verticale au point d’abscisse 2.
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1

V2x-4"~
VxeR., f'(x)>0 donc fest strictement croissante sur [2,+ [ et
comme f est continue sur [2,+ o[ donc f réalise une bijection de

[2,+ o[ sur [f(2); lim f(x)[=[1,+[.

o i1+ oo > [2,+00]

4°/e fest dérivable sur ]2,+ o[ et Vxe ]2,+ o[, f'(x)=

x fx)=y
)=y fMN=x2y-4+1=x2y-4=x-1
(2y—4)=(x-—1)2<:>y=(—x:12ij——4:—;—(x—l)2+2.

Conclusion : Vxe[l,+o[, f™(x) =%(x—1)2 +2.

: S‘o:lvut'i"on» 3

1°/e fest définie, continue et dérivable sur Ret Vx e R,
Fl(x)=3x* +1>0.

e fest continue et strictement croissante sur R donc f réalise une
bijection de R sur ]xl_iglw f (x);xl_i:?m f)[=R.

2°/a) g()=x & f(X)=1o L+x+l=1 x(x’+1)=0 &
x=0 donc g(1)=0.

b) e fest continue sur R donc g est continue sur f(R)=R.

o fest dérivable sur Ret Vxe R, f'(x)#0 donc gest
dérivable sur f(R)=R.
, 1 1

0 &= Zrm 7o

DT: y=g'(DH(x-D+g() or g'(l)=1et g(1)=0 d’oa T:

or f'(0)=1dou g'(1)=1.

1°/ fest définie, continue et dérivable sur R et VxeR,
, 20 +1)-2x(2x)  2-2x>  2(1-x%)

f'(x)= 2 122 ST 3 N o2

(x“+1 (x*+1)° (x*+1)
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[ - l) + ¢ -

£6) “\_l 7 ! ~__

2°a) T: y= f'(0)(x—0)+ f(0) or f'(0)=2 et £(0)=0 d’on
T:y=2x.
b) e Etudions le signe de f(x)—2x.

2
F(x)=2x= 22’“ ~2x=2x( 21 ~1)=-2x(—
x“+1 x°+1 x“+1

Le signe de f(x)—-2x estceluide —x.

0

).

X —© 0 + o0

fx)—2x + { -

e Sur ]—,0[, C; est au dessus de T.
e Sur ]0,+ o[ , C; est au dessous de T.
e C; et T se coupent en O(0,0).
3°/a) g est continue et strictement croissante sur [0,1] donc g réalise
une bijection de [0,1] sur [ £(0), f(1)]=[0,1].
b) g7':[0,1] > [0,1]

x> gl (x)=y

5 _
g x)=y @ gx)=x < 2y1=x<:>2y=xy2+xc>
y+

xy? —2y+x=0.
ePour x=0ona: y=0.

2 .
e Pour xe 10,11, A'=1-x*>0 d’ou y'=-l———l—1 et
X
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1 2

y“=:—]~—i— or xel0,1] > x<1l = —}—21 et 1+v1-x =1
X x
’ 2

donc I_t——l-—x—zl et par suite la solution y'' est a rejeter car
X

y€l0,1].

si x €}0,1]

(—vi-x
Conclusion : g”'(x)=4  x
0 si x=0

c) o gestdérivable sur [0,1] et Vxe [0,1], g'(x)# 0 donc g’
est dérivable sur g([0,11)= [0,1].

{1 _ 5.2
e Pour x< ]0,1],ona g’l(x)=1——~1-——x~— donc :
x
s SN FR
~Iy 2 l—xz 1- 1—x2
(g )(x)=—2 ; e
x x’\/1~x‘

i
g’ O] 2O

ePour x=0 ona: (g7")(0)= or g'(0)=2

dbﬁ@“ﬂm=%.

1—41-x2

si x€]0,2]
2 2
Conclusion : (g7 )(x)=4 ¥ VI-x

l si x=0
2

19/ La fonction x> x° +8 est dérivable sur Ret VxR, x* +8>0

dong la fonction x> vx? +8 est dérivable sur R.
e La fonction xt+> —x est dérivable sur R donc fest dérivable sur
R comme somme de ces deux fonctions dérivables.

x~Vx?+8 f(x)

2x
1= = )
2vx% +8 vx?+8 Vx2+8

e VxeR, f'(x)=
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2°/a) VxeR,ona: x* +8>x = vx* +8 > x| or |x|2 x donc
Vx’+8>x d’olt Vx> +8 — x>0 et parsuite VxeR, f(x)>0.

b)ona VxeR, f'(x):—-[g)— et f(x)>0 donc VxeR,

Vx? +8
S'(x)<0 et par suite f est strictement décroissante sur R.
3°/a) fest continue et strictement décroissante sur R donc fréalise

une bijection de R sur 'intervalle J =] lim f(x), lim f(x)[.
o lim f(x)= tim yx* +8 —x=+o0.
x'-8-x? -8

o lim f(x)=lim Vx*+8—x= lim = lim =0
X—>+00 X —>+0 X+ \/x2—8+x X+ x/x2+8+x

done J=]0,+ oof .
b) f':10,+0o[>R

x> )=y
[T®W=y & f=x &y +8-y=x &y +8=x+y =
2
V4+8=(x+y) = Y +8=x"+) +2xy = yZS;x
X
42
donc ‘v’xe](),+oo[,f"(x)=82x .
x

1°/ fest définie, continue et dérivable sur ]1,+ o[ et Vxe ]J1,+ o[,
-1 1
(X)) = <.
7 (x-1* 2vx

X 1 +00

f'® -

J) e \A

-— 00

2°/a) fest continue et strictement décroissante sur }1,+ o[ donc f
réalise une bijection de J1,+ o] sur R et comme 0 R donc 0 admet
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un seul antécédent « € ]1,+ o[ par fet par suite ’équation f(x)=0
admet une unique solution @ € ]1,+ o[ .

1,44)- f(2)<0 et
b) On a J(:44) 1) done [ 44<a<?2.
f estcontinuesur[1,44 ;2]

X —

Jx Jx
4°/a)yOna f(a)=0 = 1+L=a = gla)=a.
Ja
b) e g est définie, continue et dérivable sur ] 0, + oo | et

Vxe]0,+o[, g'(x)=-

2x1\/; <0 donc g est strictement
décroissante sur ] 0, +o [ et comme g est continue sur ] 0, + o[
donc g réalise une bijection de ]0, + oo [ sur I’intervalle

J=] lim g(x), lim g(x)[.

or 11m g(x) 400 et hm g(x)—l donc J=]1,+ .

x—>0"

c) g :]1,+oo[—>](),+oo[
x> g (x)=y

g'M=ye gy)=x < 1+71_—:x =N ~\/L—=x—1 &
y

y
\/—_ ! = y= 1 d’ou Vxell,+o[, g7'(x)= : :
x-1 (x-1)? (x-1)*

Solution 7

1°/a) g est définie, continue et dérivable sur R et Vx eR,
g'(x)=3x>-2x+3 A’=-8<0 donc VxeR, g'(x)>0

X — o0 + o0

g +

&(x) o
/
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b) g est continue et strictement croissante sur R donc g réalise un
bijection de R sur g(R)=R et comme 0 < R donc 0 admet un seul

antécédent o € R par g et par conséquent il existe un seul réel o
solution de I’équation g(x)=0.

1
g(—g)-g(0)<0 et .
c)Ona: donc ~—<a<0.

. 1
g estcontinuesur [ — 5,0 ]

2°/ D’aprés le tableau de variations de gona:

x l—oo o + 00
+ 0
8(x) - +
— 00
d’on :
x I—oo o + 0
g(x)' - f *
3°/a)ona g(a)=0 = &’ —a? +3a+1=0 = a@*+3)=a’ -1
2
= a=2 "% dou hiey=a.
a” +3

b) A est définie, continue et dérivable sur Ret Vxe R,
2x(x’ +3)-2x(x’-1) 8

H)= (x* 13y’ T (2 +3)

h (%) - +

h (%) 1\ 1/’1
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1°/ @ est définie, continue et dérivable sur [0,7]) et Vxe [0,7],
@'(x)=-4sinx <0

X 0 T
90 ? - (
@ (x) —‘ > \_3

2°/a) @ est continue et strictement décroissante sur [0,7] donc ¢
réalise une bijection de [0,7] sur [-3,5] etcomme 0 e [-3,5]
donc 0 admet un seul antécédent e [0,7] par ¢ et par suite
P’équation @(x) =0, admet une seule solution € [0,7].

V4 2r
(0(5) : ¢(T) <0 et

2
b)ona: . T 37 donc£<a<—£.
¢ est continue sur [—2—,—2—] 2 3

¢) D’apreés le tableau des variations de ¢ ona:

x ,0 @ T
P(x)
\‘\@\‘—3

xlO 104 T

¥ f -

3°/a) La fonction x > cosx est dérivable sur R et en particulier sur
[0,7] ; et la fonction x> 2x? +x —1 est dérivable sur R donc fest
dérivable sur [0,7] comme composée de ces deux fonctions ; et
Vxe [0,7],

f'(x)=-4cosx-sinx—sinx =-sinx-(4cosx +1)=—sinx - p(x).

P (x)
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b) f(a)=2cos’a+cosa—1 or p(a)=0 => 1+4cosax =0 =
1 1, 1 9
osa=—— d’oll f(@)=2(——) ——-1=—-=.
c 2 S(a)=2( 4) 2 g

c) fest définie, continue et dérivable sur [0,7] et Vxe [0,7],
f'(x)=-sinx-@(x) orsur [0,7], sinx >0 donc le signe de f'(x)
est celui de —@(x) d’ou le tableau des variations de f:

x 0 o V3
R
S 2 \ 9 / "

: Solution 9 ;
1°/

[CfO)_ o Ne2x_ L Vx|

x—->0* X x—=0° X x—>0* /x r—)O* A X

donc f n’est pas dérivable a droite en 0, et par conséquent la courbe
de fadmet une demi tangente verticale au point d’abscisse 0.
2°/ f est déﬁnie, continue et dérivable sur R, et Vxe R,

f(x)= J—+2>0 ;() 0 - +®
X

@ /' +eo

3°/ fest continue et strictement croissante sur R, donc f réalise une
bijection de R, sur f(R,)=[1,+].

4°/ £ [l,+ o[ >R,
x> i (x)=y
=y fO)=x o \/3/—+2y+1 =X

Posons ¢ = \/_)7 = I’équation devient : 2¢* +1+1-x=0
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“1-8x=7 _ , —1+8x-7

A=8x~7 = t'=— Y77 " ety
4 4

—1++/8x—7

On a '< 0 donc cette solution est a rejeter d’ou ( = a

\/8x—7—1)2 _A4x-3-~8x-7
4 8 '

4x—-3-/8x~7
3 .

et par suite ¥ =(

Conclusion : Vxe[l,+o[, f(x)=

Solution 10:

1°/ fest définie, continue et dérivable sur [0,7] et Vxe [0,7],
f'(x)=-2sinx.0r Vxe [0,7], sinx>0 d’ou Vxe [0,7],
f1(x)<0.

X 0 V.4

WA -

fx | s |
x \]

2°/ fest continue et strictement décroissante sur [0,7] donc fréalise
une bijection de [0,7] sur f([0,7])=[1,5].

3°/a) e g(5)=x & f(x)=5 ©2cosx+3=5 < cosx=1<x=0
(car xe {0,7]) donc g(5)=0.

. g(3)=x<:>f(x)=3¢>cosx=0¢:>x=§ donc g(?»)z£

2
(car x€[0,7]).

b) fest dérivable sur 10,z[ et Vxe 10,7[, f'(x)=0 donc gest
dérivable sur f(]0,7)=]1,5[.
1 1 -1 -1

4°/ So '(x)= = = -
/ Soit x €]1,5[, g'(x) f'[f"l(x)] f'lg(x)] 2sin[g(x)] 2siny

avec y=g(x).
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Ona: y=g(x) = x=f(y) = 2cosy+3=x = cosy:x;3 =
) (x—3)2 . 9 x2—6x+9 . 2 ~x+6x-5
cos” y = =>l-smy=——=smy=—————
4 4
= Siny:b___mx‘;&-S car ye]0,7[.
LI 1 _]
Dou: g'(x)= .
—x*+6x-5

[Solution 11:

1°/ fest définie, continue et dérivable sur [—%,g] et Vxe [~ %’%l ,
_ cosx(2+sinx)—cosxsinx _ 2C0Sx Le signe de f'(x)

(2 +sinx)? B (2 +sinx)?

J'(x)

est celuide cosx.Or Vxe [~%,—72£], cosx 20

X /2 Tl2

|0 + )

f&) 1
/ 3

-1

2°/ fest continue et strictement croissante sur [—%,%] donc f réalise
. T T 1

une bijection de [-—,—] sur ——,—D={-1,-1.
jection [22]u1f([22])[ 3}

3°a) ® g(0)=x < f(x)=0 < sinx=0 < x=0 (car

Vx e [—%,g]) done g(0)=0.

inx 1 . .
og(—l_):x@f(x):—l-@ Sm.,\ =— & Ssinx=2+sinx
5 5 2+sinx 5

o sinx=r o x=" doi g(1)=2
2 6 857%
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b) fest dérivable sur ]—%,-’25[ et Vxe ]—%,%[, f'(x)#0 donc

g est dérivable sur f(]- %,%

4°/ Soit x € ]—1,-;—[ , g'(x)=

1
D=1- 1,5[ :

_

flg@)]

1 _(2+sin y)

f'(y)  2cosy
siny

Posons g(x)=y = g'(x)=

=x = siny=2x+xsiny

Orgx)=y = f)=x = ,
2+siny

. 2 .2 )
= smy:zj;:>(2+smy)“ :(1 4x)2 et cosy =4/l —sin" y

4x* \/1—2x—3x2 \/l—2x—3x2
= cosy=_|l~- — = = (car
(1-x)* |l x| 1—x
1
el-1,—
x €] 3[)
4
. 1-x)’ 2
g'(x)= (d-x) == - .
dl—2x—3x' (l~x)\/—3x -2x+1
-x

2
(1—)(,')\/—3)62 —2x+1 '

Conclusion : Vx ] - 1,%[, g'(x)=

[Solution 12 :

1°/¢Ona VxeR, x> +2x+2>0 (car A<0)donc la fonction

x> vx? +2x +2 estdérivable sur R et comme la fonction

x+> x+1 est dérivable sur R donc fest dérivable sur R comme
quotient de ces 2 fonctions.

Ve raxr2-— 280D iy

2

X 2x+2—(x+1) 1

\/(x2+2x+2)2 x4 2x+2 _\/(x2+2x+2)3 .
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2°/a) fest définie, continue et dérivable sur R et Vx e R,
1

fl(x)= >0.
VG2 +2x+2)
S +

[ /’ '

x{(1+— )
. hm f(x)= hm = hm 5 =—
—x1{l+ +— ~x1{]+ +—
x x x x

x(1+*)

o hm f(x)~ m ———f
x‘/l+ +—
x x

b) fest continue et strictement croissante sur R donc f réalise une
bijection de R sur f(R)=]-1,1].

X 141

“1)= vVi-x?
1242
\/(\/1_:* Y +2(———

3%a) f(\/1

~D+2

\/_

X

x

2 o) R |

1-x? |2 iy P N
1—x2 %_xz ,ﬁ_xz 1-x

byona Vxe]-1,1[, f(

V1-x?

fx)= -1.

b
Vi-x?
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1°/ g est définie, continue et dérivable sur R et Vxe R,

Vx+1 S

1 2 1 XX +1-%
2 x“+1 2 (x2+1Wx +1
S S
2 2 3
NCAE D)) . o
g +
g /0
-1

= lim — ] -

1
. hm g(x)— 11m —
X—>- 2 x—>-o ]
~2x 1+~— 21+ =
x

o lim g(x)= lim ————

X—>+0 X—>+®
2x./1 + —

2°/ g est continue et strictement croissante sur R donc g réalise une
bijection de R sur g(R)=]-1,0[.

o | —
I
L

l\)]——-

3°%a)Ona: VxeR, x> +1>0 donc la fonction x l—é% x2+1 est

L. . —-X ..
dérivable sur R et comme la fonction x — —2— +1 est dérivable sur R

donc fest dérivable sur R comme somme de ces 2 fonction dérivables.

I 1 X
VxeR, X)=——4+———=g(x).
S1(x) >t - g(x)
b)Ona g(R)=]-1,0[ donc VxeR, g(x)<0 et parsuite VxeR
» J'(x)<0. x oo +00
f'® -
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o lirP f(x)=+o.

2,92
. hm f(x)— llm 14+ — (Vx +1—-x)= lim l+l—u
2% +1+x

X—> 4D

] 1 1
=liml+— ——=1.
X—>+400 2 x2 +1+x
c) fest continue et strictement décroissante sur R donc fréalise

une bijection de Rsur f(R)=]l,+oof.

4° £~ [ >R
x> fi(x)=y.

f_l(x)zy@f(y)ﬂc®—§+1+%\/y2+1=x<:>
1 Y ¥+l 2 »

Til=x—l+t > F—=x-D+x-Dy+— &

1

oy= +1-x

4(x—-1)
Conclusion : Vx€]l,+ o[, f7'(x)= ! +1—x

4(x-1)

|Sol‘u'ti0n 14:

1°/a) e La fonction x > 2x —x* est dérivable sur R et
vx€]0,2], 2x -x* >0 donc fest dérivable sur ]0,2[.

e Dérivabilité de fa droite en 0 :

f(x)-f(0) . J2x-x* . \}2x X
lim ——— = lim ————— = lim
x—0" X x—0* X x—0% x—)O*

x—0"

/2 .
= lim ,/——1=+c0 donc f n’est pas dérivable a droite en 0.
x

e Dérivabilité de fa gauche en 2 :

i 7253 _ i V2x-x’

-2 x- -2 x=2
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= lim 2x-x’ = lim

=2 (x W 2x—x2 T 2x - %P

Donc f n’est pas dérivable a gauche en 2.
Conclusion : Le domaine de dérivabilité de fest ]0,2[.

2°/ fest définie et continue sur [0,2] et dérivable sur ]0,2{ et:
VXE]O,Z[, f'(x): 2——2x7 _ I—x :

2\/2x—x‘ \/2x—x~

Le signe de f'(x) estceluide 1—-x

D’ou le tableau des variations de f:

x 0 1 2
& + ’ -
1
0 0

3% f(x)=x & V2x-x"=x & 2x-x"=x © 2x’-2x=0 =
x(x-1)=0 & x=0 ou x=1=> Sg ={0,1}.
4°/a) @ est continue et strictement croissante sur [0,1] donc ¢ réalise
une bijection de [0,1] sur ¢([0,1])=[0,1].

b) ¢~ :[0,1]1[0,1]

x> 97 (x)=y

P X=y S p()=x S 2y-y =x & 2y-y'=x’ &
Yy —2y+x'=0.0na:A’=1-x* d’ol y'=l—\/r——x—2 et
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y'=1+41-x7 ,or y€[0,1] donc la solution valable est
y'=1-41-x> car y">1 donc Vxe[0,1], o' (x)=1-v1-x".

ISolvution 15:

1°/ g est définie, continue et dérivable sur Ret Vxe R,
g'(x)=3x>+12.0na VxeR, g'(x)>0 d’ou:

x —w +o0

g +

g /+°°
— oo

2°/a) g est continue et strictement croissante sur R donc g réalise une
bijection de R sur R et comme 0 e R donc 0 admet un seul
antécédent o par g ce qui prouve qu’il existe un seul réel o tel que
g(a)=0.D’autre part on a g(0)-g(1) <0 et g est continue sur {0,1]

donc 0<a<l.
b) D’apres le tableau des variations de gon a :

X i — 0 o + 0

+ + 00
gx) /6/

d’otl le tableau de signe de g(x) :

X ' — 0 (04 + o0

g (x) - 0‘ +

3°/a) fest définie sur R et fest une fonction rationnelle donc f est

dérivable sur R.
VxeR,

f'(x)=

3x2(x +4)-2x(x* +1) B x(x* +12x-2) _x-g(x)
(x? +4) R R DS
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b)Ona g(a)=0 = a®+12a0-2=0 = o’ =2-12a donc
)= &+l _2-12a+1 _3-1a

a?+4 P +4 a’+4
4°/ f est définie, continue et dérivable sur Ret VxeR,
: x-g(x)
xX)=—"=
/') (x? +4)

Le signe de f'(x) estceluide x-g(x).

x — 0 0 l04 + 0
x -~ (f + +
g(x) - - 0 +
x.g(x) + ( - ) +

D’ot le tableau de variations de f:

x ~ 0 0 a + 0
f® + 0[ - 0+
l
, Y + o0
fx) / \3_]2{1 /
- a’+4

lSolution 16 J

1°/ f est définie, continue et dérivable sur R comme étant fonction
rationnelle.

2x(x2+1)-2x(x*-1) _ 4x
(x? +1)? (x* +1)?
Le signe de f'(x) est celui de x d’ou le tableau des variations de /'

vxeR, f'(x)=
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X —o0 0 +0
7 - ¢+
fx) |1 1

e f est continue sur R donc f(R) est I’intervalle [-1,1[ .
x? -1
=X P-l=x+xe P -x*+x+1=0
x°+1

2°/ f(X)=x<

Conclusion : (E) est équivalente & g(x)=0 ol g(x)=x" —x? +x+1.
3°/ g est continue et dérivable sur R comme étant fonction polynéme,
g'x)= 3x% -2x+1.

3x? =2x+1=0, A=4-12=-8<0 = VxeR, g'(x)>0.

X —0 +00

g(x) 0

I

g est continue et strictement croissante sur R donc g est une bijection
de R sur g( R)=R et par suite 0 admet un seul antécédent o € R par g

Conclusion : (E) admet une solution « . o est I’abscisse du point
d’intersection de la courbe de f et de la droite A d'équation y=x.
4°/a) @ est continue et strictement croissante sur R, donc ¢ est une
bijection de R. sur ¢ (R:)=[-1,1].

b) ¢ [-1L1[> R,

x> (x)=y
y -1
P (N)=y @ p())=x & F—=X o y -l=xp’ +x
vy +1
= y?(1-x)=x+1
2 x+1
or x#1 donc Yy =——
[—x
x+1>0

or xel[-1,1[ donc 1
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||_x+1 R don y=
—x or yeR, d’ou —x

| x+1
Conclusion : Pour tout xe[-1,1] , @ (x)= —1——-—x .

1°/a) ¢, estdérivable sur [0,7] comme composée et somme des
fonctions dérivables sur 10,7 .

Vxe [0,7],

ga;, (x) = a[—asin(a x)sinx +cos{a x)cosx] —a cos(ar x)cosx +sin{a x)sin x
= —a? sin(er x)sin x +sin(ar x)sinx = (1 -a?)sin(a x)sin x
Or0<a<l =>1-a’>0et 0<x<7 = 0<ax<z

= sin(@x)>0 et sinx>0.

D’ou Vxe[0,7], ¢, (x)20.

X 0 /s
(p;, x) |0 + )
(ﬂa (x ) sin(ar)
0o—"

b) D’aprés le tableau des variations de ¢, , 0 est un minimum absolu
sur [0,7] donc Vxe [0,7] , ¢,(x)=0 et comme ¢,(0)=0 et ¢, est
strictement croissante sur [0,7z] donc Vxe [0,7], ¢,(x)>0.

sin{c x)
. . sin(lax )
2°/a) e lim f,(x)= lim —'(—-—22 lim —%* =g
x—-0* x—0* sinx x—0" Smx
x
. sin{a x) . sinx
car lim =g et lim =1
x—0* X -0t x

sin{ar x
sin(@x)

o lim f,(x)= lim —
x—>r" x—>z~ SInNX

car lim sin(ax)=sin(az)>0 car O<azr <z et lim sinx=0".
x> x>~

b) £, est définie, continue et dérivable sur ]0,7[ et Vxel0,7[,

fo®=

acos(a x)sinx —cosxsin(ax)  @,(x)
. 2 = 7>0
(sinx)” (sinx)”
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x 0 V4

Ja (%) +

£ ()
Ja\*T

sin(a»—£»~) sin(erz ,ﬁ.)
T N a+l _ o+l
O futys—axrl a3
@ sin(———) sin(——)
a+l a+1
sin(;z'——L ) sin( il )
- a+l _ a+l ¢

sin(——)  sin(——)
a+1 a+l
3°/ f, estcontinue et strictement croissante sur ]0,z[ donc f, est

2

une bijection de 10,z[ sur Ja,+w[ et comme o+

€la,+ o[

donc il admet un seul antécédent de ]0,7z[ par £, ce qui prouve que
(E) admet une solution dans }0,7] .

Solution 18

1°/a) fest définie, continue et dérivable sur ]—%,%[

Vxe ]‘%’%[’ f(x)=1+tan’x >0

© F :

f @ +

Jx) +00
_w/

b) Aty =7"(0)x+ f(0) = A:y=x.
c¢) Etudions le signe de f(x)-x.

Soit g(x)= f(x)~-x ; g est dérivable sur ]-

)

wN
N

Vxe ]—%%[ , g'(X)=f'(x)-1=tan’x > 0.
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¥ 4 ¥4
X 2 0 2

g + 0+
g || _

D’aprés le tableau des variations de gon a:

® Vxe ]—g—,O[ : g(x)<0 = C; est au dessous de A .
® Vxe ]O,%[ : g(x)>0 = C; estau dessus de A .
e Crencontre A au point O(0, 0).
2°/a) fest continue et strictement croissante sur ]_%’Zz[—[ donc f est
bijection de _ﬁ,f sur —1,1 =R.
j =550 surf(1-2.50)

1
')

1
gi(X)=———— or y=g(x) & x=f(») < x=tan y
I+tan’y

Soit xeR, g'(x)= ol y=g(x)

& x” =tan’y et par suite Vxe R, g'(x)= ] !

xr
g)=x tan x=1
) 1 V3 JZ'[ b1 <::>x=% donc g(]):%.
€57 xe] -—, Py [
g(\3)=x tan x=1
xe]"?:a‘[ XE] 2 s 2 [

3°/ a) Montrons que Vxe R, g(—x)=g(x).

Soit A(x) = g(-x); hest dérivable sur RetVxe R

SR (x)=-g'(-x)=-g'(x).

Soit k(x)=—g(x) ; k est dérivable sur R et Vxe R, k'(x)=-g'(x) donc

VxeR, hx)=k(x).

Conclusion : Vx e R, g(—x)=-g(x) ce qui prouve que g est impaire.
b) limgx—) = limw =g'(0)=1 car g'(x)=

x>0 x . x>0 x—0 1+x?
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4°/ a) Soit A(x)=x-g(x) et x>0 . A est continue, dérivable sur [0,+oo[,

x2

Rx)=1-g'(x)=1- == 220.
T+x° 1+x
X 0 +00
H(x) |0 +
h(x)

Vx>0 ona: A(x)>0 d’o 0<x—g(x).
3

o Soit k(x)=x~ g(x)—% (x>0Q)

k est continue, dérivable sur R.
2 4

kx)=1-g@)-x =—"—s-x’ =220
1+x l+x°
x 0 +00
kx) |0 -
k(%) 0

3
d’ou Vx>0 ona: k(x)<0 d’ou x—g(x)<x?.

3 . -
b) Vx>0 ona: O<x-g(x_)<~xT d’ot —%<w<0
J

x
lim-X=0 don lim 88 =% _¢
0" 3 =07 x*
e lim g(x),‘x = lim g(‘?“ (t = —x)
x—0" x° x—0" 1°
= 1im-EY=4 g
x—0" 1
o lim EOTX iy DX i 8D ZF
x—0" x- x—=0" x2 =0 x
5°/ Soit ¢:R->R
& st x#0
X k> X
1 si x=0

D¢=R; VxeR, -xeR.
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* ¢(~0) =¢(0)
® Vx ¢0, ¢(_x) - g(_‘x) = —g(x) = g(x) — ¢(x)
—-X X

donc ¢ est une fonction paire.
b) e ¢ est continue sur R* comme étant le quotient de deux fonctions

continues. (g = £~ est continue sur R comme étant la réciprogue d’une
fonction continue).
o Continuité de pen 0 :
. o 8(x) L .
lim ¢(x) =lim=—==1=¢(0) = ¢ est continue en 0.
x—0 =0 x

Conclusion : ¢ est continue sur R.
. ¢) * ¢ est dérivable sur R* comme étant le quotient de fonctions

dérivables.
o Dérivabilité de g en 0 :
g
lim D=0 i x iy 8-

x—0 x—0 x—0 X x—0 x2

Conclusion : ¢ est dérivable sur R .

g

d)Ona: VxeR: -2 <g(x)<Z do |g(x)|= <7
2 2 2}

o lim =0 dott lim@ = lim =0

XD 2’,\5} X% X472

. ; . T
a) Les fonctions x > +/sin2x et x — sont dérivables sur ] 0,—2—[

Sinx

; 44 . . 'a
donc f est dérivable sur 10, 5[ comme produit de ces deux fonctions . |

T
S =f (’z’)z . Jsin(2x)

. lim
Vs

~3)  x Y (3] @ ‘7_2[') sinx



Fonctions réciproques ¢ 141 ¢ 4°™ Maths

~ lim /sin(;z~2x ) 2Nr-2x
' (gJ w-2x (7-2x)sinx
2
sin(z ~2x) ~1 2

T—-2x '\/n—2x'sinx

sm(n' Zx) sz -1 2
ca I ef lim ——— =0
T—2x v—>0* g Qx sinx

Donc f n’est pas dérivable en 5

cos2x
—mm—e 81N X — COSX +/Sin 2x

Vsinx
(sinx )?

_ ©08(2x ).sinx —cosx sin(2x)  sin(x —2x)

-1
sin(2x).(sinx ) - sin(2x ).(sinx )’ - \/sin(2x ).(sinx )

(on rappelle que sin a cos b —cos b sin a = sin(a-b))

= —0

vx e]oag[af'(x)_

Or sur 10, %],sinx>0 = Vx €10, %],f’(x) <0

0 r
X 2
1'% ~
J oo
— .
sm 2x
\sin2x ) \/_
= lim = +00

limf (x)= lim
x 0"

x>0 sinx x>0 Sinx .,/x
X

. . . T
2°/ f est continue et strictement décroissante sur ]0, 5] donc f est
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une bijection de 10, %] sur (10, %1) =[0,+o0[=]J
3¢/
a) e g est continue sur [ 0, +o0 [ comme réciproque d’une fonction

. V4
continue sur |0, —].

e [ est dérivable sur |0, %[ et Vx €10, %[ , f '(x) #0donc

g est dérivable sur f (J0, %[ )=10,+0f.

o Etudions la dérivabilité¢ de g a droiteen 0.

n
ﬁmg(ﬁ;g@.z lim 5= im —— g
RS A AR
7T
Y3
F&)- )
car on a : montré précédemment que lil‘?_ 2 -
X —)T X ——

2
donc g est dérivableen O et g, (0)=0

Conclusion : g est dérivable sur [ 0 ,+o[.

b) Soitx €]0,+0[, g'(x)=

g'(x)=-siny {/sin(2y)

1
7oy 8¢)

Ory=g(x)
Sn3y . ‘
of)=x ox =—S,1—nl<::> sin2y =x siny donc
sin y
g'(x)=—x sj112 y
Ona:x2=81n2y :}xz___Zcosy

sin’ y sin y
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4°/

. 2 s 2
Sm’y = Sm_f =—4_4:>4—-4sin2y =sin’y = i
cos’y l-smny x 4+x
—4x
doug'(x)= '
g'(x) drx’

a) Ona: g estdérivable sur[0,+o0],

2
X > V2x etx = ,[— sont
X

r..’ * r..* * r
dérivables sur R, donc @ est dérivable sur R, comme composée et

somme des fonctions dérivables

b) Vx €]0,+0f,
P'(x)=(2x)g'V2x >+[\/xz)'.g '(J%)

4%
1 4 e SR
J2x 4+4x? 2 4 x2+1 x?+1
x2 ‘-‘+4

x X

Dot Vx €]0,+0[, ¢'(x)=0: o()=2g(/2)
Cherchons le réel x € 10, %]tel que g(V2)=x :
g(\2)=

¥ o VIof () 3o Yin2 siny 1

sinx sin2x 2

T

.2
sin'x 1 anx =12y =Z~d'ou o)==

2sinx cosx
c) Ona: Vx €]0,4+0[ , ¢'(x )=0 donc ¢ est une constante

= Vx €]0,+o0[, (p(x)=¢(1)=%.
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a) @, est définie et continue sur [ 0, 5[ et dérivable sur 10, %[ et

1-n

1+tan’x Lml
———.(tanx ) "

1
Vx € ]0, %[, qo,',(x)=l(tanx)” '.(1+tan2x)=
n

1
0 —
* 2

¢.(x) +

Pn (X) / oo

0

. . . /4
b) ¢, est continue et strictement croissante sur {0, —[ donc ¢, est une
2

bijection de [0, %[ sur @, ([0, %[ )y=[0,+00[ =1 . Soit yr, ="

c)
(e V4 V4 .
e @, est dérivable sur ] 0, 5[ et Vx €10, —2—[ , @,(x)=0donc
w, est dérivable sur ¢, (J0, -’25[) =10, +ol.

¢ Etudions la dérivabilité de , a droiteen 0 :

x 0" X =00 X y=0" @, (y ) ¥y-0" nltan y
.y tamy .y -1
lim ———. = lim (tan =0
y>0*tany rltan y voou tany (tany)
y

3 |-

Car lim 22 -0

y—0 y

=1et ljrr(l)(tan y )1"
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]

Donc i, est dérivable a droite en 0 et par suite i, est dérivable sur
[0,+0[=E’. :

. 1
d) Soit x €eE'=[0,+0[; y,(x)=— olly =y, (x)

», ()
. n '
Wﬂ(x)z l-] Ory-;l//n(x) <3X=¢n(.y)
(1+tan® y )(tan y )"
n-1
< x=fftany & x"=tany d’on l//,',(x)= L " =1n+x 7
x?

A+x)x") "

n-l

T+x 2

. T
2°/ a)ex > 1+tan’ x est dérivable sur ]—5,5[

Conclusion : Vx €[0,+0o[,y =y, (x)

et en particulier sur ]O,%[
e x > —2+4/1an x est dérivable sur ]0,%[

donc N est dérivable sur ]O,%[

1+tan’x

Jtanx

5 1
=(1+tan'x)(2tanx — )
Jtanx
R

< (tanx ) =~- < (tanx)? =—
( ) 5 ( ) >

e Vx e]O,%[ ,N'(x)=2tan x ( | +tan’x) —

N'(x)=0 & 2tanx =

1
Vtanx
. T e e
Or la fonction g : ]—5,5[ —> 10,400, x > tanx est une bijection .
Eneffet, g'(x)=1+tan’x >0 = g est continue et strictement

2

. 4 . 3
croissante sur ]0,5[ et par suite le réel (5)3 admet un seul

antécédent x, € ]0,%[ par g .
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11 en résulte alors que I’équation N'(x) =0, (x, € ]O,g—[ ) admet une f

unique solution x ;.

Wit

e Ona:N(x,)=0 < tan x,= (%)

= N(xp)=1+ [(%)5} -2y’
ey credyi Aoy o 3
=14 G 260 =146 G-D =1-

b) D’apres la question précédente , N'(x ) = 0 admet une seule solution

T . T
x,dans ]0,—2—[ et comme N' est continue sur ]0,5[ donc N'(x )
garde un signe constant sur chacun des intervalles ] 0, x, [ et

T
]xo,—z—[ d’ou:

X 0 (4 Xo .75 Zt_
4 2
N'(x) = ) +
o \ / -
N(xp)

. . i VA
Soit N la restriction de N sur [0, x, ] et N, la restriction de N sur [x 0,5[ .

N, est une bijectionde ] 0, x, [ sur [ N(x),1]

3
OrN (x,)=1-—= <0.Donc 0 admet un seul antécédent
243

ae ]O,xo[ par N; . N est une bijection de [xo,%[ sur

[N (x ), +o0f donc 0 admet un seul antécédent 8 € ]xo,g{ parN, .
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Il en résulte que I’équation
N(x)=0 ”
7 admet deux solutions dont I'une est Z car N(—=)=0

x €[0,— 4 4

2

. . T
c) ef estdéfinie, continue sur [0,5[ .

o f est dérivable sur }O’%[ et non dérivable en 0, la courbe de

f présente donc une demi tangente verticale au point O(0,0) et

V4
Vx € 10,—{.
! 2[

1+ tan’ x 1—1+tan2x~2\/tanx _ N(x)

)= 2/tanx - 2tanx 2\tanx

D’aprés I’étude faite en b), il en résulte que :

Vx €[0,2 ] U[% 4o, N(x) 20 et Vx e]a,%[, N(x) <0

x 0 o

r
4
' + 6 - {; +
f f(@ +oa
0/’ \ ; /v

1-Z

Y

e f (%) =1- % >0 d’otr, d’apres le tableau des variations de f , on

a:

Vxe[O,%[ ,f(x)=0.

[ Solution 21:

—_— 2 —
19/ limy = lim YL gy Y
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x
= lim ———==0
x>0 \]x2+1+1
limf =lim ————= =0

0" x =07 2 /x +
Ona: l}){nf =l%)r_nf =1 (0)

D’ol f est continue en 0

2 —
o tim LGV © T
x=0* x -0 x—»O" x -
 m b lim-——l———-=—;—=f{,'(0)

R N I R b

[ &x)=f0) _ _1
lim =lim ————==
x~0" x -0 x—0" 2‘/x +1 2

f est dérivable a gauche en 0
Conclusion : f est dérivableen 0 et f (0) =%

3¢/
a) Latangente 2 Cf au point d’abscisse 0 et pour équation

y =f(0) (x-0)+7(0)

1 1 .
= Ex d’ou D:y= 3 x est la tangente 4 C/ au point

0
b) pourx>0
21 2Wx 2 +1-{2+x°
0= f )y -y =yl x 2 2+x7)
x 2 2x
) 4(x?+1)~(242%)
2x(2\/x2+1+2+x2)
3
d(x) = x < 0

2(2 x2+1+2+x2)

Cf estendessousde Dsur] 0, +oof
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Wrtel 2 2\/;_+—
x(l-m)_x(l_m)(nﬂ)
2x/;c2—+1 - 2\/x2+1(1+)x/x24‘-1’

Pourx <0:dx)=f(x)-y =

= X >0
2\/x2+1(1+\/;7+1)
Cf estaudessusde Dsur]- o ,0].

4°/ pourx >0:

' 211 ‘xz—(x2+1—\/’x‘2:)
LS R
i1 -1 (\/x2+1—-1)(\/x2+1—1)

1 1
Pourx<0: f'(x) = X +1 -
4(x2+1) 2(x +1) 41
Onapourtoutx e R : f'(x)> 0
x 1 +
fx) +
1

x :—)-oo - X - 1 2 - vl-lgloof - 1
2 — 2ix | 1+—
2,[x (1+x2) | e ly1+ =
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- fmf = =
x—)—oof i 2

=1
f est continue sur R
b) Ona:

f ets strictement croissante sur R
D’out: f est une bijection de R sur

s=f (R)=} fim s, lim [ = 1+

Solution 22:

A.
1°/ h est définie, continue et dérivable sur Ret Vx e R,

K(x)=3x?—6x+3=3(x>-2x+1)=3(x~-1)* 20.

X ) 1 + 0

H(x) + I +

hex) / + 00
— 0

2°/a) h est continue et strictement croissante sur R donc 4 réalise une
bijection de R sur R et comme 0 € R donc 0 admet un seul antécédent
aceRparh = Wax)=0.

h(0,6)-~(0,5)<0 et
b)Ona: = -0,6<a<-05.

h est continue sur [-0,6,— 0,51
3°/ D’aprés le tableau de variations de #on a:
X o4

h(x) & y+ o

e
— 00




Fonctions réciproques *+151 ¢ 4™ Maths

Conclusion :
x | - a + o0

Wy | - { +
B.

1°/ f étantune fonction rationnelle donc fest dérivablesur D,= R\ {1}.

) = GBx " =3)x —-1) =2(x" =3x)x —-1)

vx 21, f oD
C3(x P -D(x D -2(x 7 -3x)
B (x -1)°
_3x3—3x2’3x +3-2x%+6x

(x =1’
x* —3x? +3x+3  h(x)

d’ N : ) — —
ou: Vx#1,f'(x) GOy T

2¢/

X — o0 a 1 + o0
@' b s
hix) - + +
1) S I
d’ou :
X — 0 a I + o0
' + v - +
Slo) o0
f(x) / \ / -

2 _—
3/ ﬁx—)z—x——j’z— d’otr lim f(x)=1
X (x._l) Xt
2x? —4x

(x~1)°

fx)-x=

d’ott lim f(x)—-x=2
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D’ot la droite A d’équation y = x +2 est une asymptote oblique & C;
au voisinage de + co.

4°/a)
x® —3x x} =3x—(x+2)(x—1)° -2

—yv= - 2 = =
/9=y (x-1y° +2) (x~1)° (x—1)°

Ona: Vx=#1, f(x)—y<0 d’ou C; est au dessous de A .

b)

&

ot
v

(-0,55)° +3(0,55) _ 0.6
(-0,55—-1)* ’
( f(x)=0 & x*~3x=0 < x=0 ou x=—+/3 ou x=+/3)

Solution 23 : l

f@)~ f(-055)=

A)
1°/ Ona: Vx e R ,-1 <sinx <1 dou2x-1= f(x)<2x+1
20/

*SoitM(x,y)eCnD;.0Ona: y=f&)
y =2x -1
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f(x)=2x-1 <sinx=1 ©x=§+2kﬂ' ol ke Z
Dou: y=mx -1+4kx
CmD,={Ak(%+2k7z',7r-l+4kﬂ'),keZ}

y=f()

e SoitM(x,y) eC sz.Ona:{
y =2x +1

f(x)=2x+1Ssinx=-1 & x =227£ +2k7x

3
CmD2={Bk(7ﬂ +2km 37w +1+4km),keZ)
* Equation de la tangente a C au point A, .

y=f '(-’25+2kn)(x —%—2k7r)+f(~g—+2kﬂ)
or f '(%Jrzkﬂ):z—cos(-’zi—zkn):z

d’ou:y=2(x —%—2k7r)+7r-1 +4k7r = y=2x-1

d’oli: Dy 1y =2x -1 est I’équation de la tangente a (C) au point Ay .
¢ Equation de la tangente 4 (C) au point By :

y=f '(37”+2kﬂ)(x ——321—2kﬂ')+f(%+2k72')
or f '(37”+2k7[)=2-008(§'27£+2kﬂ')=2

y=2(x —%——2k7r)+372‘-] +4k7w = y=2x-1

d’ou D, : y =2x + 1 est I’équation de la tangente a (C) au point By
3°/a)0Ona:Vx e R,-x € R: f (—x)=-2 x sin x = -(2x — sin x)
=-f(x)
D’ou f est une fonction impaire .
b) Le point O est un centre de symétrie de (C) .
4°/
a) f(x+27)=2x+4 w-sin(x+27)=2x—-sinx+47x

=f(x)+4
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b) Soit T, la translation de vecteur 7 =2k 7z i + 4k7 j .

Soit C, la courbe représentative de f sur [-7,7].
Soit C, =T, (Cy) '

Soit M(x,y) €C; <M =T_(N) ouN eC| < NM =i

{x ~x, =2kzx
Ona: ou-7T <xy= 7
y—f(xy)=4krn
Ona:y=f(xy)+4rn=f(x-2km)+4k 7 =f(x)
-n Sxznn &&-nw+2kx < rmT+2knw
S-n+2kw £x < w+2k 1 d’ou G, est la courbe représentative
de f sur ’intervalle
[-r+2k7m , m+2kx]l(keZ).
5°/Etudions les variations de f sur [0, 7]
Vx e [0, 7] ,f'(x)=2-cosx>0
0

X T
L) +
f(x) —— 2%
0

L’équation de la tangente a (C) au point O(0,0) esty = x

B)
1°/¥Vx eR,f'(x)=2-cosx>0

lim 2x +1=-0 d’ou lim f =—oo (d’aprés A) 1°/)

lim 2x +1=+0 d’oi lim f =+
X —00 +oo
' +
S(x) e

[ est continue , strictement croissante sur R donc f* est uen bijection de
Rsur f(R)=R .

Conclusion : f admet une application réciproque g : R — R.
2°/Ona: £(0) =0 d’ou £ '(0)=0 = g(0)=0

f(m)y=2x d’ov gQRr)=n ,f Qkrx)=4krmr dou g(dkrm)=2knx
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3°/ Ona: f estdérivable sur Ret Vx € R, f '(x ) # 0 donc g est
dérivable surR .

g0 = =1 gim) = =1L
/(&) f'0) f(g@r)) fi=) 3
4°/ f étant une bijection de R sur R donc le réel m admet un seul
antécédent par f , noté x,, .
D’ou I’équation 2x — sin x = m admet une seule solution x,, .
(o)
1°/

a) f(x)=4 < 2x-sinx=4 < 2x=sinx+4

<:>%(4+sinx)=x<:> D(x)=x

b) |®'(x )’: =%lcosx|S% :

1
—CoSX
2

1

2°/ & est continue , dérivable sur R, etVx € R, |J'(x )‘ < 5

Dot Vx e R,Vy e Rona: |®(x)—®(y)|$—;—’x —y’

Onpose x=U,ety=«
D(x)=SU,)=Un , (y)=D(a)=« car f (a)=4

D’ou IU”H

~a| <0, -d
b) Ona:}Ul—alééon—a]
1, 1Y’
\Uz—alSE{U]—a{ S(Ej v, -«
1 1Y
[U3—a‘SEIU2—al S(Ej ‘Uo—a’}
1 1Y
U, —al <L, -a s@ U, -2l

Donc on constate que Vn € N,

U, - s@ U,
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Vérifions ce résultat par récurrence :

1 0
e Pourn=90, IUn —a! < [5] IUo —a, est vraie .
o Supposons que pour un entier donné nona:

IU” —-a[ < (%) IU0 —a‘ et montrons que

1 n+t
U, .2 S(E) U, ~a]

Ona: |U,, —a|< %lU" ~af (daprés 2°/ a))

U, —a| < %G) U, -a| = @ Uo-af

lim (—1—) ,Uo—a| =0 car - 1< ~1—<1
2 2

D’ot lim [U, —a| =0 etparsuite im U, =&
X ~»+00

X ~>+c0

Conclusion : (U,) est une suite convergente vers « .



