Géométrie dans l'espace * 198 4 Maths

EXERCICES

I Exercice 1:

L'espace & est rapporté & un repére orthonormé (0,1, /,k).
Soient A(1,0,-1) : B(2,0,0) ; C(0,1,-2).
1°/a) Donner une représentation paramétrique de la droite (4B).
b) En déduire une représentation cartésienne de la droite (4B).
2°/a) Montrer que les points 4, B et C forment un plan P.
b) Donner une équation cartésienne de P.
3°/ Donner une équation cartésienne du plan Q paralléle a P et passant

par O.

I Exercice 2 :

U'espace & est rapporte a un repeére orthonormé (O, f,],l?) .

XxX=a x=,6’+l .
Soit les droites D,: {y=1+¢g et D,: y=4 aeRet feR
=~ z=0

1°/ Montrer que D, et D, ne sont pas coplanaires.
2°/ Soit P le plan passant par O et contenant la droite D, et Q e plan
passant par O et contenant la droite D,

a) Donner une équation cartésienne de P puis de Q.
b) Prouver que P et Q sont sécants en une droite A . Donner alors

un systéme d'équations paramétriques de A .



Géomeétrie dans l'espace #7199 ¢ 4 Maths

Exercice 3 : J

L'espace & est rapporté & un repére orthonormé (0,1, j,k) . Soient les

xX=a £-1 x
trois droites : Dy:{ y=a+1 ; D;: g D ly=)-
=y

1

N X
11

z=—-a+2

il

a, B,y trois réels quelconques.

1°/ Démontrer que D,, D,, D, sont concourantes en un point / que
I'on précisera.

2°/ a) Déterminer par son équation cartésienne le plan P contenant les

droites D,etD, .

b) D, est-elle incluse dans P ?

I Exercice 4 : l

L'espace & est rapporté a un repere (0,;,},/;) .
Soit & € R. On note P, I'ensemble des points M(x, y,z)de &
vérifiant:
x=k+k
y=k-1 ou (k,k")eR?
z=k+k'tcose
1°/ a) Montrer que P, est un plan.
b) Donner une équation cartésienne de P,
2°/ Soit A I'ensemble des points M(x,y,z) vérifiant:x=1lety=z
a) Montrer que A est une droite.
b) Démontrer que P, rencontre A en un point 4, dont on

précisera les coordonnées.
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3°/Soit B(1,1,1)

— - — o
a) Montrer que B4, =(cosa). e ou e estun vecteur que ['on précisef]

b) En déduire que 4, varie sur une droite fixe (J )que l'on précisera.

[Exercice 5:

L'espace & est rapporté a un repere (O,IT,_}:,/;) .

Soit m € R et on considére les droites D et D' :

x=20+]1 x=2+mp3
D:sy=-"2a0-1 (¢eR) etD:{y=~1-2mfB (feR)
z=a+3 z=5-p0

1°/ Montrer que Vm € R ; D et D' ne sont pas paralléles.
2°/ a) Déterminer m pour que D et D' soient coplanaires.
b) Préciser dans ce cas les coordonnées du point / d'intersection
des droites D et D'.
3°/ Soit P

mx+y+Q2-2mz+5m-5=0
a) Montrer que la droite D est incluse dans le plan P, .

b) Déterminer (OI) N P, .

le plan d'équation cartésienne :

Exercice 6:

£ I’espace et (0,13, R) repere orthonormé direct. A(0,2,3), B(1,-1,3),
C(3,0,2). |
1) Montrer que A,B,C ne sont pas alignés
2) a- Déterminer u=ABA AC
b- Que représente u pour P = (:ABC)
c- En déduire une équation cartésienne du plan P

3) Calculercosa et(sinat) o = BAC
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Exercice 7 :

Dans I’espace muni d’un repere orthogonal direct (O,;,},E)
On donne A( 2,0,1) ; B(3,-2,0) et C( 2,8,-4).
1°/ Soit M (x Yy, Z)
Calculer AM ABM
2°/Déterminer les coordonnées u point N tel que : AN ABN =CN

3°/Montrer que le volume du tétracdre ABCN est —éCN 2

Exercice 8 :

Soit (0,04,0B ,OC) un repere orthonormé direct de I’espace &
1°/ Soit G le centre de gravité de ABC
a) Déterminer les coordonnées du point G
b) Montrer que : (OG) L(ABC).
2°/ Soit A'( 2,0,0) ; B'(0,2,0) et C'(0,0,3)
a) Calculer AB'AACT
b) En déduire une équation du plan P' = (A'B'C') est :
3x+3y+2z-6=0
3°/ Déterminer les coordonnées du point K intersection de (AC) et du
plan P'.

Exercice 9 :

(0,i,7,k) un repére orthonormé de ’espace & .
On consideére les points A( 2,7,9) ; B( 1,1,2) ; C(-1,2,7)
1°/ a)Calculer les coordonnées du vecteur AB AAC
b) En déduire I’aire du triangle ABC
2°/
a) Déterminer ’ensemble E des points M tels que :
OM AMA +20M AMB +30M AMC =0
b) Déterminer I’ensemble (F) des points M tels que :
OM AMA +20M AMB =30M AMC
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Exercice 10 :

ABCDEFGH un cube de c6té 1 . v
L’espace ¢ est orienté par le repere orthonormé direct ( A, AB,AD AE )
I=E*F :
K : centre du carré ADHE
1/ Vérifier que : BK =1G ~IA
2°/En déduire I’aire du triangle IGA .
3%/
a) Calculer le volume du tétraedre ABIG
b) En déduire la distance du point B au plan AIG .

Exercice 11 :

A et B deux points distincts de I’espace , 1= A * B
1°/ Démontrer que pour tout M de I’espace on a : .
VA AMB = MI A 4B -3
2°/ Déterminer I’ensemble (I') des points de I’espace tels que :

HMEAEEW=MUAB

Exercice 127 l

L’espace & est rapporté a un repere orthonormé ( O,li IJ ,ll<) .
1°/ On considere les points A0, 1, 1), B(1,0, DetC(1,1,0).

a) Vérifier que A, B et C ne sont pas alignés .

b) Montrer qu’une.€quation cartésienne du plan P passant par A, B
etCest x+y+z-2=0.

¢) Déterminer une équation cartésienne de la sphére S de centre O

et tangente & P . On notera | le point de contact de Set P .

. . . . 2
2°/ a étant un réel, on considére les points E(-ar, —=, « )

NE]

etF(-o«, -
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- -
Soit S, ’ensemble des points M de ¢ tels que ME’ + ME.EF =0
a) Montrer que S, est la sphere de diamétre [EF] .
b) Montrer que pour tout réel «, S, esttangente a P .

¢) On notera J le point de contact de S, et P .

Déterminer « pour que lJ = V2.

Exercice 13 :

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé (O, T , j , E )on
considere les points A(1,1,0) ; B(0,1,1) ; C(1,0,1) et H(2/3,2/3,2/3).

1°/ Vérifier que les trois points A,B et C déterminent un plan P.
2°/a) Vérifier que le vecteur N (1,1,1) est orthogonal a chacun des

- >
vecteurs AB et AC.
b) En déduire qu'une équation cartésienne du plan P est : x+y+z-2=0.
3°/ Vérifier que l'on a les deux résultats suivants :

a) Le point H est le projeté orthogonal du point O sur le plan P.

b) Le point H est l'orthocentre du triangle ABC.
4°/ Déterminer une équation cartésienne de la sphere S de centre O et
qui est tangente au plan P.
5°/ Soit m un paramétre réel tel que 0 <m <2 et soit P, le plan
d'équation : x+y+z-m=0
a) Vérifier que P,, et P sont strictement paralléles.
b) Montrer que l'intersection de S et de P, est un cercle que
I'on notera C,;,.
¢) Déterminer les coordonnées du centre du cercle C,, et préciser son

rayon.
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Exercice 14.:

L’espace £ est rapporté & un repére orthonormé (O ,17,7,;) .
( S) I’ensemble des points M ( x,y,z) vérifiant :
x2+y2+22=2x+2y—22

1°/

a) Montrer que (S) est une sphére que I’on caractérisera .

b) SoitB(2,2,-2)

Montrer que [OB] est une corde de (S)

2°/" Soit M un point variable de (S) et C le point de & tels que :

OMCB soit un parallélogramme
a) Montrer que C est I’image de M par une translation
b) En déduire ’ensemble des points C
3°/ Soit G le centre de gravité du triangle MBC et A' le symétrique de
O para rapport a B
a) Démontrer que G est I’image de M par une homothétie h de
centre A' et dont on précisera le rapport .

b) En déduire I’ensemble décrit par G

Exercice 15

A et B deux points fixes de I’espace _

On considere (S) I’ensemble des points M de I’espace tel que :

MA MB =0

1°/ Déterminer (S)

2°/ Soit G le centre de gravité du triangle AMB et O le milieu de
[AB]

a) Montrer que : oG :%OW
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b) Soit h I’homothétie de centre O et de rapport % ., Quelle est

limage de M par h .
3°/ Déterminer I’ensemble décrit par G lorsque M varie .

Exercice 16:

Soit ABCD un tétraédre
A', B', C' les milieux respectifs de [DA] ; [DB], [DC]
A", B", C" le milieux respectifs de [B'C'] , [C'A"] et [A'B']

1°/ Démontrerque : A"B "= —%Z—B

2°/ a) Déterminer le centre O de I’homothétie h de rapport -_le qui

transforme A en A" .
b) Déterminer h(B) , h(C)
¢) Soit G le centre de gravité du triangle ABC
Déterminer h(G)

3°/ Démontrer que O, D , G sont alignés

Exercice 17 :

On considére dans ’espace &, la sphére S fixe de centre O et de

rayon r > (0 . [AB] une corde de (S)

M un point variable de (S) et N ’image de M par la translation de
vecteur 4B .

1°/1=B*M

Montrer que I est I’image de N par une homothétie h que I’on

précisera .
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2°/ G centre de gravité de BMN

a) Montrer que : IG =%j]7

b) Exprimer 4G en fonction de A1
3°/
a) Déterminer I’ensemble décrit par I lorsque M varie sur (S)
b) Déterminer alors I’ensemble décrit par G .

Exercice 18:

A et B deux points de I’espace & .

{§—>§

M > M "tels que : MM'=2MA +3MB

1°/ Soit A le point de ’espace tels que 24G +3BG =0
Montrer que G est un point invariant par f

2°/ Montrer que pour tout point M de ¢

Ona: GM '=-4GM en déduire ¥é
3°/ Soit @ I’homothétie de centre G et de rapport k # 0

a) Déterminer ¢ ° f

b) Déterminerktelque: ¢ = f
4°/ Déterminer I’ensemble (E) des points M de I’espace & tels que :

MM' =2 oit M'= £ (M)
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| SOLUTIONS

Solution 1 :

L

%
1°/ a) AB| 0| est un vecteur directeur de la droite (45).
1

- —
M(x,y,z) €(AB)si et seulement s'il existe o R tel que AM =« AB

donc une représentation paramétrique de la droite (4B) est :

x=l+a
y=0 aeR
z=-l+a

b) Du systéme paramétrique de la droite (4B)

ona: y=0eta=x-1=z+1

. . . x—1=z+1
Donc une représentation cartésienne de (4B) est : 0
y =
2°/ a) 11 suffit de prouver que les points 4, B, et C ne sont pas alignés

— —
ou que les vecteurs 4B et AC ne sont pas colinéaires ;

- — -
AB| 0| ; AC| 1| ona:11-0.(-D)=1=0
1 -1

— —
donc AB et AC ne sont pas colinéaires et par suite 4, B, et C

forment un plan P.
b) M(x,y,z) € P si et seulement s'il existe deux réels o et f.

- - -
tels que : AM =« AB+ [ AC.
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x=l+a-8 ()
don ¢ y=2 (2)
z=—l+a-f (3)

En faisant la différence des équations (1) et (3) on obtient :

X —z—2=0 c'est une équation cartésienne de P.

N I
3° n| 0 | estun vecteur normal a P et comme Q est paralléle a P
-1

donc # est un vecteur normala Qd'ott Q:x—-z+d =0

or OeQ doncd=0cetparsuite Q:x-z=0

Solution 2 :

._9
1°/ u,} 1| estvecteur directeur de D, .

-1

—>
u,| 1| est vecteur directeur de D, .

0

- o
ona 1.0-(-1).1#0doncu, et u, nesont pas colinéaires ce qui

prouve que D, et D, ne sont pas paralleles.
* Montrons maintenant que D, et D, ne sont pas sécantes.
Si D, et D, sont sécantes en un point /(x, y,z) alors :

x=a=L0+1
y=l+a=p onobtient: a=0et f=1
z=—a=0

Or ces valeur ne vérifient pas I'équation : a = f+1
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ce qui prouve que les deux droites D, et D, ne sont pas sécantes.
Conclusion : D,et D, ne sont ni parali¢les ni sécantes donc D, et D,

ne sont pas coplanaires.
2°/a) * onaO ¢ D, donc P est un plan passant par O et dont un

- -
couple de vecteurs directeurs est{ O4 , u, You A(0, 1, 0) est un point de

D,.

M(x,y,z) € P siet seulement s'il existe deux réelsear et f tels que :

—> > > ¥=p
OM = OA+ Pu, dou sy=a+p
z=-0

Une équation cartésienne de Pestalors : x+z=0

De méme soit B(1, 0, 0) un point de D, . M(x,y,z) €Q siet

o ( — - -
seulement s'il existe deux réels o et Stels que OM = a OB+ Bu,

x=a+p
dott < y=  une équation cartésienne de Q est alors z=0.
z=0
1 0
- -
b) Soit »#,{ 0| un vecteur normal a P et n,| 0} un vecteur normal a O

1 1

- -
n, et n, ne sont pas colinéaires donc P n'est pas parallele a Q et par

suite P et O sont sécants soit A= PN Q

* M(x,y,z) e Asiet seulement si :

If

avec f €R

—N
=
+
N
Il
o
ﬁ_H
=
Il
>
N =
1l
(>R N -

I
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Solution 3 :

1°/* Etudions D, N D,

x=a=[[-1 x=]
Mxyz)e D,ND, @iy=a+l=0 oy=2
z=—a+2=1 z=1
donc D, et D, sont sécantes en un point /(1,2,1)

* Etudions D, N D;
x=a=1 x=1
Mxyz)e DND, @<y=a+l=y-1 <oqy=2
z=—Q+2=y-2 z =]
donc D, et D, sont sécantes au méme point /(1,2,1) ce qui prouve que
D, , D, et D, sont sécantes en /(1,2,1).
2°/ a) P est le plan passant par /(1,2,1) et dont un couple de vecteurs

1

) - - - )
directeurs (u, , u, )ou u,;| 1 | estvecteur directeur de D, .
-1
1
—>
u,| 1| est vecteur directeur de D, .

0

M(x,y,z) € Psi et seulement si il existe deux réels o et 3 tels que

x=l+a+p
y=2+a+pf en faisons la différence des deux premiéres
z=l-«a

équations. On obtient une équation cartésiennede P : x-y+1=0
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b) Soit A(1,-1,-2) un point de D, . ¥
Les coordonnées de 4 ne vérifient pas I'équation de P donc la droite

D, n'est pas incluse dans P.

Solution 4 :

—>1 — !
1°/ a) Soit 4(0,—1,cosa), ull]et v|0

1 1

- >
u et v sont deux vecteurs non colinéaires . P, est le plan passant

- -
par A et dont un couple de vecteurs directeursest (v , v )

b)Ona:x=k+ketz=k+k'+cosa don P, :x-z+cosa =0

x=1
2°/a)Soitz=t.Ona: A: {y=t teR. 4 estladroite passant par
z=t
0
_)
1(1,0,0) dont un vecteur directeur ¥ | 1
I
0
- : =
b) W | 1| n'est pas un vecteur de P, car les coordonnées de /¥ ne
1

vérifient pas I'équation : x - z= 0 donc A n'est pas parallele a P, et
par suite P, rencontre 4 en un seul point A4,
x=1
x=1
A, (xyz)eP,mAdonc: { y=z p—

y=z=1+cosa
x—z+cosa=0

d'ot 4, (1,1+cosa,l+cosar)
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- 0 — . -
3°/a)BA, |cosa d'ot B4, = (cosa)j + (cosa)k
cosa
_)

et par suite BA, = cosa(j +/€) =(cos)é ou é= j+ k

- —>
b) B4, = (cosa)e donc BA, et ¢ sont colinéaires et par suite

A, varie sur la droite & passant par B et de vecteur directeur ¢ .

Solution 5 :

2 m
_)

1°/ Soit u | —2 | un vecteur directeur de D. Soit v| —2m | un
1 | -1

vecteur

: - -
directeur de D'. D et D' sont paralléles si et seulement si u et v sont

colinéaires et par suite on a :
—4m+2m=0 m=0
-2-m=0 dou ym=-2 ce qui est impossible
2+2m=0 m=—1
Conclusion : D et D' ne sont pas paralléles.
2°/On a: D et D' ne sont pas paralléles. Pour que D et D' soient

coplanaires il suffit que D et D' soient sécantes en un point 7,

20+1=2+mp 2a0=1+mpf )]
donc < —2a—-1=—-1-2mf < 3 a=mpB )
a+3=5-p4 a=2-p 3)

Met@)=22a=l+ta>a=1
B)=p=2-a=1etQ)>a=mf =1=m

D et D' sont coplanaires si et seulement si m = 1.
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Soit I(x,y,2) le point d'intersection des droites D et D'

Ona: x=2a+l=3cara=1; y=-"2ca-1=-3etz=a+3=4
d'ot : I(3,-3,4)

3°/ a) D étant la droite passant par E(1,-1,3) et de vecteur directeur

- . L.
u=2-2j+k.

On a: E(1,-1,3) vérifie I'équation du plan P, car :
m()+(-1)+2-2m).3)+5Sm-5=m—-1+6-6m+5m-5=0

ﬁ
u estun vecteur du plan P, car: m(2)—2+(2-2m)l =0 doa DcP,.

- 3 -
b) OI| =3 | , voyons si O estun vecteurde P, .
4
ona: m3)+(-3)+(2-2m)A4=3m-3+8—-8m=5-5m

_)
OI est un vecteur du plan P,, si et seulement si 5 - 5m =0 donc m =1

—>
Sim=1:(0I)//P, et O P, donc (OI) est incluse dans le plan P,

et par suite (O) N P, =(Ol).
Si m #1 : (OI) n'est pas parallele a P, donc (O) " P,=1{J,}

Soit (x,y,z) les coordonnées du point J,, .

x =3«

- —
J, €O < O0J,=a Of dou {y=-3cx
z=4a

J,€P,donc: mx+y+2-2m3z+5m-5=0
On a ainsi : m(Ga)+(3a)+ 2 -2m)(4a)+5m—-5=0

a(Bm—-3+8-8m)=5~-5m dotl =1
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et par suite J,, (3,-3,4) d'ou (O) n P, ={J, (3,-3,4)} = {I}.
Conclusion : Sim=1ona: (Ol) N P, =(OI).

Sim=#1ona:(0Ol) nP,={I}.

LSolutidn 6:
1 3 3
1) AB| -3 , AC| -2 , 2‘ =7 # 0 donc A,B,C ne sont pas
0 -1
alignés.
2) ayu
3).
-3 -2 1 3 1 3 -
=3, - s d'ou u|l
0 -1 0 -1 -3 -2
7
b) u représente un vecteur normal a P
¢) P:-3x+y+7z+d=0 orA(0,2,3) €P
d) d’ou 02+21+d=0=>d =-23
P:-3x+y+7z-23=0
3) Ona:
3+6 9

AB.AC =|| AB||.]| AC|| cosa = cos o =

J0xJ14 235

|ABAAC || AB||.||AC].|sino|

JOT1549 = \VIT09+ 441, sina| diou (sina) =12
* 4435
Solution 7: |
x =2 x =3
1°/my ; BM y+2
z -1 z
— = |y y+2- x-2x-3- |x-2 x-3|-
AM NBM = i = Jj+
z -1 z z —1 z y y+2
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Doi: AM ABM =(y-22+2)i —(x+z-3) ] +Qx+y-4)k

2°/
AN ABN =CN
x -2 y -2z +2
Wy—S : AN ABN| —x -z +3
z+4 2x +y —4
On a donc:

y-2z+2=x-2 x -y +2z =4()
—x —z+3=y-8ox+y+z=11(2)
2x +y —4=z +4 2x +y -z =8 (3)
():x=4+y-2z
(2)s’écrit: 4+y—-2z+y+z=11
2y—-z=17
z=2y-7
3):2(4+y-2z) +y—z=8
3y—-5z=0
3y-5(2y-7)=0
-Ty+35=0 dou y=5
D’ou: z=3 etparsuitex =4+5-6 =3 d’ou N (3,5,3)

(NA A NB).NC
6

3°/Soit V le volume du tétraédre ABCNest: V=
Ona:S= %HNZ A ﬁ” : I"aire du triangle ABN
1= 1
s= ofew] =ew
171 ] 2
V=— —-CN {CN =—CN
312 6

(5]7 est L au plan ABN au pointN) .
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Solution 8 :

G centre de gravité de ABC

Ona: 07;:%(0714%40‘6’)

AN

Ona: aa'.zg:%‘%:o dotl OG LAB

Ona: 55.1@:%1+%=0 d’ot OG 1 AC
A

(OQ) est perpendiculaire au plan ABC

-2 -2
2°/4'B'| 2 | ; A'C'| O
0 3

20
X = =6
~2-2
Y=- =6
0 3
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-2 -2
Z= =4
2 0
6
Dot A'B'AA'C' | 6
4

b) N = A'B'AA'C" est un vecteur normal au plan P = (A'B'C")
D’oll N (6,6,4)
Dot P: 6x+6y+4z+d=0
Or A'(2,0,0)0e P
alors 12+0+0+d=0
d=-12
ainsi P':3x+3y+22-6=0.
3°/(AC) n P'?

3x +3y +2z —6=0

x=l-a
Ona: (1) aeR
y =0
z=a

Une représentation paramétrique de (AC) est

x=l-«
AC):sy =0
z =«

Dot : ()sécrit:3-3a +2a -6=0
a =-3
Conclusion :

(AC) n P'={ K (4.0,3)}
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Solution' 9 :

-1 -3
1°7AB| -6 | ; AC| -5
-7 )
-6 -5
Xo = = 12-35=-23
-7 -2
vo=_| 73 = (2-21)=19
7 22
-1 -3
Zo = =5_18=-13
-6 -5
23
Dou AB AAC| 19
~13

[4B A 4C|= (=23 +197 +(-13y

= /1059
L’aire du triangle ABC est A :%HA_E /\A?H
=%\/1059 .

2%/ a) *Me (E) < OM A(MA +2MB +3MC)=0

Soit G le barycentre des points (A ,1); (B, 2);(C,3)

Ona: MA+2MB +3MC =6MG
Me (E) @ OM A(6MG)=0 <

OM AMG =0 <
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E = (0G)
b)* M e (F) < OM A(MA +2MB -3MC)=0

Or MA +2MB —3MC = MA +2MA +24B -3MA -34C
=24B -34C =V

eMe (F) OM AV =0 < OM etV sont colinéaires

(F) est la droite passant par O et de vecteur directeur V.

Solution 10 :

11 I
[°/ Ona:B(1,00),K(0,=,=),1(=,0,1) , G(LL1I
(1,0,0), K(0,5,2). 1(5.0.1) (LLD)

1/2 -1/2
IG |1 ; 78 : ﬁ%
0 -1 :
2
Soit ( Xo , Yo » Zo) les coordonnés de IG A4
10
A
1 1
Yo=-|2 2 =—;—
0 —1
1 1
Zy= 2 —5 :';—
1 0

d’od IG Al = BK
2°/ L’aire du triangle IGA est A= —IZ-HTG /\ZZ“

A= 5lBx]
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or BK2 =1+ 1418
4 4 4
d’ou A= —{—:6—

3°/ Le volume V du tétraédre ABIG est
10— — —
Ve H([G ~IA)IB H

IG AIA = BK
3K 15|
I

12
et IBl 0O

-1

-1

N = 0] =

Dot BK . IB = -1 =
2 2

V = l
6
4°/ La distance du point B au plan AIG est la hauteur h du tétra¢dre

ABIG associe a la base IGA

1
velion qonn-¥ -2 14 _2 6
3 A J6 2J6 6 3
4
h:ﬁ
3

Solution 11 ;

19/ MAAMB =MA A(MA+AB) = MA AMA + MA ~NAB
=0 +MI +IA)~AAB = MI nAB +14 NAB
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MI. AB sin(M'i:}iE)' =Mi.AB < ‘sin(/'if[/?)‘ =JouM=I
< COS(W) =0 ouM=1 ot MI4 212{ <>

IM L4 &ou T estle plan passant par I et L (IA)
D’ou I est le plan médiateur de [AB]

Solution 12 :

- ! - 1 .
1°/a) ona AB| -1 et AC| 0| le déterminant
0 !

1
‘:l;t() donc
0

- -

AB et AC ne sont pas colinéaires et par suite A, B, et C ne sont pas
alignés.

b) Soit P’ le plan dont une équation cartésienne est : x +y +z—2 =
0.
Les coordonnés de A , B et C vérifient I’équation de P* donc ces trois
points appartiennent a P* d’ou P’ = P et par suite une équation
cartésiennede Pestx +y+z-2=0.

¢) S est tangente a P donc le rayon de S est r =d(O,P) = =

-

SR

pe
A

douS:x*+y +7° =

| &

2°/a) S, ={Me& / ME? + ME . EF =0}

MesS, < ME’+ ME.EF =0 < ME.(ME+EF)=0 < ME.EF =
0 <> M appartient & la sphere de diametre [EF] .

Conclusion : S, est la sphére de diametre [EF] .
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b) Soit J, le centrede S,,ona J,=E*Fdonc J,(-a,0, a)

dune partd(1, Py= 0O 2 e part |
on a d'une pa N = - =—= ¢ autre part ie rayon
g N R
4
EF (ﬁ)z 2
de S, etr, 27:—2—,:7—3_ d’ou d(J,,P)=r ce qui prouve

que S, esttangentea P .
c) * Déterminons les coordonnées de | .

- - 1
N
I(x,y,z) est tel que O=a;n oy n|1] le vecteur normal de P d’ou
[eP 1
X=0 ) )
=q X=vyv=2zZ=q 155
Y=o @{q Y N 3 ,
zZ=0q, 3a, =2 x=y=z==
X+y+z-2=0 3
22 2
doul(=,=, =
(3 3 3)
* Déterminons les coordonnées de J
> N Xx+a=0 X=B-a
Jx,y,2) esttel que et =PN o 1y=p oly=p
JeP z-a=f z=B+a

X+yprz—-2=0 X+y+z—-2=0
En remplagant dans la derniére équation x, y et z par leurs valeurs on

obtient p-o+P+B+a-2=0d’0u3p =2 = Bz%

2

X==-0
;

d’ou {y== donc J(E-oc ,—2-,g+oc)

3 3 3°3
2

Z=T+(X
2

D=2 o =2 oZa 29 +2 22y 2y
3 3 3 3 3 3

o20’=2oa=1ou a=-1
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2°™ méthode :
: &
(g—=
L
2

- -
Ona:Ol= =JJ, onad’unepart: Ol et n sont colinéaires et

L 5

d’autre part JJ, et n sont colinéaires et par suite (OI) // (JJ, )
—Q
- - — - .
OJ,| 0| est L ncar: OJ,.n=0 donc (OJ,)//P et par suite
a

Ol ], est un rectangle d’ou : OJ, =1J et comme OJ, = y2u0? d’ou
1= v2|o|

=42 <:>\/5‘0L|=\/5 le|=leoa=1oua=-1

Solution 13 :

> (0 o 0
AB | _1|Erreur ! Signet non défini. et AC | _] ona:
1 1

-1
' °|=1¢0
0 -1

donc A,B et C ne sont pas alignés.
Conclusion : A, B et C déterminent un plan P.

- - > - - - - -
2°/a) N.AB=0 et N.AC=0 donc N L AB et N L AC

b) N étant un vecteur normal de P donc P:x+y+z+ d=0

or AeP=>d=-2
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Conclusion : Pest: x+y+z-2=0.
3°/a)Ona: He P et OH =§N donc (OH) L P

d'olr : H est le projeté orthogonal de O sur P.

b)
- 1/3 -> 1 - —
*HA| 1/3 |et BC|{_1| ona: HA.BC=0.
-2/3 0
— -2/3 - 0 > -
* HB| 1/3 1 et AC|_j| ona: HB.AC=0.
1/3 1

On a ainsi H est l'orthocentre du triangle ABC.

49 S x> +y'+ 2 =R

N 2 \ 2 ) , 4
ot R=d(O,P)=-—= dou S:x"+y +z'= —
3 3
5°/a) Pi:x+y+z-2=0 et Pn:xty+z-m=0
Ona: r.1.1.2 (car m e ]0,2[)
1 1 1 m

d'ot P et P,, sont strictement paralléles.

m

V3

R?-d? = %—Erreur ! Signet non défini. =

b) Soit d = d(O,P,) =

Qﬂ.)g(ﬁi)>0 Caro

<m<2

d'ou S n P, est un cercle (C,).

4-m
3

¢) *LerayondeC,estr==

- -
* Soit Q, lecentrede Cpoona: OQun = o Nem €t Q, € Py
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X o

- -
Ona: OQm Yy et o NPm o2
z o

. . m
dou :4y=a et Q  eP, dot tatat+tao-m=0=a=—
3

Conclusion : Q, ( ? , %l ?) est le centre de C,,

Solution 14 :
1¢/
) M(xy.2) €(S) & (X’ =2x)+(y -2y) + (£ +22)=0
(x= 1P+ (y= 1) +(z+17 =3’
(S) est la sphere de centre Q( 1,1,-1) et de rayon R = J3.
b) 0(0,0,0) «(S) '
B(22,2) €(S) car: (2- )2+ (2-12 +(2+11 =3
D’otu [ OB] est une corde de (S)

20/
a) Ona:OMCB est un parallélogramme
& MC =OB < 1..(M)=C

OB
b) M varie sur (S) < C vraie sur (S')

S'= 1,:(5)
Soit Q'=1,-(Q) < OB =QQ'
2) (x'-1 x'=3
2 {=ly'=1| dou {y'=3 d’ou Q'(3,3,-3)
-2 z'+1 z'=X -3

C décrit la sphere (S') de centre Q' ( 3,3,-3) et de rayon J3
3°/ a)0na: 4'G :%(A "M +A'B+A4'C)

or: A'B=BO=CM
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d’olr TE?:%(A "M +CM +4'C) = %A "M
d’ou G=h, ,\(M)
3
(3]
b) M varie sur la sphére (S) de centre Q2 (1,1,-1) et de rayon V3

alors G carie sur la sphére (I') de centre Q" = h( 7j( Q) et
AL
3

2
de rayon EX\/g
e 2 .
ona:A’Q":EA 'Q soit Q" (X0, Yo ,20)

{0(0’0’0) = A4'(4,4,-4)

B(2,2,~2)

x0—4:§(1—4):—2

2
on a alors y0—4=§(1—4):—2

z0+4=§((—1)+4):2

d’ot Q" (2,2,-2)

2
ainsi G varie sur la sphére (I") de centre Q2" (2,2,-2) et de rayon g\/i

Solution 15 :

1°/ Ona: MAMB =0 & MA LMB < M appartient a la sphere
de diamétre [AB]
(S) est la sphere de diamétre [AB]
20/
a) Ona: (f:%(o—A+5E+W)

Or O=A*B dou O4 +OB =0 d’ou 0—G=§0M
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b) Ona: h(oé M) = G (d’apres a))

Et par suite OG :%OM Rt h( l)(M)=G
O .-
3

3°/ M varie sur la sphére de diamétre [AB]
AB
<> M varie sur la sphere (S) de centre O et de rayon —

ol

< G varie sur la sphére S' de centre h(
3

Solution 16 :

o/ 7B AC T B =

lgeler-1pg
2 2 2

BA=BD+DA = %E%zﬁ:lﬂ
T I
d’ot A"B"=—BA =—A4B
4 4
2°/ a) Soit O le centre de h
ona: O4"="104
4
404" +04 =0
O représente le barycentre des points (A" ,4) et (A,1)
b) A"B'=_'4B « 4"0+0B"=-04-'08
4 4 4
e ]
or O4"=—0Ad
4
dou: @ﬁ:;}aﬁ

d’ott h(B) =B"

](O) = O et de rayon
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° AHC":AHBI_"_BIC" :lClBl+lB’A':_]_C'A'
2 2 2

or C'A'=C'D+DA" = -CD +1pd =14
2 2 2
d’ou A"C ":_TIZE or h(A)=A"

alors h(C)=C".
c) G centre de gravité du triangle ABC

ona: AG +BG +CG =0

ona: h(A)=A"
h(B)y=B"  soit G'=h(G)
h(C)=C"

dou: 4"G'+B"G'+C"G'=0

d’ou G' est le centre de gravité du triangle A"B"C" .

39/
AG +BG +CG =0 < 30G =04 +OB +OC

Ona: %:%@4@?@5)

- 04"+ 0B"+0C)

(-4047-40B"-40C™) = —

:_1_
3
- 2dopi+locisLocivLoais Loais Lomy
32 2 2 2 2 2
D’ou 07;’:%4(5?+(f'+07~)
e 4l 1l 1= o= == 1
OG =—(=0OD +—=0B +—-0D +—-0C +—-0D +—0A4)
32 2 2 2 2 2
O—G=%2(3O—D+O—A+O—B+(f)

()—Gz%z(BO—DHO—G)@ OG = 20D - 20G
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oG :_?2(715 < 0O, D, G sontalignés .

Solution 17 :

1°/ Ona: z(AB)(M)zN ©AB=MN < ABNM est un parallélogramme.
ona: [=B*M d’ou [=A*N
ona: AN =241
d’ot N= A, (1)
2°/
a) ona: BG +MG +NG =0 < BI +MI +NI +3IG =0
dou 1G=(IN + 1M + IF)

or [=B*M d’ol: IM +IB =0 et par suite IG —EIN

b)Ona: _Ez—MB+AM+AN)

Or AB=MN doi AG =—(MN +AM +AN)
4G =24N =247
3 3
3°/ a)Ona:l=B*M < E:%Wc>1= h(B%)(M)
M varie sur la sphére (S) de centre O et de rayon r_allors

I varie sur la sphere (S") de centre O'= /A ! (O) etderayonr' = ‘%
(B

3)

b) Rﬁiﬁah4ahG
3 A.7)

[ varie sur la sphére S" de centre O" =4 , (O} etderayonr"= %r
43
3

Solution 18 :

1°/ Soit G'= f (G)
ona: GG'=2GA+3GB =0
d’ou G=@G'




Géométrie dans l'espace *230 4™ Maths

et par suite f (G )= G donc G est un point invariant par f .
2°/ MM'=2MA+3MB < MG +GM '=2(MG +GA)+3(MG +GB)
& GM '=4MG +2GA +3GB
d’ott GM =-4GM
Ona: GM =-4GM <h(G,-4) (M)=M'
et par suite f est I’homothétie de centre G et de rapport -4 .
3°/ a) ¢ =h (G.k)
f =hG,-4)

b) o=f" @ p°f=id, dol -4k =1 et par suite k = —71
4/ MM'=2©“21\72+3WH=2<:>“2%+2@7+3ATG'+3@”:2
& HSM—G“=2 PN GM=§ & Me S(G, %)

(E) est la sphere de centre G et de rayon —?— .




