Intégrales ¢ 175 ¢

[ EXERCICES

Exercicel: |

—

Calculer I’intégrale A dans chacun des cas suivants :

1 2 1
1A = | X dx 2%/ A= [ t1-1* dt
‘[)\/H—Zx3 ‘[0
|
A= P ar @A [
-1t +1) 01+ x

5°/A = joz(l—lx—1|3)dx 6°/ A = J.(Fcosx sin®x dx

0 z
7°1 A = I”cos3x dx 8/ A = J:f (cos’ x +sin’ x) dx
3

I Exercice 2 :
_

Soit f:]—%,—;i[aR 3 x> l+igx.

1°/a) Montrer que fest une bijection.
b) Soit g = ' .Prouver que g est dérivable sur R et que Vxe R,

2°/ Soit V'intégrale 1= f——l—~—dx

x -2x+2

a) Vérifier que I = g(2)-g(1).

b) En déduire que I = %

| Exercice 3 :

{
Soit la suite (U,,), .y définiepar: U, = j x"y1-x dx.
0
1°/ Montrer que (U,) est une suite décroissante, minorée par 0.
2°/ Soit 1 un entier non nul.
a) Montrer que la fonction f,:[0,1]—- R : x> x"V1-x admet un

maximum relatif que ’on précisera.
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b) En déduire que (U,) converge vers 0.
3°/a) Calculer Uy .

b) Prouver que Vn>=1,0na: 2n+3)U,=2nU,,.
222 pl(n+ 1)

4°/ Montrer que VneN, U, =
(2n+3)!

T

Soit 1a suite (U,),.n définiepar: U, = Ecos"t dr.

1°/ Calculer Uy, U, U,.

2°/ Montrer, a ’aide d’une intégration par parties que :

n+l
Un z———Uz
+2 n+2 '
'
3°/ Montrer que : VneN, U,, = @nt ,” .
( |) 2._n+1

4°/ a) Montrer que (n+1)U,,, - U, est indépendant de n .

b) Calculer alors U,,,,, .

Soit g un réel de P’intervalle [0, % [.

asin? ¢t
0 cost

de.

Pour tout entier n>1, on pose I ,(a)=

s 2n s 2n
sm- sm - a

1°/a) Montrer que Vre[0,a], 0< < .
cost  cosa

10 20
si
b) Montrer que 0<1,(a) < ash 4@
cosa

c¢) En déduire lim I,(a).
N->+o0

Soit F(x) = I \/——1
4

1°/ Montrer que F est une fonction impaire.
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2°/ Etudier le sens des variations de F.

‘

)

3°/a) Prouverque Vi>1,ona: ! <
NTAIS B

b) En déduire que vVx>1, F(x)~F()<1.
¢) En déduire que F admet une limite finie / en +o .
On admettra que /~0,92.

4°/a) Ecrire une équation de la tangente (T) a C r au point d’abscisse
xy=0.

b) Etudier la position de Cr et (T).

¢) Donner Pallure de la courbe C dans un repére orthonormé
(O.1,)).

Exercice 7 (BAC Tunisien ) :

V4
Pour tout entier naturel non nul, on pose 1, = J“‘ (tgx)'dx.
0

. 7z .
1°/ a) Pour tout réel x de ’intervalle [O’Z ] et pour tout entier naturel # ,

calculer la dérivée de la fonction x - (tgx)""!

b) En déduire que, pour tout entier naturel nonnul »,ona:
1
n+l’

ln + I/1+2 =
2°/ a) Montrer que, pour tout entier naturel nonnul,ona: [, 20.

En déduire que I, < L .
n+l

b) Calculer alors lim 1,,.

N—>+00

Exercice8: ]

¥ +2

Soit fla fonction définie sur R par f(x) ="~ l
x°+

1°/a) Dresser le tableau de variation de fet tracer sa courbe
représentative (C ) dans un repére orthonormé (0,7, /).
b) Montrer que I’équation f(x)=x admet dans R une solution

unique « telleque: <o <%.
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2°/ On appelle g la restriction de fa R, .
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g définie dans 11,2}

b) Ecrire ’expression de g~'(x) pour x appartenant a 11,2 ].

¢) Tracer la courbe (C ') de g™ dans le repére (0,7, ).

3°/ Soit ¢ la fonction définie sur [0,%] par: ¢(x)= jotgxf(t)dt.

a) Montrer que ¢ est dérivable sur [0,% ] etque ¢'(x)=tg’x+2.
b) Calculer alors ¢(x).

¢) En déduire I’aire A du domaine limité par la courbe (C ) et les
droites d’équations respectives x=0 , x=1¢et y=1.

Exercice9: l

Soitn eINetU, = _Exn. 1-x dx
1

1°/a) Montrer que pourtoutn €IN:0 =U,

n+1

+

b) En déduire lim U,.
n—>+0
2°/Utiliser une intégration par parties pour montrer que pour tout n€ IN
n+1
U,
n-+4

39/ Soitx € IR et @ (1) = f’“\h —x'dx

a) Montrer que @ est dérivable sur IR.
b) Calculer @' (t).

ona: U,»=

¢) En déduire @ (t) pourt € [0, %]. Calculer alors Uj.

4°/ a) Montrer que pourtoutn € IN ona: :: i}‘ < %‘:‘ <1
b) Calculer alors lim U,
no>+0 Un
¢) Montrer que pour toutn €IN ona:
Un.Un+]: b4
2(m +1)(m +2)(n + 3)

n—>+o

d) Montrer alors que : lim n Jn U, = \/E
2
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Exercice 10 __I

2n+1
Uﬂ‘ = £ x
Vx?+1
1°/Calculer Uy .

2°/ Montrer que pourtoutn € N ona: U, >0
3°/a)Montrer que (Un) est une suite décroissante
b) Montrer que (U,) est convergente
4°/ Montrer que pour toutn € Nona:
—1_ <U < !
J20Qn+2) " " 2042

Calculer alors la limite de (U,)

Exercice 11: |

1°/ f(x)=x +sinx

Calculer I’aire A de la partie du plan limitée par Cf ;(x'x); x=0et
T

X = —

2

T

2°/ a) Calculer J = f x sinxdx

b) C : la courbe représentative de / sur {O,%J

Calculer le volume du solide (S) obtenu par la rotation de C autour
’axe des abscisses .

Exercice 12: l

|
fx)=—
cos’ x
1°/ Déterminer D f

2°/ Calculer I’aire A de la partie du plan limitée par Cf ; la droite D :
/4
y=1,etlesdroitesx=0etx= — .

sinx

3°/ Soit p(x ) = —
COS™ X
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a) Calculer @'(x ) et prouver que@'(x ) =3f *(x )~ 2f (x)

b) Calculer le volume du solide (S) obtenu par la rotation de [ autour

de I’axe des abscisses ou I' = {M x, )y =f(x)etd<x < %}

Exercice 13 : _|

T

A) Soit 1a fonction £ : | 5 g[ — IR ; x> tgx

et Cr sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, T , j ).
1°/a) Etudier les variations de f.

b) Soit A la tangente a Crau point d'abscisse Xo= 0. Etudier les
positions relatives de Cret A .

¢) Tracer Cy.

2°/a) Montrer que f est une bijection.

b) Montrer que f ' est dérivable sur IR.

c¢) Prouver que pour tout xe IR : f(x)= _E dt -
T+t
3°/ Calculer alors I = J; dt —.
1+t

B) Soitn € IN" et a, = .E(l—tz)"dt etag=1.

1°/ Montrer que : a4 — a, = - J:tz(l —t*)"dt.

2°/ Montrer que la suite (a,) est convergente.
3°/a) Prouver a l'aide d'une intégration par parties que pour tout
. 2n+2)a
nelN ona:ay = (——)1
3+2n
22n (n ')2

b) Montrer par récurrence que pour toutneIN : a, = ————.
2n+1)!
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n !
C) On considére : U, = Z[ P’ J ol nelN,

Ix3x5x...x(2p+1)
]—tz a+l
1-—

1+t
2°/a) On pose V= 21-U,,. Exprimer V, a l'aide d'une intégrale.

p=0

1°/ Montrer que pour tout neINona: U,=2. E

_ 420+l
b) Montrer que pour tout te [0,1]:0 < (]Ttt)z— <1.
+

¢) Calculer alors lim V,

n—+x

3¢/ Calculer alors : lim U,,.

n—+x
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" SOLUTIONS

Solution 1

-1 -1

1 = 1 =

dx= j x(1+2x%)2 dx=%j06x2(1+2x3)2 dx
0

1 2
A=[ =
O\/1+2x3
1

!
R R

6 1 C 3
2 0
1 : l
1 1 2y 1| (1-£%)2 1
2%/ A = | (V1-1? dt=-J‘2z1—z~ 2de=~— =—.
J.o 27 ( ) 2 3 3
2 0

0
ora _ (° _ @+ =3
3°/ A = -[10 )dt I2t(t +1)73de {————_2 ]l_ .

4°/A=.[0l dxzz[\/l—f,?]é:z(\/i—l).

1

Vi+x
2 ! 3 2

59/ A = [ a-|x=1[)dx= [ A= x-1dx+ [a-]x-1)dx

- J-l(l-(l—x)3)dx+ jz(l-(x—lf)dx
0 1

Lot [ eent]t 33 s
4 o 4 L 442

sin5x]% 1(«/5]5 :_9__«/3

5 2160

6°/ A = 'Ecosxsin“x dx=\: 3

0 . 0 , 0 L
79 A = jzcos xdx= !,,cosxcos'xdxz I,rcosx(l—sm”x)dx
3 B

o
0 .3 B
= cosx —cosxsin®x)dx = sinx—sm a =i\/§—
( )
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]

8/ A = J-Og(cos3x+sin3x)dx

x

B jog(cosx(l—siHZX)JrSinx(l—COSzx))dx

T
= .[6 (cosx +sin x ~ cosxsin? x —sin xcos® x)d x
0

Vi3
sin’ x . cos3x} 6 27—9\/5

=|sinx—cosx—
{ 3 24

Solution2: J

1°/a) fest définie et dérivable sur ]—%,g—[ et Vxe]—g,%[ ona:

0

1
f'(x)=—=—>0.
Cos X
fest continue et strictement croissante sur ]—%,12[—[ donc fréalise une

bijection de ]—%,%[ sur ] lim_f(x); lim_f(x)[=R .

Xy Xy
2 2

b) * fest dérivable sur ]—22[—,%[ et Vxe]—%,%[ , S (x)=0.

donc g est dérivable sur f(]——;i,%[) =R.

¥ VRN _
VxeR ona : g'(x)= @) Posons g(x)=y
1 | 5
dou g'(x)=——. Or f'(y)= =l+2g7y.
ou g'(x) ) r f ) s gty

Or gx)=y o x=f(y)Sx=l+tgy @ 1gp=x-1 1g2y=x? —2x+1
d'oll f'(y)=x*-2x+2 etparsuite VxeR ona :
1

&)= x?-2x+2
o] — dx — t = 2 = —_
202) 1= [ =2 [t = (g} = 22 -0)

b)Ona: I=_g(2)-g().
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* Calcul de g(2):
g(2)=x <:>.f(x)=2c> l+igx=2 @ 1gx=1 & x=%

T T
car xe]-—,—[. Donc 2)="—.
x €] 5 2[ 8(2) 2

* Caleul de g(1):
gl=x f=1l+gx=11gx=0& x=0
T

T
car -—,=[. Donc g(1)=0 dou I=
x €] 5 2[ g(l) 1

Soluion3: |

1°/ x> x"+1-x est continue sur ] —o,1] en particulier sur [0,1]
1
d’ou _“Ox"s/l—x d x existe.

1
U,qa-U, = Jox"xll—x(x—l) dx

Vxel0,1], x"V1-x(x—1)<0 d’o0 VreN, U,,;~U, <0 d’ol (U,)

est une suite décroissante.
Ona: Vxe[0,1], x"vI-x=0 d’ot U, 20 d’ou (U,) est une suite

minorée par 0.
2°/a) f,est continue sur [0,1]; f,est dérivable sur [0,1]

-1 2nx" 7 (1-x) - x"

Vxe[0,1], fi(x)=nx""VI-x+x" =
[ " 2J1-x 2i-x

N x"(2n-2mx - x) 3 "' 2n-Q2n+Dx)

- 241~x 241—x

x 10 2n 1
2n+1
fu(x) + 0 -

f;1 (X) /Mn \
0
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M_(Zn),,]_Zn_ 2n Y1
"oV VO 2041 \20+1) Zned

2n Y1
d’olivxe[0,1],0ona: 0< £ (x)s( ) .
! 2n+i

2n+1

Conclusion : f, admet sur [0, 1] un maximum relatif égal a

n
M = 2n 1
"o\2n+1) n+1
1
b)Ona: 0<x"VvI-x<M,= 0<U, st,,dx
0

0<U,<[M,x], = 0<U, <M,

n
IimM =lime Wl ——— =0 car:
n—+x n n—+» ’21’1 +]
1

® lim =0
n—+ 25 41
. . 2n+l ' 1
® lim nLog = lim —nLog = lim —nLog(1+—)
H—>+00 n+l n-o+w 2n B>+ 2n
_ lim;lLOg(HX) :i
X->0 2 X 2

d’ou (U,) converge vers 0.
1 _ 3

30/3) Uozj.\/l—x dx:‘:_z(l_x)Z} 22
0 3 3

' n-1

b) Z/I:xn . U =nx
€ 2

V=+l—-x VZ—:-(I—'X)‘\/I—X
3

0

!
1
U, :[_g(l—x)\ll—x-x"] +%n." -Vl -x dx
. 0 J

i
:%n.[o(x"'l\/l-—x ~x"y1-x)dx
| 1
U, =§n(J‘Ox”_1\/l—x dx~ J‘Oxﬁvl—x dx).



Intégrales * 186 ¢ 4*™ Maths

3U,=2nU,,-2nU,= G+2mU, =28U,,.

n-1

222 i (n+1))

4°/ Montrons par récurrence que VneN, U, =
(2n+3)!

2 222010+ 1)

® pour 0,U
pour #=4 Yo = 3= 0043

donc la relation demandée est vraie pour n=0.

22142 (1))

* supposons que pour un entier donné nona: U, =
" (2n+3)!

224 (e D+ 2)!
(2n+5)!

et montrons que U, =

n+ 2)
2n+
(2n+2) 22"+2n.l(n +D! 2n+ )20+ 427 nl(n+ 1)

n+l T -

2n+5 (2n+3)! (2n+5)!

Ona: U, =-—->=>-U, d’aprés 3°/ b)

22+ 227l n+ D 22 e+ Din+ 2)!
- (2n+5)! - (2n+5)

2272 i (n +2)!

d’ott ¥vneN, U, =
(2n+3)!

Solution4:

1°/ Uy = .Ecosotdt: J?ldl:%

T

T
U = Iozcosl dr=[sins}} =1

i

V.4 T
U7=fzcosztdr=j2l:@i2—t~dt= L Lgna|? =
= 0 0 2 2 4

&~

VA

2% Uy = I2c05"+21 ds
0

. u'=cost =sint
Soient o, € .
v=cos"" ¢ v'=~(n+1)cos” tsin¢
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Fid
U, ., =lsinzcos” ¢} 2 +(n+1 cos"tsm rdt
n+2 0

T
s (n+1)j cos” t(1~cos2 1) dt = U,,, =(n+1) (U, ~U,.,)

n+1
= Uy =;1‘2‘Un-
° . e &
3°/ Montrons par récurrence que Vne N, U,, =-~%— o
() 27"
r (200
:0’ U =—= .
L J poul‘ n 4] 2 (O!)z 22‘0_‘_]
! 7z

® supposons que pour un entier donnénona: U,, = ——~( 0 22
n
!
montrons que U,,,, = —-——“(2n+2); 7” 3
((n+1H~ 22
2n+12n) 7

Uznea =Un 2%:“:;— m "'mwzzm
Cn+)z n+2)'\x
T2 e 27 (e )
el

d’ou Vi’IEN U2n —-WZZ"H .

4°/a)y Soit V, =(n+1)U,,,-U,
n+l - (}’I + 2)Un+2 Un+l - (’7 + 2) U Un+l

=n+hu,-U, =V, = (V,,) est une suite constante
I3

Vo =1-U, .U0=12r~ dou VneN, (n+)U,-U,,, =

T )t o
b) (2}’!+1)U2,1 'U2n+l =—5:> @ +1) (ng)z 22n+| 2n+l —5
Q@n+1)! 1 ~ ()2
5o Yz =1 = Uy St

(m)r 2%
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| Solution S : I

sin

2n

1°/a) Soit f,,(t): ;5 f, estdérivable sur [0,a] et Vte[0,4q],

in?"" lt(2ncos t+sin® t)

>0

L=

cos? 1
ce qui prouve que f,, est une fonction croissante sur [0,2] donc pour

2n s 20
n-t m- a
si < S

cost cosa

b) En intégrant entre 0 et a ces inégalités on obtient :

220 .20
asin s s a
0< de < j d¢

tout 7€ [0,a], £,(0)<f, ()< f,(a) &0t 0<

0 cost 0 cosa
2 7/1 - 2n
asin? g sin sin“" a
or j Ldr= i o =da
0 cosa cosda cos a
sin®"
lt en résulte que : 0<1,(a)<a .
cosa

SinZn
¢)Ona: vnzl, 01, (0)<a et

cosa

. sin?" .
lim a = lim
n>+0  COSA  h—o+® COSA

d’ou lim 1,(a)=0.
n—>+om

(sin*@)" =0 car —l<sin’a <]

2°/ U -HZI: ! —l+ ! + ! +~--+_~1~———
! Qk+1)2% 2 3.2% 5.2° @n-1)-22

k=0
sin3(zr—) sins(z) sinz""'(z) x
=sin—+ 6 4 6 +---+————6=F,,(-)
6 3 5 2n-—1 6
or d’apres 4°/ b) :
T
! [+sin— 1
lim F, (%)= g(7) =~ Log(———=2) =~ Log3 =Log3
H—>+00 2 T
1—smg

d’ot lim U, =g(£)= Logx/g.
>+ 6
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Solution6:

1°/ F est définie sur R car la fonction ¢~ est continue sur R.

1
NP
F est impaire si et seulement si Vxe R, F(—x)+F(x)=0
Soit K(x)=F(-x)+ F(x)

K est dérivable sur R comme somme et composée des fonctions
dérivables sur R .
YxeR, K'(x)=-F(-x)+F(x)

1 1 1
N oo e
Donc vxe R, K'(x)=0 d’out K est une fonction constante.
Or K(0)=2F(0)=0 donc Vxe R, K(x)=0=> F(-x)+F(x) =0
ce qui prouve que F est une fonction impaire.

2°/Ona: vxeR, F(x)= ! >0

Or F'(x) = d’ou K'(x)=

x* 41
d’ou F est une fonction strictement croissante sur R .

3°/a)Ona: VieR , *+12tt = i 1137 =

x 1 -1 - 1
J-—-dt= — =—+1 or pour tout x =1, 1-—<1
1 X

<F()+1

dou [ 1= )+ [ d
Lt R/
= F(x)<F()+1= F(x)-F()<1.
Conclusion : Vx>1, F(x)-FQ)<1.
c¢) F est une fonction strictement croissante
et Vxe[l,+w [, F(x)<F(1)+1 (F est majorée sur [1,+o [ par F(1)+1)
donc F admet une limite finie [ en +o .
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4°/a) La tangente (T) 4 C ¢ au point d’abscisse x;, =0 a pour équation
y=F(0)x+F(0) or F(0)=1 et F0)=0 d’oa(T): y=x.
b) g(x)=F(x)-x.

I

gestdérivablesurR.vxeR, g'(x)=F(x)-1= -1<0

x2 +1
carVxeR, vx* +121
x —00 0 +00
g'(x) - -

g(x) \&KU\)(_)

d’aprés le tableau des variations de g, on a :

x_|—o 0 +00

g(x) + 9 ~

donc : esur J-o,0[, C festau dessusde (T)
e sur ]0,+o [, C rest au dessous de (T)

e C i et (T) se rencontrent au point O(0,0).

<)

y

l / y=/

1°/ a) Soit f(x)=(tg x)5+‘ )

[ est dérivable sur [0,%] et Vxe [0,%], f'(x)=(n+1)tg"x(1+tg2x).
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n n
b) I, +1,,, = .[04 tg"x dx+ .[04 tg"xdx
z z
= ."04 (tg"x+tg™x)dx = j-o4 tg"x(1+tg’x)dx

L _“Z(n+1)tg "x(1+tg x)dx
n+1J0

z
4

LI SANVINIE W P, L .o
—n+1.[0 f(x)dx—n+][f(x)]o el SRl

or f)=tet £(0)=0 dot I,+1,,, =—
4 n+l

T

2°/ a)eVx e [0,%],ona:pourtout neN", tg"x>0 donc Litg"x dx>0

d’oil VneN", 1, >0.

s 'p =

*Ona: I, - =-1

aea O 1,520 donc ~I,,,<0

n+1

d’ou I, ——I—SO et par suite I, S—l—.
n+l n+1

« . 1 .
b)ona: VneN , 0<], S——l— et comme lim ~——=0 donc lim I, =0
n+ n—+w N+ n—>+

| Solution8:

1°/a) fest définie, continue et dérivable sur Ret Vxe R,
, 2x(x? +1) - 2x(x% +2) -2x
X}= =
/) (2 +1)? (x2+1)?
le signe de f'(x) est celui de —x d’ou:

X |- 0
f® + [ ~
2

Sx)
1/ \ 1
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Y

/ - \.\5 C
J '

2
b) f(x)=xe =

7+T =xo X -xt+x-2=0
2

Soit A(x)=x" -x* +x-2 , K'(x)=3x> =2x +1
Or A=-8<0 donc #'(x)>0 d’ou

x| —o0 400
H(x) +
h(x) +00

o —

h est continue et strictement croissantes sur R donc /4 réalise une
bijection de R sur R donc 0 admet un seul antécédent « par / et par
suite I’équation f(x) = x admet une solution unique o dans R .

h(l)-h(3)<0 3
Ona: 2 donec l<a<=.

h est continue sur [ 1,5 ]

2°/a) g est continue et strictement décroissante sur R, donc g réalise
une bijection de R. sur g(R,) = 11,2 ] donc g admet une fonction

réciproque g~ définie sur]1,2] .
b) g':11,2] >R :xg (X)) =y

9

g'l(x)=y<:> g(y)=x< y7+?=x<3 y‘7‘+2=xy2 +x <<
Vo +

yia-x)=x-2< y?‘:ilc_—2 (car x=1) < y:N/)lc;z (car yeR,)
—-x —-x
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¢)(C)=S,(C) ou S, est la symétrie orthogonale d’axe A:y=x.
3°/a) La fonction f est continue sur R donc la fonction

Fix> J’ov f()dt est dérivable sur R.
Vxe {o,%[ , texe[0,1]cR
Vxe [o,%[ , o(x) = F(tgx)

¢ est dérivable sur [0,—} [ comme composée de deux fonctions
dérivables.
vre [0.71,¢'()=(+tg'n)F(gx) =+’ f(g)

.tg2x+2

=(l+tg2x) | 5 =tg2x+2
+1g°x

b)Ona: ¢'(x)=tg’x+2=(+tg’x)+1=tg'x +1
= px)=tgx+x+C
or p(0)=0 d’ou C=0 et par suite p(x)=x+tgx.

C)A= I;(f(t)—l)dt (uA) car C;, est au dessus de la droite D : y =1.

1 1 1 w0l
[ro-var= [ roa- [ar= [ r0ar-1135 = 0Z -1

or p(x)=x+tgx d’ol (p(%)=%+l

d’oun A=% (uAd) .

]

1°2) 0<x< 1 0<X°<1 - 1<X<0S0<1XL 1S

0<VI-x? <1 0<x"VI-x <x"

don 0< J:x"\/]—xzdxs Lx"dx & 0<U, <[

n+l

X 1]1) donc

n-+

OSU,,S——I—
n+1
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b)Ona: lim =0 dou lim U,=0

no+2 n + | n->+x
u'=-2xv1l-x’
2°/Upap = J;x“'rz V1-x*dx  onpose: ne+l et

X
v=-—
2
2 5
== 1__x2 3/2

3( )

v,Z_(n+1)x
2
2 —x" 2 —(n+1) s
Upn = [-=(1=x?)"? P x"(1-x7)y"2dx
e e B U

d'ot Uy, = (n;rl) .Ex"(l—xz)\ll—xzdx=

] 2 2 2
___(n;— ) L(x“\/I—x“ —x"1=x")dx

| I
Un+2 = (n h 1) (Un‘ Un+2) SOit Un+2= %Un_ %Uwﬁ dlou Un+2
+n+1Un+2= n+1Un
3 3
. n+1
ainsi (n+4)U,.,~(n+1)U, donc pour tout n€ IN : U= 1 U,
n-+

3%/ Soit g(x) = V1 -x>

a) * g est continue sur [-1,1]
*0e[-1,11 , coste[-1,1] pourtoutteIR donc D (t) est définie
sur IR
b) Soit G une primitive de g sur [-1,1] alors pourtoutteIRona: @ (t)
= G(cost) — G(0) o
@ est dérivable sur IR (comme somme et composée de fonctions dérivables)

@' (t)= g(cost).(-sint)  d'oi @' ()=-+]1 —coszt'.sim=-\sin t| sint
c)te [0,%] : @' ()= -sin’t or cos2t=1-2sin’t

cos2t—1
donc -sin’t=——
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1
d'ott @' (t)=- % + —12— cos(2t) et parsuite D (1) =- ?12— t+ " sin(2t) + C

OF(D(E):O donc-£+lsin(n)+C=0 don c==
2 4 4 4

T 1 1 4
onapourtoutt €{0,—] :®P@{)=-—t+—sin(2t)+ —
a pour tou [ 2] ® 2 4sm() 2

Up = _E\/l—xzdx =® ()= %

4°/a) (U,) est une suite décroissante  donc Uy SUp U, et
comme U, >0

ona: Uiz < Uns <1 soit n+l < Uns <1
U, U, n+4 U,
1
n+l n(i+-) :
byona: lim ( )= lim 0_ = donc lim — =1
ns+r  n+4 n—+7% n(]+~~) n—+7 Un
n
c)*Uo=% et U= £X\/1—x2dx=-% E(—2x)vl—xzdx
= l [M I =l
20 3/2 3
U=t Lo T
4 3 12 200+D)(0+2)0+3)
i3
supposons que : U,.Ug = et montrons que
pposons 4 O+ D+ 2)n13) a
Un+l-Un+2: T
2(n+2)(n+3)n+4)
Un+l-Unf2: UnH 1 +1 Un
n+4
_n +1 _n +1 o _ is
n+d T na 4 2n+ D+ 2N +3) 2An+2)(n+3)n+4)

T
2n+D(n+2)n+3)

Conclusion pour tout n€IN 1 Uy Upy=
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gy U2 You 1 n s dou U]
Ui 2030+ Ha+5)a+2)
n n n
_ T 1
2(1+l)(1+—2—)(1+~3~) Yo
n n n U,
nvn U, = l ] nz 3'Ul on a: lim %’i=l
\fz(l+—)(1+~)(1+~) il A
n n n U,
. i
donc lim n\/;U,,= \/;
[Solution 10: _
1
1 Up= [ = j:—ﬁ—dx =[ x2+1] ~J2-1
Vx?+1 2Ux* +1 0
2n+l1
2°/ Vx 6[0,1] ona: 20 do0 U, 20
x2+1
2n+43 20+l

2n+l(

Y U S . W 5 Sl € Sl
R N i e e e R

D’ou (U,) est une suite décroissante .

30/ a) Un+[ -

U, =0

(U ) est une suite décroissante

b)Ona:{

D’ou (U,) est convergente
42 x €[0,1]
0<x< 1 0<K<1= 1<2+1<2 =1 <x’+1<V2

1 1 1 2n+1
< <1 > x2n+] < X < X2n+l

V2 x4 V2 Jx24l

x2n+]dx SUHS £x2n+ldx

D

ou: %ﬂ
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11 oyt

J2 2n+2 2n+2
fim L1

Ona ’7—>+w\/§2n+2 dot lmU, =
Iim =0
nesvo 2p +2

Soiutidii IT S J

f(x)=x +sinx =0 pourVx E{:O,%:‘

TR

2
1°/ A= f(x +sinx)dx = {7—cosx}

0

-
A = (—8— +1 ) unité d’aires .

20/ |
f(x)~smx:> f (x)=-cosx
gx)=x g'x)=1

n Vi3
J= [~x cosx ]g + Ecosx dx

J=[sinx]0§=
b) V=7 [f(x)d

= ﬂﬂ(x2+sin2x +2x sinx )dx

Soit K= Esm xdx = _EC—()Sz—xj—ldx

IR

-
4

Y N
—|:2 4sm(2x)}
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x|
Ona: V=7 ? +xA+27]

0

4 2
V= ﬂ—+£—+ 27 | unité de volume
24 4

Solution 12.: J

1/ Df =R\ {%+k7r oﬁkeZ}

2 A= j_]f(x) 1| dx fsm xdx:f(lﬂgzx ~1ydx

COS X

z T
=[tgx —x]5‘=1‘z

°/ a)
4 = 2 2 e 2
cos x +sin“x (3cos” x 1 sin” x
° ¢!(x)z 5 ( ) — > +3 7
cos’ x cos™ x cos’ x
1 1—cos’x
q)v(x)z . +3( - )
cos’ x cos' x
1 3 2 2
¢(X) = r 2 :3f (X)—zf(X)
cos'x  cos

b) V= nJ:f (x )dx —nf

COS x

Ona: f7(0)- 2E L @)

Dou: V =£E(¢'(x)+2f(x)) dx

=§-[¢<x>4+—[f<x>dx
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T T 1 £
Or [if (x)dv = Emdx =[tgx |i =1

T T, 2T
Dol V=2 (=) +=—
! 3 ¢(4) 3

T .,
V= —3— unité de volume

[ Solution 13 :

A) 1°/a) pour tout x e]-—72£, %[ ona:cosx =0 festdéfinie,
continue, dérivable sur - % X[,
272
ona:pourtout x e]-% L

CF ) = 14tel
2 f(x)=1+tg'x >0

f'(x) + ,,
%5
f(X) /
—0
*Ona lim tgx=-co car lim sinx=-1
x~>(—£)4r x—>(-Z ¥
2 2
et lim cosx=0" * lim f(x)=+ow.
x>(-P"

H(g)‘

b) Soit A : y = (0)(x-0)+f(0) or f(0) =0 et f (0)=1 d'ott A:y=
X .

Position de Cret A : soitd(x)=f(x)—y=tgx-x

d est une fonction dérivable sur ]- 12t— % [ :d(x)= l1+tg’x -1 = tg’x >0.

X -n/2 0 /2
d'(x) + +
o b
X -
o )
—00
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On a : pour x e]—%, 0[,d(x)<0
d'ou Crest en dessous de A sur]-% ,0[

Pourx €]-Z 0[, d(x)> 0 d'ou C; est au dessus de A sur ]-% ,0[

2 5
C¢ coupe A au point O(0,0).
c)
2°/a) f est continue, strictement croissante sur J- % , % [
alors f réalise une bijection de ]- %, % [ sur
J=10-%, Z[)=] lim f,limf[=]-0 +0 [=IR
22 P é
2 2
— E.
Ct x=5
A yEx
=R
2
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—_—
b) f est une bijection de ]-— ——[ - IR 4,
i T fyx)

et f est dérivable sur ]- L 3% [ et pour tout xe ] 22 [f'(x)# 0.
d'otr ' est dérivable sur IR.

¢)Ona(f” )(x)——— =1 ol y=f" (%)

f@y) 1+tg'y
ory=f(x) d'oui: f(y)=x et parsuite tgy = x
soit (f)(x) =
+X

ona: f 1 A _q¢ = f(f Yt = [£OF = £(x) - £710).

1+t

or f(0) = 0 d'ott f '(0)= 0 et par suite pour tout xe IR : fl(x)= f dt2 .
1+t

1= (B P -1
3 o (1) 4 car f(4) 1
B) Soit n eIN"eta,= _E(l—tz)"dt et ao# 1.
19/ 8ot — 8y = J:(l ') dt- _E(l—tz)"dt

_E[(l ) (1t} "1dt= J:(l Y (1-t -1dt = - ftz(l—tz)“dt.
2°/ On a pour tout t  [0,1] 220 et 120 dou
t?2(1-)" > 0 et par suite a, —a, <0 donc (a,) est une suite
convergente.

- u'=1l
3%a) am = [(-£)"at .., doi
v=(1-t")

=t
{v'z(n+1)(—2t)(1—t2)"

2.n+1,1

Ona: am = [tO-t)"" +2n+1) _[tz(l—tz)"dt au = (20+2)

(a,—au) (d'apres B-1°)
On aainsi au = (2n+2)a, — (2n+2)a,.
et par suite a,.;(1+20+2) = (2n+2)a,
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_ (2n+2)a,

d'ot pour toutneIN“on a: a
P € " T3 2

2x0 v 2 2x0 ' 2
270y 1 dotiag= 2 (0}
@<0+1)! 1 (2x0+1)!

2Zn(n!)l
@n+1)!

bk

b)Ona:a;=1et

Soit n e IN, supposons que : a, = et montrons que an:; =

2(n+1)(( 1)!)2
Q+1)+1)! -

@n+2)a, _ 2n+2) 2"’ _ @n+2)’ 2”@y’
3+2n 3120 @2ntl)!  (2n+3).2n+2).2n+1)!

Ona:ay =

2n+2 2(n+l)

_ 2’2" )’ _ ((n+1)(n})’ _ ((+1)1)’
2n+3)! (2n+3)! Cm+1)+1)!

_ n ¢ p! .
Ou, ;(IX3XSX'°'°X(ZP+1)j

o/ p! _ pl(2x4x6X...x2p)  _
D3x5%.. x(2p+1)  1x2x3xdxSx...x2px(2p+1)

PURDXXD)(23)eernex@xp)) _ pl2"p! _ 2°-(pY)’
2p-)! @p+1)!  2p+1)!

22" (pY)’ 1 2"pY _ 1 e
Ona :U,= —— J(1-t) dt=
§(2p+1)' Z2 P 2p+D)! p=02"oj(

o 2 1
EZLP(H Ydt = KZ(ITt)pdt
p=02 p=0
n+l 3 n+1
1-t 1-t
2 2
= E——————dt =2, _E———————dt.
1+t

1t
-5

n+i
_[1_8_}
2°/2) On pose V,=21-U, =2. [-4L 2, f
1+t
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5 n+l 2 n+1
= I. 2 dt = f dt
J 2

l1+t2 1+t2 5 1+t
b) On a pour tout te [0,1]1: 0 < 1-t* < 1 d'ott 0 < (1-£°)"'< 1
2.n+1
0<t< 1 dou 1si+f<2 dow 0s 3L
1+t
n+l n+l
c)OnaVn=2£(:+lt) dt = 1 (lt)
2 (1+t ) (1+t )
2.n+l
On a pour tout te [0,1] : 0 < Lli)z— <1 dou 0 <
1+t
2. n+1
f(l O _at< J:ldt— =
(1+t )
dou 0 <V, < Ln, d'autre part lim —ln— =0 et parsuite lim V,=
2 N>+ Y n—>+0

0
3°/Ona:V,=2I-U, = etpasuite U,=2[-V, = % -V,

lim U, = lim(% -Vp)=2 -0=§ car lim V,=0

nJ
n—>+o 2 n—+o





