Fonction logarithme *206 ¢ 4™ Maths

 EXERCICES

Exercice 1 : .

Calculer les limites suivantes :
x —Inx

1°/ Hm ———— 29 lim x’Inx 3%/ lim x " In’x
20" 2x + Inx x—0* x -0%
4 Tim <% InC-tLy so/lim RA*H2X)
£ =07 x =0 In(l+x)
2
6 g 0E0s ¥) o e In(vx +1) o/ i D7 41)
x>0 X x-0* X x—0 X

Exercice2::

Calculer les limites suivantes :

3
1°/ lim In(x"+1) 2°/ lim x> =In(x "’ + 4)
X >4 x X —>+0
3/ limx In ) 49 fim DUFRX)
X —>+00 x X —>+0o0 x

5°/ lim x In( 2x +1
X =>4 2x +3

) 6/ limx Ilnx —(x +1) In(x +1)

Exercice 3 :

A) 1°/ Démontrer que :
Vxe[——;—,+oo[, ona:

3 3
x* x' x! x° x

X ——+——-——=<In(l+x)<x ——+—
2 3 2 2 3

In(l+x)—x

2°/ En déduire lim >

x—0 X
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B) Soit la fonction f définie par :

Vx €]-1,0[UJ0,+ o[ :f(x)=——x— ; f(O)=1, f(-D=0.
In(1+x)

1°/ Montrer que f est continue sur [-1,+ o[ .
2°/ Etudier la dérivabilité de £ .

3°/a) Etudier le signe de u : ]-1,+o[>R: x }—>ln(1+x)—1
+X

b) Etudier les variations de .
4°/a) Soit A la tangente & 6, au point A d’abscissex, =0.
Etudier la position de G, et A .

b) Tracer B, dans un plan P rapporté & un repére orthonormé (0,7, /).

Exerciced : |

A)Soit p:R>R : x > 1-x>~Inx
1°/ Etudier les variations de ¢ .
2°/ Calculer ¢(1). En déduire le signe de o(x).

. I
B) Soit f:R, >R : x +—>—n—x——x .
X
1°/ Etudier les variations de .
2°/a) Montrer que la courbe (C) de f/ admet une asymptote oblique D.

b) Etudier la position de (C) et D.
3°/ Tracer dans un plan rapporté a un repére orthonormé (0,7, ) la
courbe (C)de f .

Exercice 5 :

ad 1—1n(x2+1).

Soit la fonction g définie sur R, par: g(x) =

2

1°/ Etudier les variations de g sur R, .

2°/ Montrer que ’équation g(x)=0 admet deux solutions : 0 et cret
que l<a<?2.

3°/ Etudier le signe de g(x).
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In (x?+1)
4°/Soit R, >R : X > x
0 si x=0
a) Montrer que f est continue en 0.
b) Montrer que f est dérivable en 0.
c) Ecrire une équation de la tangente T a C,au point d’abscisse 0.
d) Montrer que V>0, In(1+7) <t eten déduire la position de C;

par rapport a T.

5°/a) Montrer que f(a)= ga .
o’ +1

b) Etudier les variations de f (on introduira la fonction g dans le
calcul de /).

c) Tracer Crdans un plan P rapporté a un repére orthonormé
(0,i,))-

Exercice 6:

1+
19/ Soit Ia fonction /1 — In(— ad

)_

2x +1
a) Etudier les variations de 7 .
b) Etudier le signe de A(x).

2°/ Soit f la fonction définie par :
£6)=x (x +DIn(>

x
SO =7(-1)=0

a) Etudier la continuité de f.
b) Etudier la dérivabilité de 1.
c) Etudier les variations de f.

) pour ]-c0,—1[U]0,+ [

Exercice 7.2

On considére la fonction g définie sur 10, +o [ par:

g )=1+x>—2x" Inx
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1°/ Etudier les variations de g . L
2°/a) Montrer que I’équation g(x)=0 admet une seule solution e,

b) Vérifier que 1,8<a <1,9.
¢) Déduire de ce qui précede le signe de g(x).

In x
l+x?

3°/ On considére la fonction f définie sur J0, +o[ par f (x )=

a) Montrer que fest dérivable sur ]0, + o[ et que :

. g(x)
Vx>0, =S
x>0, 709 x(1+x7)"
b) Vérifier que f(a)= 17 .
2a”

4°/ Etudier les variations de fet tracer sa courbe (C) dans un plan

rapporté A un repére orthonormé (O,7, /).

Exercice 8 ;

Soit f :x -—)ln} In| x | I
1°/ Etudier les variations de f.

2°/ Tracer b;.
3°/ Soit g la restriction de fa I’intervalle }1,+o[.

Montrer que g est une bijection de ]1,+ o[ sur un intervalle J que I’on

précisera.

Exercice 9 :

Soit m un paramétre réel.

Soit f,, :x —>In(x +vx*+m)

1°/ Déterminer suivant m, le domaine de définition de £, noté D,, .
2°/ Etudier les variations de f,, .
3°/ Déterminer ’image de D, par f,, .

4°/ Prouver que f,, admet une fonction réciproque.
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Exercice 10 :

=2—nx+
A) Soit neN et Iu®) . Logx

J,(0)=2
1°/ Etudier la continuité de f, a droite en x; =0.

2°/ Etudier la dérivabilité de f, a droite en x, =0.

pour x €]0,1[UTI,+ oo

3°/ Etudier les variations de f, . (distinguer n=0et n=0).
4°/ Montrer que (B,) (courbe représentative de £, ) admet deux
asymptotes (distinguer n=0¢et n=0).
5°/ Construire (B) et (6;) dans le méme repére orthonormé (0,7, ) .
B) Soit ¢, la restriction de f,a I’intervalle]1,+o[.
1°/ Montrer que ¢, est une bijection de]1,+oo[ sur un intervalle que
I’on précisera.
2°/ Montrer que pour tout entier » non nul F’équation ¢, (x) =0 admet
une seule solutiong,, .
3°/ Montrer que «,,, est I’unique solution de I’équation ¢, (x)=x.
4°/a) Montrer que la suite (a,) .- est décroissante.

b) Montrer que («,) est convergente vers un réel />1.

¢) Calculer /.

Exercice 11 :

Soitf(x)=~ln| cosx ‘

1°/ Etudier les variations de f et tracer G;.

2°/ Soit g la restriction de fa Iintervalle [O,% [.
a) Montrer que g admet une fonction réciproque.
b) Calculer g ™' (In \/5) .
¢) Etudier la dérivabilité de g~'.
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3°/ Soit la suite (U,,), définie par : {

Uy = (U, )
T
4

a) Montrer que VneN, 0<U, <

b) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans ]% ,% [ une seule

solution « .

¢) Montrer que (U,,) est convergente et trouver sa limite.

lkExercikcke 127
2

1°/ Etablir que Vx>0, x —%Sln(l+x).<_x (%),

. . . 3\ k
2°/ Soit la suite (U,), _.- définie par: U, = E In(1+—).
k=l h

a) Calculer U, et U, .

n(n+1)R2u+1)

b) Montrer que VneN’, Zkz = p

k=1

¢) Utiliser (%) pour montrer que (U,,) est une suite convergente.

Exercice 13 :

1
1°/ Etablir que Vx>1, l-—<Inx <-1—(x —i)
X 2 x

2°/ Soit neN"\ {1}. Montrer que I’équation In(l+nx ) =x admet

une seule solution ¢, non nulle.
3°/a) Montrer que VneN'\ {1}, Inn <a, .

b) Montrer que &, <2Inn etque a, <In(1+2n Inn).

¢) Calculer lim
n—+o ln n
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Exercice 14:

1°/ Calculer & ’aide d’une intégration par parties, les intégrales :
2 2

A= j] Inl+x) dx et B = j] In(-x +3) d x

2°/ En déduire les intégrales :

3 et D= J‘lzan’xz —-2x —31

len

Exercice:15:

Soit U, =Y~ (neN))
p=i

1°/ Prouver que U,,—1<'[ <u, 1
n

.1
2°/a) En déduire que vreN , —+Inn <U, <l+Inn.
n

b) Calculer alors lim U, .

=>4

Exercice 16 : -

Soit # un entier >1.
1°/ Démontrer que pour tout entier k, compris entre Oet n—1,0ona:

-/(_-Fl
lln(1+5)sj'kn Inx dr< —1 (1+ﬂ)
n n I+ )

n

1 < k
2°/ Soit la suite (U,,), - définie par: U, = —Zln(l +—).
N n

: 1 2 |
a) Prouver que :vneN , U, ——In2< jl Inx dx <U, .
n

b) Montrer que (U,), .+ estune suite convergente vers une limite / .
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Exercice 17 : ]

Soit f 1a fonction numérique définie sur 10,+o [ par

1 , 1 1
X)=—x"————Inx
f &) y 13

1°/ Etudier les variations de f.
2°/ Soit A un réel strictement positif.

a) Calculer I(1)= J.; f(x)dx

b) Déterminer lim I(A).
A-0"

n
3°/ Pour tout entier naturel n>2, on pose S, = lz f (5) .
n

a) Démontrer que, pour tout & entier naturel tel que : 1<k <n-1,
ona:
k+1
k+1 1,k
——f(—)< IACY de;f(;)

n

b) En déduire que S, ~lf(—l—) < I(l) <S, puisque:
n n n

1Gss, <1+ L rdy
n n n n

c) En déduire lim S, .

>+

‘Exercice 18 :

n—1

k
Soit xe[0,1] et p,,(x)=2(—1)k—'."7 ol n>1
k=1

a2 n-1
1°/ a) Montrer que Vie[0,1],0na: Z( £ LD o __ 1
Py Y+1 I+t

n

b) En déduire que vxe[0,1], In(1+x) =

1471

2°/ Soit a, = joi t
+

dt (n=1).
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a) Montrer que | a, |< LN
n

b) En déduire lim (-1)""a,

H=>+00

-1 R .
3°/ Soit U, = z(—]?— . Démontrer que (U,) est une suite convergente
k=]

et donner sa limite.



Fonction logarithme *215 4%™ Maths

. SOLUTIONS .

Solution1:

In x (—X—-1) Y
. x-Ln x ) n x . In x
1/ llnl——*:lqu > =11rq—2———=—1
x=0"2x +Ln x  x-0 In x (__X__+D x>0 X 1
In x

2°/ 1im x ’In x—hmx(x ‘In x)=0car limx -ln x =0.

x—>0* x =0

I’l

3°/ llmx (In’ x)—hm(x Inx)’

n 2
On pose X=x2= x=X". Lorsque x—>0+ X—-0"dou:

hm(x In x) =11m(X ‘In X") —hm( Y(X-InX)*=0

x =0

car lim X-In X =0.

X—0"

4°/ hm\/—lnx(

x —>0%
ohm\/x_ln(x+1)=0
ohm\/——lnx—h,m\/_ln(x/—)~hm2x/_ InVx

= lirg(x/x— In(x +1)—vx Inx)

x>0
=lir512X- InX=0 (X=vx)dou 1in01 Jx 1n(x+1)=0.
x> X —> X
21n(1+2x)
. 1n(1+2x) . Qx
im
ot In(l+x) =0 In(l+x)
X
lm1n(l+2x)___hmln(1+X)=1 (X =2x)
x—0 2x X—0 X
. lim In(l+x) —1 d’oi lim In(1+2x) _

x>0 x x =0 ln(l +x )
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6°/ Iinél—n(c—o—sx—) ? . Soit la fonctionf (x ) = In(cosx ).
X —> x
f est derxvable enfet f(0)=0 et /'(x)= Smx.
Cosx
ln(cosx)~1 f(x) f(O) — £ (0)=0.
x—)O X x —0
7°/ lim lri(\/;—il) = lim M On pose X:J;
x -0 X x—=0" \/X— 2
- In(vx +1) _ o XD 1 InGXHD)
x—0* \/_ 2 x-»o+ X2 T xo0t X X
car lim 1o et 1imM=1.
X-0" X X~0*
2 2
£/ lim In(x “ +1) ~imx In(x )+1)
x =0 X x -0 <
limx=0 et limwzl X=x)= 1im1—n-(x—_—+—1)=0.
x>0 x>0 X x =0 X
Solution 2 : - :
Inx*(1+ ! )
3 o
1o/ lim DEHD gy x’
X —>+0 x X —>+o0 x
In(1+ ! )
3 3
= lim[0F X
x40 x X
1
In(1+—)
_lim[3 BF . X 120+0=0
X —>+00 X X

29/ lim x 2 —ln(x* +4) = 11mx —Ilnx’ (1+—)
X

X 400

=limx’~Inx"’ —ln(1+i)—11mx -3 lnx—ln(l+—4—)
X

¥ —>+o0 x X —>400
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= lim x (x — 3—)—1 I+ 4) 0
x

X >+

car lim Inx _ =0 et lim ln(l+i) 0.
x

X0 x X —>+00

39/ fim x  In(t

X D>+

)= lim x ln(1+——1—)
X >+ X

1
In(1+--)
= lim 22 iR ),
X ~>+00 _1_ X—0 X x
X
1
In(In x (1+ )
4/ tim 1n(1+lnx):lim In x
X =>400 X X >+ X
In(l+——)
_ i ) O
X >+ x x
In(l+—)
- Jim In(lnx) Inx Inx
x>+ Inx X x
o lim 20nx) o InX_ o (X=Inx); lim 2% _g
X —>+on lnx Xt ¥ X=>4o0 X
In(1+-1) |
o lim — Inx" _ = ln(1+——) 0-0=0
X >+ x X 40 x 1
don lim DA+ INT) -
X D40 x
5%/ Tim x ln(2x *1 )= lim x (232
X >+ x +3 x——>+oo 2x +3
2
. In(1— )
= lim x ln(l———z——)— x_ 2x +3

lim
X0 2x +37 xowe 2x 43 -2
2x +3
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o lim =2 -
x>+ 2x+ 3
2
In(l—- ——-) B
o lim — 243" o AX) e =2
X =>+00 -2 X0 X 2x +3
2x +3

2x +1

d’on lim x ln(

X —»+00 x +

y=-1-1=-1.
6°/ 11mx Inx ~(x +1) In(x +1)
=limx Inx -x In(x +1)~ln(x +1)

X >0

= lim x Inx ~x 1nx(1+——) In(x +1)

X —>+e0

=limx Inx-x Inx-x ln(1+—) In(x +1)

X >+®

= him —x 1n(1+—~) In(x +1)

X >+

in(i+2)
o lim—x ln(l+—)— lim : X
x
i oA+ X) (X:L),
X—>0 X X

e lim —In(x +1)=—o d’ou

X —>+o0

limx Inx —(x +1) In(x +1)=~o

X >+
2 3 4

Solution 3 : I
x

x X
A)1°/eSoit g(x)=x ——+——"—-In(1+x
) 1°/ ® Soit g(x) Tt 33 (I+x)
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e . .. |
g est définie, continue, dérivable sur [—5 ,+oo[ et

1

g'(x):l—x+x2—2x3— =(1—x+x2——1—)—2x3
T+x

T+x
_ x* _2x3=x3(—1—2x)
1+x 1+x
xry o 0 400
g' ) 0 + @ -

g(x) / J \

d’ou sz—?l,ona: g(x)<0

2 3 4

et par suite sz_—lona: X fx—+x__f_gln(1+x)
2 2 3
x2 x3
e Soit A(x )=In(l+x)—x +7_T

I . (. -1
h est définie, continue, dérivable sur [—2—,+00[

3
et h’(x):L—l+x—x2 =—
1+x

x| 3 0 +00

H(x)] 0 + -

h(x) / 1 \

d’ou sz—_z—l ona: A(x)<0

2 3

) - x° x
et par suite sz—l,ln(1+x)Sx —_—
2 2 3
2 3 4 2 3
- x° x° x x° x
Conclusion : sz—l, X ——+—-—"—<In(l+x)<x ——+—.
2 2 3 2 2 3
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2 3 4 2 3
2°/Ona: sz———l—, ——x—+x——i€—_<_ln(1+x)—x g_ic___,_f_
2 2 3 2 2 3
- 1 ? 1+x)— 1
sz—l et x£0, ~—+x——£—S——~————ln( +x7) > S—~+x—
2 2 3 2 x° 2 3
1 x x2 i . x 1
lim ——4—=———=—-——; lim ——+—=-—

x—0 x2 2

x . .

B) 1°/ x > ————— est définie, continue sur ]—1,0[U]0,+ o[
In(1+x)

comme étant le quotient des fonctions continues.

 limf (x) =1 lim—"— —lim—b —=1_1-7(0)

r—)Oln(1+x) x50 ln(l+X) 1

X
d’ou fest continue en 0.
X X-1
e lim = li =0=f(~1) (X=x+1
x - 1+f(x) x—>- 1+ ln(l+x) X—I;Ig* InX f( ) ( x+1)

d’ou fest continue en —1.
Conclusion : fest continue sur [—1,+ o[ .

2%/ x > ———x———est dérivable sur 1-1,0[U]0,+ o]

In(1+x)
X
. limf x)-f(©0) lim In(1+x) 1im® ~In(l+x)
-0 x —0 x50 X =0 x In(I+x)
_ In(l+x)-x 1 1.1
=lm-(——=—) (ln(1+x))‘2 1=3
x
car limM=1 et lim(lrilj—xz)—_x—) = L (d’aprés A) 2°/)
x>0 x x—0 X 2

d’ou fest dérivable en 0 et f'(0) = % .
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x
o lim L= ED lim nd+x) . _*
x>l x +1 -1 x +1 =1 (x +1) In(x +1)
. X-1 . _
= lim =+00 (X=x+1) car imX InX=0
x-0* X In¥X X->0*

d’ou fn’est pas dérivable a droite en —1.

Conclusion : fest dérivable sur ]-1,+ o[ .

3°/a) u est définie, continue, dérivable sur ]-1,+o[ et Vx>1,
1 1 X

u(x)=l+x—(l+x)2=(1+x)2

x| -1 4o
u'(x)] O — +
u(x) \ /

0

d’ot Vx>-1, u(x)>0.
b) fest définie, continue sur [-1,+ oo[

JSest dérivable sur ]-1,+[ et Vxe]-1,0[U]0,+o[,0na:

X
In(l+x)—-—
fv(x): n( x) l1+x — u(x)
' In(1+x) In*(1+x)
x| -1 0 +00
[(x +
S(x) —/’/—/?4-00
0
-1 X 1
lim =1i =lim ————=+ X=x+1).
():L+cof (x) Xg?oo InX Xer-lm InX InX 00) ( X+ )

4°/a) A:y=f‘(0)(x—0)+f(0)=%x+1.

Etudions le signe de d(x)= f(x)—(%x+ 1§}
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X x+2
Vxe]-1,0[U10,+[, d = -
xG] [U] + [ (x) 1n (1+X) 2
_2 =G ADnax) 2 g, 42
2 1n(1+x) X +2 2In(l+x)
) 3 N 2Ax+2)-2x 1
Soit ¢(x)— Inl+x) ; ¢'(x)= 122 l+x
4 1 4+ x)—(x+2)? ~x’
) o 1 = <0
#'(x) (x+2)% 1+x  (+x0)2+x)°  (1+0)@2+x)? -
x| -1 0 i
¢'(x | - (r —
P(x) \H)\D\ ©)
Ona: d(x)=2ENx*+2)
' 21In(l+x)
x ~1 0 +eo
x+2 + .
2Log(1+ x) - ( +
#(x) + =
d(x) - -

Vxe]-1,0[U]0,+o[, d(x)<0 et par suite (C /) est au dessous de A.

b) im —— f&) = lim =0d’ot (C,) admet au voisinage
Xt X 40 1n(1+x> ’
de +o une branche parabolique de direction ’axe (O,7).

Ary= %x+1 tangente a (C ;) au point (0,1).

¥y
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Al

S‘Oluti’on 4: ]

A) 1°/ o est définie, continue et dérivable sur R, et Vxe R,
P(x)= —2x—l <0 d’ou:
X

x10 { +0

@'(x) -

o) || T \\V\

—Q0

2°/ ¢(1)=0 donc, d’aprés le tableau des variations de ¢, on ale

tableau de signe suivant :

-+00

x|0

1
@l § -

B) 1%/ fest définie, continue et dérivable sur R :

x’-Inx _o(x)

2
x2 X

Le signe de " est celui de ¢(x) d’ou

Vx>0,f'(x)=1_

x {0 1 +00
'(x) + 0 -
F(x) Pt I

—C0 —e0
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11mf(x)- hml Inx —x =—o0 car lim —=+w et lim Inx = oa

v x 0" x x—>0*
Inx In x
llmf(x)- lim ——x =—-o0 car lim —=0.
x>+ x x40y
Inx Inx
2°/a)Ona: VxeR’, f (x)=———x . Etcomme lim — =
X X =>400 ¥

donc la droite D : y =—x est une asymptote oblique & (C) au voisinage

de +w.
b) Etudions le signe de f(x)+x :

-~ In . .
f(x)+x =2X , lesigne de f(x)+xsur R, estceluide Logx.
X

Donc :
x 10 1 +o0
Inx ” - J) +

D’ou: esur 10,1, (C) est au dessous dé D
esur |1, +ax[ ,(C)estaudessusde D

e au point d’abscisse 1, (C) et D se coupent. -
3°/

(©)

y=-x

Solution 5

1°/ g est définie, continue et dérivable sur R, et vxe R, ,

4x 2x 2x(l—x2)

’g()_( )2 4+l (2 41)?
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Le signe de g'(x) sur R, est celui de 1—x? :

X | -] 1
1-x? - 4} + #) —
d’ou

x 0 1 +00

gx 10 + 1) -

g(x) /1"1“2 \
0 —©

2°/eOna: g(0)=0 et Vxe]0,1], g(x)>0 (d’apres le tableau de
variations de g ) donc 0 est la seule solution de I’équation g(x)=0sur
(0,1]

e g est continue et strictement décroissante sur [ 1, +o [ donc g
réalise une bijection de [1,+w[sur] —oo , 1-In2 ] etcomme
0e ] —wo , 1-In2 ] donc 0 admet un seul antécédent
aell,+of parg.

Conclusion : 1.’équation g(x)=0 admet 2 solutions O et o >1.

3°/ On a le tableau de variations de g :
x|0 1 o +00

-2
g(x) (gﬂ/ N .

d’ou }e tableau de signe de g :
xi0 o +00

g(x)| 0 + *) -

2 2
4°/a) lim f (x) = lim G 4D _ i 1“(’2 1)
x =0 x—0* x 0" by
2
or lim BE"+D . W&X+D

x—0" X e X-50* X
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d’ou lim f(x)=0-1=0= f(0) donc f est continue a droite en 0.
x—0*

2
fFx)—f(0  lim In(x 7+1) ~ lim In(X +1) _q
X x =07 x- X->0"

b) lim

x—0*
donc fest dérivable a droite en O et f;(0)=1.
S)T:y=7i(0)x+f0)douT: y=x.
d) Soit la fonction ¢p: R. > R ; f > In(1+1)—¢
e Etudions les variations de ¢ :

@ est définie, continue et dérivable sur R, et V7eR.,
1 —
)=——1=—
o0 1+¢ T+¢
= VreR., ¢'(1)<0.
r0 +00

(0] 0 -
PO —

D’apres le tableau de variations on a 0 est un maximum absolu de ¢

= VieR,, p(t)<0 d’ott VieR,, In(1+¢£) <t .
e Etudions le signe de f(x)-x :

_1n(x2+1)_x CIn(x*+D-x?
X

vieR,, f(x)—x

Le signe de f(x)—x sur R’ est celui de Log(x? +1)—x>

Or In(x>+1)—x? =¢(x?) <0 donc C, est au dessous de T sur R, .

20 20
- = fla)=—2—.
a +1 a” +1

5°/a)Ona: g(a) =0 = In(a” +1) =

b) f/ est définie, continue et dérivable sur R. et VxeR’ ,ona:
2x

2 X 2
——x =In(x " +1) -S——In(x"+1 :
fv(x):X2+1 _ ( ):x +1 z(x ):g(JL)

X X X

=> Le signe de 7'(x) estcelui de g(x)




Fonction logarithme *227 4°™ Maths
x |0 a 400
f@lo + o -
f(x) 2a
/ al+1 \
0 0
Inx?(1+ ! )
. . In(x?+1) i )
e lim / (x)= lim In(x"+D _ lim ———* —
X —>+0 X o>+ X >+ X
» In(l+—) 2
Inx? 2 1 .21
= lim —% X" Or lim =X = im 22 —0 et
X —>+o x x X —>+a x X >+ x
In (1+—)
lim —&%—=0 d’ot lim f(x)=0.
X >+ x X—>+0
¢)
j
T a

Solution 6 :

19/a) Dy ={ xeR/ X0, x20 et 2x+120 }.
X

D= J-e,-1,[U]0,+f.

h est définie, continue et dérivable sur ]-o,—1,[LU10,+ ]
=

vreDy, H = ;;1 +(2xil)2 zx(xil)+(2xi1)2

X
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_ —2x+D? +2x(x+1) _-@x? +2x+1)
x(x +D2x +1)? x(x +1)2x +1)°

Le signe de #'(x) sur Dj est celui de — (2x* +2x+1)<0 (car A'<0)

X —0
H(x -
h(x)| O

b) D’aprés le tableau des variations de 4, on en déduit :

| —o -1

h(xﬁ - (’/////%0, + -

2°/a) La fonctionf x = x (x +1) In( x +1
X

) est continue sur

]-o,~1[U]0,+«[ comme produit et composée de fonctions continues
sur J~o,-1[U10,+wf.
Continuité a droite en 0 :

x +1

)

= lirgx(x +1) (In(x +1) =Inx)

lim f (x )= lim x (x +1) In(
x -0 Cx =07 X

= lirgx (x +DIn(x +D)—x (x +Dlnx
. lin01+x(x +Din(x +1)=0

) lirrogx(x +DInx =1-0=0car limx Inx =0

x 0"

d’ou lir(r)l+ f(x)=0= £(0) et par suite fest continue a droite en 0.
x>

Continuité a gauche de -1 :

fim £ ()= lim x G +DInC0) = lim x2 EHD L
x—-1" x -1 X x—>=1" X X
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Ona: lim &FD (x+1)—th X =0 (x—"_ﬂ)

x—>-1" X X-0"

e lim x*=1 d’ou lim f(x)=0=7f(-1) et par suite f et continue a
r>-1" ’

x—=1"
gauche en —].
Conclusion : fest continue sur R .

+1
b) e Lafonction x > x (x +1) ln(x ) est dérivable sur
X

1-w,-1[U]0,+ [ comme produit et composée de fonctions
dérivables.
¢ Dérivabilité de f a droite 0 :
x +1
x (x +Din(——

x —=0* x -0 x—>0* X

= lim (x + l)ln(x—ﬂ) = lim (x +Din(1 +l) =+
x —>0" X x —=0* X

car lin(r)k(x +D)=1 et lirgl In(1+ l) = Xlim In(1+X) = -Foo
x> x =0 X >t
et par suite /' n’est pas dérivable en 0.
x +1
_ x(x +Din(——)
hmf(x) f( l)—ll X

x=>=1" x+ x—=-1" x+1

= lim x ln(

x —>-1"

)+oo

et par suite fn’est pas dérivable a gauche en~1.

Conclusion : fest dérivable sur - oo, ~1[U]0,+ o et 6', admet deux

demi tangentes verticales aux points d’abscisses respectives : —1 et 0.
¢) Vre -, 1[U]0,+ o[,

f'x)=02x +1) ln( )+x(x +1)——-1—
x(x +1)
=(2x +1) ln(x+ y-1=(2x +1) [l fi____] =(2x +1) h(x)
X X 2x +
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X |- -1 0 +00

2x+1 — %/ T

h(x) — / +
' (x) + / +
f(x) /0 ///A / +o0

—00 0
1
1 In(1+-—)
¢ limf(x)=limx(x+1) In(l+—)= lim (x +1) ] X
X —>—0 X -0 X X o> b
x
Ona: e lim (x +1) =0
In(1+L) |
o lim — X — i 24+ X, (x=1)
X —>—o0 X-0 X X
x
d’ol lim f(x)=~o
o lim £ (x)=lim x (x +1) In(C-1D)
X —>+o0 X =400 x
1
In(l+-)
=limx(x +1) In(l+—)= lim (x +1) ——%—=+o
X —>+0 X X >+
x

1°/ g est définie, continue et dérivable sur R’ et Vxe R,

g'(x)=2x -2(2 «x lnx+x2-—1~)=—4x Inx
x

X 0 1
2'() + 0

g(x) _— 2\

+a0

T S e
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e limg(x)=lim(1+x°-2x -(x Inx))=1car limx Inx =0
x>0 x>0 x 0%
e lim g(x)=lim(I+x>(1-2 Inx))=—o0
X S X o
2°/a) D’apres le tableau de variations de gon a :
e Vxel]0,1], g(x)21=>Vxel0,1], g(x)#0
e g est continue et strictement décroissante sur [ 1, +c« [donc g
réalise une bijectionde [1, +wo [ sur ]-o,2[ et comme 0 J-,2[
donc 0 admet un seul antécédent o J1,+o[ parg.
Conclusion : 1.’équation g(x)=0 admet une seule solution « .

g(1,8)-g(1,9) <0
b)Ona: <et donc 1,.8<a <19
g est continue sur 1,8 ; 1,9]

¢)Ona:
x |0 1 a +00
1

d’ou le tableau de signe de g(x) :

g(x)

x_ |0 a 400

g o+ 0 -

3°/a) e fest dérivable sur 10, +o [ comme quotient de deux

fonctions dérivables (x = Inx et x> 1+x%).

e Vxe]0,+mof,

! 2
f'(x):x_.(]-i-x )—2x Inx :l+x2_2x2]nx B g(x)

(1+x2) x(+x2)?  x(l+x?)?

b)Ona: g@)=0 = 1+a’ ~2a* Ina=0 = 1na=1;0§
—
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1+a?
dongc f(a)z_Z_OIi_zL.
l+a?  2a?

4°/ fest définie, continue et dérivable sur R, et Vxe R,

g(x)

x(l+x2)

f'x)=

Le signe de f'(x) est celuide g(x)

X 0 o +o0
[ + 0 -
f(x) / 1
20 \
—o 0
. llmf(x)—xll_{gll_r:x2 —0
Inx |
. Inx
* hmf(x)_xllg-lwll_l:j:z :,\'li)rilv:l_:cxz :0 car Xll’r{!’ X :0
x

Solution 8 :

1/ f(x)=In | In] x ||

o fest définie si et seulement si x#0 et ln[ x | #0

In| x |=0 < |x|=1 x=-1 ou x=1 d’ou D;= R\{-1,0, 1}
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e VxeDsona: -xeDy

f(—x)= f(x) donc fest une fonction paire et par suite il suffit de faire
1I’étude sur 10,1[U J1,+ [ .
Vxe 10,1[U ]l,+oo[,f(x)=ln| Inx I

1

fest continue, dérivable sur 10,1[U 11, + o[ et f '(x)=
x

Inx
b 0 1 +00
1(x) - +
F) || o~ 7 4@
—00 —0

2°/ x=0 est une asymptote verticale & £ .
x =1 est une asymptote verticale & & .

lim %) _ iy I0lne) _ypy Innx) Inx
X

X oo X o+ x x>+ Inx x

car ¢ lim lii:o

X —=>+0 X
e lim ln_(lr_Lx_)_: lim El—X:O (X=Inx)
X D+m ln x X+ X
d’ott £, admet une branche parabolique au voisinage de +w de

direction ’axe (0,i).
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3°/ g(x)=In(Inx) ou x>1

g est définie, continue, dérivable sur ]1,+ o[, g'(x) = l >0
X nx
X 1 +00
g'(x) +
g(x) /"’ +00
—00

g est continue, strictement croissante sur ]1,+ [ donc g est une

bijection de 11,+ o[ sur g(J1,+o[})=R.

Solution 9 : I

19D, ={xeR/ x*+m20 et x+Vx> +m >0}

eSim>0 = VxeR, x> +m>0 et x> +m>x>=

Vx? +m > x|>-x= x> +m+x>0 douD, =R

eSim=0> x+\/;2‘=x+|x|20

x+|x|=0<:> |x|=—xc> xeK:>D,,,=Ri
e Sim<Oalors (x2 +m=20 & xe]-00,—-m U [V-m,+x[)

Etudions le signe de la fonction g(x)=x+vx? +m sur

-0, —y-mIU[V-m,+ o[ :

\/x2 +'m=—x<:> {’":O

g(x)=0= x+ 2+m=0 {
x<0 x<0

impossible car m <0
d’oll Vxe}-o —J—m]U —m,+of, g(x)#0 et comme g est

continue sur chacun des intervalles
]-,~/-m] et [/-m,+oo[ donc elle garde un signe constant sur

chacun de ces deux intervalles.
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Vx e]—w,—J—_rpz_] , le signe de g(x)est celui de
gl—-my=—-m <0
Vx e [m,+oo[ , le signe de g(x)est celui de g(\/——m):\/—-n7>0
d’00 D,, = [v—m,+oo].
Conclusion: ¢Sim>0=>D,=R.

Sim=0=>D,=R".

¢Sim<0=>D,,= [V-m,+o[.

2°/ I Cas . m>0. f, estdéfinie, continue et dérivable sur D, .

x
T+ —
w/x2+m_ \/x2+m+x 1

x+\/x2+m _\/x2+m (x+\/x2+m)_\/x2+m

vxeD,,, f,;;(x)z >0

X —00 +0

fn(x) +

f m (x ) // +0
—o0

e limf, (x)= lim In(x +Vx +m)= lim In( )

m
= xPemo—x

= lim InX=-0 (X= X s six— -0, X—>0")

+ 2
X-0 Vxl+m-x

e limf (x)= lim In(x +x? +m):xlim_blnX:+oo

2™ Cas: m=0. f(;(x)=l>0
X

X 0 400

fo(x) +

fO (x) —’,//'HD

—o0
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o lim f (x )= lim In(x +| X |): lim InX = —c0
x 0" x o0t X—0*
e lim £ (x)= lim In(x +\ X l)=xlim In X = +o0

1

3™ Cas: m<0. f,(x)=——=>0
x*+m :
x | o
fo®) || *
S (%) 40
n(v-m) /

3°/0 " Casm>0=>D,=]-o,+x[
f est continue sur D,, donc f,,(D,,)est I’intervalle ]— o, +o[=R.

© 2™ Casm=0=D,=10,+[ ; f,(D,)=R.

¢ 3" Casm<0=D, =[J-m,+x[ ; Fu(Dy) Z[Log(‘/j”;)’Jroo[ )
4°/ f, est continue et strictement croissante sur D,, donc f,, admet

une fonction réciproque.

Solution 10:

1
A) 19/ fim £, (x)= lim 2—nx + —— =2
x >0 x—0" Inx

d’ou lim f,(x)=f,(0) et par suite f, est continue a droite en 0.
x—0"

2 —nx +—1-—2
29/ limfn_()f)__i_@: lim nx
x —>0" X x =0 X
=lim—-»n+ =—o car limx Inx =0
x =0 x Inx x —=0"

donc f, n’est pas dérivable a droite en 0.
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3°/ f,est dérivable sur J0,1{U]L,+ o[
-1

e pour n=0af0‘(x)=m<0

x| 0 —
fo®) ~ -
P 2\ O T~

- 2
e pour n¢0>f,,'(x):—n_;a;1x—)z_

%10 1 -
12 (0) — -
o 2\ O~

4°/Ona: lim f,(x)=+w et lim f,(x)=—-o donc la droite d’équation
x->1* x-1"
x=1 est une asymptote verticale a C; .

e lim fy(x)=2 = ladroite y =2 est une asymptote horizontale a
X—>+0

C, au voisinage de +o .
Jo

1
epour n#0,ona: limf, (x)—(2-nx)= lim l——=0
X =+ X =+ l’lx

d’ou la droite D, d’équation y = 2 — nx est une asymptote 2 C, au
voisinage de +w .
5°/ » Etudions les positions relatives de G, et C, :

Si(xX)— fo(x)=—x<0
pour tout x€]0,1{U]1,+ o[ dong sur ]0,1[U]1,+w[, G estau

dessousde Gy et G NG ={ A0, 2) }.
e Etudions la positionde G etD;: y=-x+2 :

1
fix)—(—=x +2):T—— or sur 10,1[, Inx <0 etsur J1,+mo[, Logx>0
nx
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et par suite :
e sur 10,1[, G est au dessous de D,

e sur ]1,+0o[, G estau dessus de D, .

B) 1°/ ¢, est continue et strictement décroissante sur }1,+ o[, donc
@, est une bijection de]1,+ oo sur @, (] l,+x[)=1,.
Or esin=0, g (]L,+o[)=12,+0[

esi nz0, po(]1,+o[)=R.
2°/ Pour n#0, ¢, est une bijection de ]1,+ [ sur R donc 0 admet un
seul antécédent «, de ]1,+oof et par suite I’équation ¢,(x)=0 admet
une seule solution «, €} 1,+ o[ .

3% p,(x)=x & 9, (x)-x=0 2—-nx +%—x =0
nx

> 2-(mn+1) x +—1—=0<:> 0, (x)=0
Inx

or ¢,.,(x)=0 admet une unique solution «,,,, .
4°/a)yOna: vneN, a, >1

pour montrer que «,,,, <«,, il suffit de prouver que ¢,(a,,)2¢,(o,)

a2
car ¢, est décroissante sur ]1,+o[ .
Ona: @y (an+1) =pels P (an) =0
} s
Ona: a,, >0 donc ¢,(2,,)>¢,(«,) d’ol a,,, <a, et par

conséquent la suite (&, ),,, est une suite décroissante.
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b) («,) est une suite décroissante et minorée par | donc (¢, ) est

convergente vers un réel />1.

1°/ fest définiesur D={ xeR/ cosx=#0}
cosx =0 x=12[—+k7r oun keZdouD=R\ {12[—+k7z,keZ}

e VxeDona: -xeDet f(-x)= f(x) d’ou fest paire.
e VxeDona: x+reDet f(x+x)= f(x)donc fest une fonction

périodique dont la période est .

Il suffit donc de faire 1’étude sur I’intervalle [O,% [
Vx e[O,g— [, f(x)=—In(cosx)

fest définie, continue, dérivable sur [0,%[ 5 Vx e[O,% {,

sin x

f10)=""220
COSXx
X 0 -725
£6) [0 +
f(x) /__,ﬁoo
0
y

(ST
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2°/a) g:[O,—Z—[—) R: x > —In(cosx)
g est définie, continue, strictement croissante sur [O,%[ donc g est

une bijection de [0,%[ surg([O,% [=R..

b) g7'(In ﬁ)zy@g(y):ln x/§<:>ln( =In2

cos y
N cosy=—@<3 y=" car ye[0,Z[ d’ot g”'(In J2)==
2 4 2 4
¢) On a: g est dérivable sur [O,%[ et Vxe [0,12[— [,g'(x)=0donc
g " est dérivable sur g(]O,% [)=R]

Etudions la dérivabilité de g~' a droite en x, =0.

-1 -1
. g (x-g (0)= . X-0 o 1 oo
xhﬂ x—0 xlfol F(X)- £(0) XITS SX)-f(0) "
X-0
)=S0 ot
car xh—%*—_X—O =f'(0)=0

d’ott g7! n’est pas dérivable en 0.

3°/a) Montrons par récurrence que VneN, 0<U, s%

e pour n=0, 05U, SZ— est vraie
e supposons que pour un entier donné n ,ona: 0<U, SZ— et
/
montrons que 0<U,,, <—
0<U, < n Z et fest strictement croissante sur [0,54[—[ donc

fO)< f(U,)< f(f) or f(0)=-Log(cos0)=0 ;

f( )——ln(cos— =Iny2 <Z d’ou 0<U,; <

AIN

Conclusion : YneN, 0<U, s% .
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b) Etudions les variations de la fonction A(x)= f(x)-x sur

’intervalle ] [ h est définie, continue, dérivable sur ]13[— %[.
Vre 120 B = £ -1 =205 = tgx -
3°2 x
X1 3 2
h(x) +
h(x) / +00
/4
(ln 2)—3'

h est définie, continue sur ]%,%[

. . T
h est strictement croissante sur ]?,5[

donc 4 est une bijection de ]

w|§
l\)]§

[sur| In 2—%, +oo |
Oc[ In2 —%, +oo [ donc 0 admet un seul antécédent o par /

d’ou I’équation f(x)=x admet dans ]-73[—,%[ une seule solution « .
¢)Ona: U,,-U,=fU,-U,=hrU,)

or Vxe[O,%] , H(x)=tgx—1

X 0 z
4
h(x)_ — 0
oy | 0 —0u
T
1n(\/§)—z

d’ot Vx e[o,%], h(x)<0.0r U, e[o,%] donc h(U,)<0

donc VneN, U <0 et par conséquent (U, ), €st une suite

n+l T Un

décroissante minorée par 0 donc (U, ) est convergente. Soit / sa limite.
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Ona: le[O,%],fest continue en /donc f([)=/ =>hH=0= [=0.

Conclusion : (U,) est convergente vers 0.

Solution 12 ;

2
1°/ Soit f (x)=x — x? —In(1+x). fest définie, continue, dérivable

2
surR" et VxeR", f'(x)=1—x——1—:—x—S0.
I+x l+x
x 0 +00
re | b _

f | 0TTT—

2
d’oll Vx>0, f(x)<Oetparsuiteona: Vx>0, x —%sln(l+x).

¢ Soit g(x)= In(l+x)—x . gest définie, continue, dérivable sur

R+et Vx€R+, g'(x):L—I:_:{_SO
I+x I+ x

X 0 +00

g'(x) -

g(x) |0 W

d’olt Vx=0, g(x)<Oetparsuiteona: Vx>0, In(l+x)<x.
x2
Conclusion : Vx>0, Vx>0, x —7sln(]+x)3x .

1
2°/2) U, =Zln(1+1k—2): In 2
k=1
2 k ] 2
U, =Y In(l+ =)=l +=)+In(1+=
> ;n(+4) n(l+ )+ In(l+ )

= ln§+lné=ln£ = U, =ln~lj
4 16 : 8
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n(n+)(2n+1)

n
b) Montrons par récurrence que : Yne N ona: Zkz = .

k=]

1
* pour n=1, Z/ﬂ:]:ﬂ%ﬂ:
k=l

n(n+1D)2r+1)

p: et montrons que

e Supposons que Zk2 =

k=1

"Z“ ERNCEN) (5 2)(2n +3)

n+l

Zk— Zk2+(n+1) _M +(n +)

k=1

n(2n+ )+( +1) = (n+l)(2n“+7n+6)

=(n+)(— p

_ (n+D(n+2)2n+3) &
6

_n(n+D(2n+1)
6

ou VneN, Zk =

k=l

c) On prend x = —k;dans (*) on obtient :
P

ko k? k
Vkzl, —— <In(l+—) < —
n2 2n4 ( )
n k n kZ n " k
=227 ~< D In(l+—)< —
mnT o 2n - yar
:>_1_ n k_ 1 ikz U <—1— n k
2 4 =¥p="7
= 7 = n° 45
n n
or k:"_(E“L_l)’ Zkzzw
k=l 2 k=1 6
d’olt Vn>1, ”+1_(f7+1)(2n+1)sunsn+l
2n 12}’]3 2n
e lim (n+1_(;7+l)(214+1))=l_0=l
n—>+w 2p 124° ) 5

. +1 1 > . ]
o lim =2 don (U,).= est une suite convergente vers —.
n—+0 2n 2 = 2
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1/ Soitf(x)zl—l—lnx (x>1).
x

f est définie, continue, dérivable sur-]1,+ o[ et Vx>1,

1 1 1-x
"X)=———=—-<0
x |1 +00
S'(x) -

f(x) 0\@\)

\ . 1
d’ott Vx>1, f(x)<0 etparsuite Vx>1, l-——<Inx
x

o Soit g(x)=Inx —l(x —l) (x>1)
2 x
g est définie, continue, dérivable sur J1,+ o[

WSRO VR L R
_ —(x2=2x+D) _ —(x-1)?
2x? 2x?
x]1 +0
g'(x) -

gy | 0T

<0

1 1
ona: Vx>1, gix)<0=> Inx <5(x -—)
X

Conclusion : Vx>, l—l<lnx <—1—(x —l).
x

x
2°/ Soit ¢, (x)=1In (1+nx)—x . ¢, est définie, continue, dérivable sur
1 - —1-
J- vl et Vx> h g, (x) = e m1 = 2L
n n T+nmx 1+ nx
n-1 1 1
=l——>-——
n n n

$,(1)=0 & x=
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x |_1 L +© -
£ (x) + ¢ -
¢n (x) / M> 0\

M=¢n(1—l)=ln (1+n—l)—(]—l)zlnn—(l——l)>0 (d’aprés 1°/)
n n n

¢ Ona: ¢, estune bijection de ]—l , 1—-1—[ sur -, M|
n n
or 0e]-w,M[ d’ou I’équation ¢,(x)=0 admet dans I’intervalle

] —l,l 1 [ une seule solution. Comme ¢,(0)=0 et
n n

0€] ——1—_,1 1 [ donc cette solution est nulle.
n R

¢Ona: ¢, estune bijection de [1—%,+oo[ sur ]—oo,M]

0e ]-0,M] d’ou P’équation ¢,(x) =0 admet une seule solution
a, dans ’intervalle ] 1—%,+ of .

3°/a)Ona: In(l+na,)=a,

Ona: a, >1——’]; = na,>n-1=> na,+1>n

= In(l+nea,)>Inn = a,>Inn
b)Ona: ¢ 2lnn)=In(1+2n Inn)-2Inn

=In(1+2n Inn)~In n’ =ln(1+—2:2£f—)

or ln”<%(n—l):> 2n Inn+l<n’= ln(w)<0
" n

= ¢ (21Inn)<0

Ona: ]—l<lnn<2]nn
n

¢, est strictement décroissante sur [1 _ s+l 3 a, e[l 1 ,+o|.
n n
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dnnell-<, +o]; 4,2 n)<0=¢ (a,)
n

d’ou a, <2Inn = 1+na, <1+2n Inn
or In(l+na,)=a, d’oi @, <In(1+2n Inn)
Conclusion : Vn>2, nn<a, <In(1+2n Inn)

0 1< a, <ln(l+2n Inn)

Inn Inn

]

Infr Inn (2+

n Inn

fip 4 +2nlnn)
ne—>+r ln n n—+x ln n

In 2+

ln(lnn)+ n Inn

)

=} car:

=1+ lim
a—+x Inp Inn
In(lnn) . InX

[im lim —=
n—+x lll n X—o+x%

1

2+ i
. n Inn L.
et im——— =0 d’ou lim —&-=1.
=+ ln n n—>+r 11‘1 n

Solution 14 :

10 A = ["In(+x) dr

u(x)=x

{u (x)=1
Posons et
vix)=In(l+x) Px)=—

1
T+x
b
d x

Dot A =[x In(l+x)}- J121
+X

Calculons '[2

v 1+ x
2 2 _ 2

j X dx='f x+l 1dxzj ]——1—~dx
1 1+x 1 I+x i I+x

:[x—[n(1+x)]f=]+]n§
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dou A =2 In3-1In 2—1—1n-§~:3ln3—21n 2—1=lng41—].

2
eB= j] In(-x +3) dx

wiEy=1 ux)=x
Posons et -1
v(x)=In(-x +3) V'(x) =
—x+3
2 —x
B=[x In(-x +3)}2- d x
b InGx +3)] 7 - [l
Calculons r X dx :
1 -X

2 —x 2 -3
L o d x=jI (I+5—) d x =[x +31In| 3-x

17

=2-(1+3 In2)=1-3 2
D’ouB =-In2-(1-31n2)=2In2-1

x -3
x +1

2°/e C = Lz]n

2 2
I dr = [ Infr =3 dx - [ “Infx +1] dx
or pour x €[1,2], x-3<0 = ln] x —3 ]=ln(—x +3) et x+1>0 =
ln{ x +1 izln(x +1) et par suite ’intégrale C s’écrit :

C= jfln(—x +3) dr - [“Inx +1) dxr =B-A

—2m2-1-( =18
4 27

D= Lzln1/‘x2~2x—3l dx :%Lzln’xz—Ex -3 | dx

1 p2 1 ¢2 1 o2
ZEL Inj(x ~3)(x +1)| dx ZEL Injx 3| dx+5j1 Injx +1 d

1 1 27 1 ’
=— (A+B)=—(2 In2-1+lnh=—-D=-=mI(27)-1
5 ( ) 2( 2 ) 5 (27)
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2 3 n nl ot
1°/Ona: "dx _ i)£+ £j~x—+ I dx ZJ' 1
1 x I X 2 x n-l X -1 14
p+l
or Vxe[p,p+1] on —l-sl<L:>-—l—sj ldx<—1—
p+l x p p+l Jpox  p
n-1 #-1 =
pl ]
SoneS ety
= p+l el o P
:>l+l+ +ls'fnd <l ~+1+-~+—L—
n 1 x n—1
= U ‘1<I_<U _1
n
2°/a)Ona: _[——z [Inx] =hn

d’ou U"—lslnnsU”—l = lnn+—1—£U" <l+Inn
n n

b) lim lnn+i=+oo d’ou lim U, =+

n—+ n A—>+0

l+k<x<1+k——1:> ln(1+£)<lnx <ln(1+k—+—l)
n n n n

car la fonction Log est strictement croissante sur R .

En passant a ’intégrale on obtient :

J~1 " m(l-{-—) dx <I ” lnx dx<j ” ]n(]+_lf_+l) d)C

b+l k+1 . /¢+|
= ln(1+—) [x]l <[ inx it <1n(1+——) [x] s

11

d’ou iln(l+£)$."l n lnx dx <__1 (1+E_])
n n n

2°/a)Ona: VneN etpourtout 0<k<n-1:
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k+l
lln(l+£)£J.] "Inx dr <—1n(1+-ki1)
n n "

~1 k"'] n~}1 k+1

—Z]n(1+—~)<2f "Inx dx <—Zl (1+
or—Zln(]+£)=—(lnl+zm(l+—)—ln(]+£)=U “Lin2
ni n’ n = n n " n
n-l
e Montrons que —1—Zln(l +E) U,
R =0

n-1
lZln(l +-k—+—1) =—l—(ln(1 +i)+ In(l +3)+---+ na+Zy=uU,
R oo n n n n

°k2; j:;"ﬂlnx dx = | "inx dx+J.l+_"1nxdx+
J. lnx dx+J. _lnx dxz.[lzlnx dx

Conclusion : ¥neN' |, U, -lln 2< J.lzlnx dx <U, .
n
b) Ona: U, ~~in2< [‘nx dx
n i

donc U, Slln 2+j21nx dx
n 1

. * 2 1 2
d’ott VneN , L Inx dx <U,<— 2+.[1 Inx dx
n

lim l1n2+j121nx dx =O+Lzlnx dx =jl21nx dx

n-+x p

2 2
d’ou limU,,=L nx dx =[x lnx—x]l'=2 In2-1=1.

n—>+o

Conclusion : (U,) est une suite convergente vers [ =2In 21 .
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Solutiori 17 J

fest définie, continue et dérivable sur J0, +o [ ;

L_l(xz—l
2x 2 x

)

b 1 +00
/() - ¢+
AC) o \ /+OO

0

1
f(x)—"z'
0

1 Inx Inx
11m x)= llmx - Y=+ car lim —=0
f ()= fim x (o= 4) Jim =

! 1 2 ! l ) ] i
I (1):]4(?-—2—51”) de(Zx‘—Z) dx—ELlnx dx

I
1 3 _3
Y J.(..l_xz__l_)dx=l E____x =__/}_+i__1_
A4 4 4| 3 2 2 4 6
o :
e Intégrons par parties : Llnx dx .

U'(x)zl {u(x)—x
et

Posons { 1
Vi(x)=—
X

vix)=lhx
D’ou

1 1

[ nx de=[x mx]\=[1 dr=-2 ma-[x],=-2 i-1+2

I en résulte que :

A0

3 3
1(,1)__1, A1 &] - A l:_l__i+£]1]/1+_
12 4 6 2 2 2 12 4
b) lim I(/1)=l car limA Inl1=0.
i-0* 3

3°/a) fest décroissante sur 10, 1] et pourtout 1I<k<n-1ona:

[E ﬁ-l] ]01]donc%<x<k;’rl f(k—ﬂ)<f( )<f( )
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En intégrant sur [ﬁ —/ﬂ] on obtient :
n

f(ﬂﬁTd <fk+1f(x)dx<f( )jk'jldx

k 1
- ("—*—‘——)f(fil) < [ roodx< EELE r K
; n n n
l
I en résulte que —f(£+—1) < |7 f(x)dx S—l—f(ﬁ)-
n n n n

b) On a : d’aprés a) pour tout 1<k <n-1
k+l
k+1 bk
S s [ fdxs— /)

Ii

n—=1

k+l
- Zf("”><2 " fdrst Zf( LNG!
=1
1 &

S rED LG Gy sy 1y
n P n n n n n n

=—(f<1>+f<3>+f<3>+f(i)+~--+f<f>—f(i»
n n n n n n
n-1

donc —Zf(—"i‘) . Zf(%)—%f(%) =5, f(%)

n-1 k+l
« > i rwdx= J"/(\c)dr+ ”f(x)dwr 4 " rod
k=] ; n '7

En utilisant Ia relation de Chasles, on trouve que
-l _k+l

ZI n f(x)dx_f f(X)dx—l( =)

=y

n

n—1

I3 Ly G S iy 1)
n n n n n n n n

k=1

or f(%) = f(1)=0
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n-1
done L3 sy < L1y 1 G+ 1Eys 1Sy wes 1B =s,
ne=""n" n"n n n n n

SR T, ‘s 1
Les inégalités (*) sont équivalentes donc S, - 1 f (l) <I(-)<S,.
n n n

eOna:s,-LrG<Id) = s, <L Gy
n n n n n n

dou iy <s, <L rdyndy.
n n n n

¢) # On a montré que [im (1) = 1 etona:
A-0" 3

lim 1 _0" done lim I(l)=%.

n—>+0 17 n—o+0 R

e Calculons lim 1 ¥ (l)

0 1
1,1
lim -7 (1) = tim LIS MY
l1<—>r£1xnf( ) n—->+rn( 4 znn)
IR I BT LN

n—+ 4’1 4n 2 n
on a donc pour tout n>1, I, (v) <S§, < lf(l)f(l) + l(—1~)
n n h n n

et fim 1, (4= tim ~ry+1dy=1 done tim's, =+
n—+w n n—+o p n n 3 n—y+00 3

n-2
1°/a) Pour tout réel ¢ #-1, Z(—t)" est la somme des (n~1) termes
k=0

d’une suite géométrique de 1% terme 1 et de raison ~¢

n-1 n-t
donc ) (-0)f = ( t) = Z( Dt +(_2t 1

1+t

b) Pour tout x€[0,1] , on peut intégrer entre 0 et x les deux

membres de cette égalité d’ou :

f Z( 1) dt+J. - t)“ on1+tdt
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= ~p :[ln(l+t)];
k=0
n=-2 k+1 th——l
= 2 +(-D"" — d t=Wn(+x
,;( )k+1 D J'01+t ( )
n=2 xk ( 1) ( 1)I7~7 n-1 =1 x
or 3 () == Z( D
k=0
. xt”ﬂl
d’ott In(1+x)=P,(x)+(-1)"| — d ¢
@+x)=P,()+ ()™ [ —
2°/a) Pour tout réel r<f[0,1],0ona: 0<r<1= 1<1+£<2
n~-1
=g
1+¢ 1+¢

En intégrant cette inégalité entre 0 et 1 , on obtient :

lt"—l ]n~] i n-1 " 1
I dtsjt de or _.-t dt={—|=— etcomme ma, 20 onen
01 +¢ 0 0 n n

déduit : |a, [sl
n

byOna: vneN': .(—1)”" a,|=|a, ,sl et comme lim ~-=0 donc
n

H—>+0 f1

lim (-1)""a, =0.

H—>+c0
3°/ D’aprés 1°/ona:

.\"tn_]

pour tout réel x€[0,1], In(1+x) =P, (x)+(-1)"" J-o 141 de
+

en particulier pour x=1, on obtient : In2="P, (1) +(~1)""a,

()"

n-l

P, ()=(-1)""a, ~In2= Z

nl__l
Z( Y

or d’aprés 2°/ la suite de terme général (—1)""a, converge vers 0 done

-1)""a,~In2= U, =(-1)""a, ~In2

la suite (U,) converge vers —In2 .

Conclusion : La suite (U,) converge vers ln% .





