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"EXERCICES

Exercice 1 :

Calculer les limites suivantes :

e* -1 ef—2x° -

a) lim £ b) lim &% ¢) lim x(e* —1)

=0 g —1 x>+  x+4 X+
d) lim x*e™* e) llm x"e® (neN) f)li ¢ re

X—>—0 \——>+w (x+])

. In(e” +1 . C . o

g2) lim Ine_ +1 A lim Ine” +1)—x i) lim lln(e“ +e ™)

X >+ x X =+ X =>4+ x
J) lim <1+—) k) lime™In(1+e*) 1) lim In(x e*’~ —x)

Exercice 2 :

2 23
1°/ Démontrer que Vxe[0,1]lona: 1+x+%$e“‘ sl+x+%+%—.
2
L - six>0
2°/ Soit £:[0,+o[> R x4 05—
1 six=0

Montrer que fest continue, dérivable en 0.
3°/ Etudier le signe de la fonction g: [0,+0[ > R: x> e —1-xe".

4°/ Etudier les variations de f.

5°/ Tracer (C ) dans un repére orthonormé .

Exercice 3¢

X_ —-X
Soit f:R—>R : PR

e +e”
1°/ Montrer que f est définie sur Ret que Vxe R, ~1< f(x) <1
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2°/a) Montrer que f est dérivable sur Retque :Vxe R,
I'®=1-(f ).
b) En déduire le signe de f'(x) .
3°/ Etudier les variation de f .
4°/ Montrer que fest une bijection de R sur ]-1,1{. Expliciter 7.
5°/a) Ecrire une équation de la tangente (T) a C;au point O.
b) Etudier la position de C,et (T).
6°/ Tracer dans un méme repére orthonormé (0,i,)), les courbes Cs

et C' =E

A) Soit :R—>R : xt»e’ —x-1.
1°/ Etudier les variations de 4 .

2°/ En déduire que Vxe R, e* 2x+1.

e' -1
B) Soit g:R, > R : x>3 5. 02* six>0
g(0)=1

1°/ Prouver que g est continue sur R, .
2°/ Prouver que Vx>0, e < g(x).
3°/a) Calculer pour tout x>0, g'(x).
b) Prouver que Vx>0, g'(x)<—e>*.
4°/a) Calculer lim g(x).
Xorhoo
b) Former le tableau de variations de g .

5°/ Montrer que g est une bijection de R.. sur un intervalle J que I’on
précisera.

———

_._]
Soit f:R—>R : x k% €” si x>0
In(l-x) si x<0

1°/ Montrer que D;=R..
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2°/ Montrer que f est continue en 0.
3°/a) Etudier la dérivabilité de fen 0.
b) Interpréter géométriquement le résultat.
4°/a) Montrer que D : y = x—1est une asymptote & Cyau voisinage de +wo
b) Calculer lim S . Interpréter. -
x=>—n X
5°/a) Etudier les variations de f.

b) Tracer C,dans un plan rapporté & un repére orthonormé (0,7, /).

Exercice 6': -

-1

2
Ry

e .
Soitf: R—>R: x+s{— si x#0
X
0 si x=0

1°/ Montrer que fest continue sur R.
2°/ Montrer que f'est dérivable sur R!
3°/ Etudier les variations de fet tracer sa courbe représentative (B)

dans un repére orthonormé (O,i, /).
-1

4/ Soit F: [1,+o[>R: xk—>%e~‘2 .

a) Montrer en utilisant le théoréme des accroissements finis que :
Viz1: f(x+)<F(x+1)-Fx)< f(x) (%),

b) Soit la suite (U,), .- définie par: U, =—]—Zf(k).
mea

-1 ~i

(-l e -
o * € —e e’ +e .
Utiliser (* ) pour montrer que : VneN | ————— < U, s ————
2n

En déduire que (U,) est convergente.

-
neN

Exercice 7;

e.)(

Soit f:[0,1j>R: x> .
x+2

1°/a) Etudier les variations de f.
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b) Prouver que Vxe[0,1] ona: %sf'(x)sé.

2°/ Montrer que I’équation f(x)=xadmet dans [0,1]une seule

solution notée a.
1

2
Un+l = f(Un)

3°/ Soit la suite (U, ),y définie par : Yo =

S<1.

a) Prouver que VneN, 0<U

b) Démontrer que VrneN,

2
U,,+1—a|S:|U,,—a|.
J

¢) Montrer que (U,,) est convergente vers a .

d) Trouver le plus petit entier n, tel que Vn>n,, [U, -a|<107.

Exercice 8 :

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
.

On considére la fonction f, définie sur R par: f, (x)=1 +n—':-l—eﬁ .
1°/a) Etudier les variations de f,, . ‘

b) Montrer que £, admet un maximum strictement positif que I’on
calculera.
2°/a) Montrer que la courbe (B,) représentant f, admet une asymptote
oblique A, dont précisera une équation. ’ |

b) Tracer (6,).
3°/ Démontrer que sur I’intervalle ]—o0,0[, I'équation £, (x)=0admet
une racine unique que l’bn notera x,, . |
x —1

B) 1°/ Soit x>1let p(x )= 2

X

).

+ In(
cox +l

Etudier le signe de ¢(x) pour tout réel x>1.
2°/a) Montrer que f, (—2) <0(on pourra introduire ¢ ).

b) Montrer alors que x, >-2.
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3°/ Soit x>0et y(x)= 2x +1 + In( al )
2x (x +1) x +1

a) Etudier le signe de w(x).

n

b) Prouver que f,(2n In( )= 2n1(//(n).

n+l" n+

n

+1)'

b) En déduire que la suite de terme général x, admet une limite

4°/a) Montrer alors que x, <2n In(
n

finie que I’on calculera.

Soit » un entier naturel non nul.

-1
Soit la fonction £, définie par: Vx>0, f,(x)=xe™ et £,(0)=0.
1°/ Etudier les variations de f, .

2

2°/a) Montrer que V>0, 0<e™ —(l—t)s%.

1
wm’x

b) En déduire que Vx>0, 0 Sf,,(x)—(x-l) <
n

. . . 1
3°/a) Montrer que la droite D, d’équation y = x—— est une asymptote
n

oblique a la courbe (8,) représentative de £, .
b) Préciser la position de (B,) et D, .
c) Tracer (B)).
4°/a) Montrer que I’équation (%) : f, (x)=1 a une seule solution

a,dans ]0,+oof .

. 1
b) Montrer que ¢, est une solution de I’équation x Inx =—.
n

5°/a) Montrer que (2,),; €st une suite décroissante.
b) Montrer que (2,,),,, est convergente vers un réel que I’on

calculera.
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Exercice 10

: 2 3
A) 1°/ Prouver que Vi =0, 0sl—t+%~e" s%.
— _[_—
2°/ En déduire lim —¢_=" |
1—0" I
-
3°/Soitg: R > R: ¢t st1>0

1 sit=0
a) Montrer que g est continue, dérivable sur R. .
b) Prouver que V¢ >0, 1+¢<¢e’, en déduire le signe de g'(¢).
¢) Etudier ainsi les variations de g et tracer sa courbe (B,)
représentative dans un repére orthonormé (0,7, /).

l(e_x —e ) six>0
B) Soit f0,+x[> R x><x

1 six=0
1°/ Prouver que fest continue sur R, .
2°/a) Prouver que Vx>0, f(x)=2g(2x)-g(x).
b) En déduire que fest dérivable sur R, .
¢) Ecrire une équation de la tangente (T) a la courbe (B;) au point

d’abscisse x, =0.

-2

e

3°/a) Montrer que Vx>0, f'(x)= 2‘ Cx+1-(x+De")
X

b) En utilisant A) 3°/ b), prouver que Vx >0, f'(x)<0.

4°/ Etudier f et tracer (C ) dans un repére orthonormé.

Exercice 11 :

Soit/:R—>R:x —In(l+e™).
1°/ Etudier les variations de f .

2°/a) Montrer que la courbe (C) de fadmet une asymptote oblique A.

b) Etudier la position der(C Jet A.
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¢) Tracer (C) dans un repére orthonormé (0,7, ).

3°/ Montrer que f est une bijection de R sur R’ et expliciter sa
réciproque.
4°/ Soit aeR’, M et N deux points de (C ) d’abscisses respectives —a

eta.
a) Montrer que la droite (MN) garde une direction fixe que 1’on
précisera.

b) Montrer que les tangentes a (C ) en M et N se coupent sur I’axe

des ordonnées.
2

B) 1°/ Montrer que V=0, ¢ —%sln(l +1)<t.

e—2 X

2°/ En déduire que Vxe R, e - 2' <f(xy<e™.

3°/ Soit la suite (U,,),,5; définie par : U, =1 Letvnz ,
[

1
Un+l = Un (1 +—)

en+]

a) Prouver que vn>1,U, >0.

b) Prouver que (U,) est une suite croissante.

4°/a) Prouver que YneN", In(U, )= Zf (p).
p=l

n n
. 1 1
b) Calculer en fonction de » les deux sommes E — et E —_
4 2p
p=1 € p=1 €
5°/a) Montrer que (U,),,, est une suite convergente. Soit / sa limite.

b) Prouver que __2211_5 In/ s—l——.
2 -1 e—1

Exercice 12+

A)1° Soitu: R, »>R: x—>e"—x-1.

Etudier les variations de . En déduire que Vx>0, e" 2x+1.
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2°/ Montrer que Vx>0, Inx <x —1.(On étudiera une fonction
convenablement choisie).

3°/ En déduire que Vx>0, e" —Inx 22.

X
=T i 0
B) Soity la fonction définie par : oex) e’ —Inx #orz

»(0)=0
1°/ Montrer que D, = R. .
2°/ Montrer que ¢ est continue, dérivable sur R, .
3°/Soith: R, > R: x> e*(1-x)-Logx +1
a) Etudier les variations de /4 .
b) Montrer qu’il existe un seul réel & >0 solution de I’équation :
(E): h(x)=0. Vérifierque l<a <2.
¢) En déduire le signe de A(x).

4°/ Etudier ainsi les variations de ¢.

Exercice 13 : l

Soient f(x)=x’e* et g(x)=(ax® +bx+c)e™.
1°/ Déterminer a, b et ¢ pour que g soit une primitive de f.
2°/ En déduire la primitive F de f qui s'annule en 0.

Exercice 14 ; :I

e’ -2
e’ +1

1°/ Montrer qu'il existe deux réelsa et b tels que YxeR,ona:

Soit f la fonction définie sur R par: f(x)=

X

FG)= a2

e’ +1

2°/ Calculer ainsi lintégrale [ = J:nzf (x )dx.

»Exerci'iéé 15: -l

Soit F définie sur R, par: F(x) = £ﬁ.e" dr

( on ne demande pas le calcul de F(x) )
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1°/ Montrer que F est dérivable sur R, et calculer F'(x).
2°/ Etudier le sens de variations de F.

3°/ a) Montrer que V¢ 20, «/?sz+%.
b) Calculer a I'aide d'une intégration par parties : £(t +%).e""dt

¢) En déduire que Vx>0, ona : F(x)sg.

Exercice 16 :

_x

" —¢
2

ds
2_1'

1°/Prouver que fest définie sur R .

Soit la fonction f(x)=

0 ¢

2°/a) Prouver que fest dérivable sur R .
b) Calculer pour chaque xR, f'(x).

3°/ En déduire f(x).
d¢
21

1
4°/ Calculer jo

[_Iﬂxercicg 17

1°/ En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

vxeR, |e" -1 ‘£|x|e|x|.

d¢
24l

2°/ Soi I T et o= [
Soit xe] 2,2[e o(x) J.o

a) Montrer que ¢ est dérivable sur ]—% , %[ et calculer ¢'(x).

b) En déduire ¢(x).
e[X
2 +1
a) Montrer que F est définie sur R et calculer F(0).

de.

1
3°/ Soit xeR, F(x)= J’I

b) Montrer que Vxe[-1,17,

F(x)—%

$lx \ e In2.

¢) En déduire que F est continue en 0.



Fonction exponentielle *265 ¢ 4*™ Maths

Exercice 18 :

Soit la fonction f'définie sur R par: f(x)=|x-1.e*.

1°/ Etudier la dérivabilité de fen x, = 1 . Interpréter graphiquement. -
2°/ Etudier les variations de fet tracer sa courbe (C) dans un plan
rapporté a un repére orthonormé (0,7 , j ).

3°/ Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (C), I'axe des
abscisses et les droites : x =0etx=2.

Exercice 19 : J

Soit la fonction f définie sur R, par: f(x)= eV 4.

1°/a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter.
b) Etudier les variations de f.
2°/ Tracer la courbe (C) de f'dans un plan rapporté a un repere

orthonormé (0,7, ).
3°/a) Montrer que f est une bijection de R, sur un intervalle J que
I’on précisera.
On note g=f". Tracer la courbe (C’) de g dans le méme repére
(0,1, /).

b) Montrer que Vxe[2,+»[, g(x)=In*(x —1).

4°/a) Calculer a ’aide de deux intégrations par parties 1’intégrale
J= e+l d
= |, @z

b) Que représente géométriquement J ?
5°/ Soit A P’aire de la partie du plan limitée par (C), I’axe des
abscisses et les droites x=0 et x=1.

a) Montrerque A+1J =e+1.

b) En déduire A.
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SOLUTIONS

Solution 1 : i

2x
e ~1
Zx_l 2'—2
a) lim =lim X
=0 g5 -1 x50 ¥ -]
x
2x X _
e tim28 =1 gim28 o022 (X=2x)
x—0 2x X0
x 2x _
e im<=loi gon 1imE——1o2
=0 x x>0 g% ]
e.\‘ X
oo (52 x(5-2)
b) lim = lim X 2 = lim —% i
x>+ X+ X—>+o0 (] + _) X+ 1 + 2
x
e Jiml+—=1
X—>+00 X
X X 2
: 2 3
e lim —= lim = lim|—
X—>+o0 x"' X—>+00 x"' X —>+00; X
X x 2
= lim (=) =40 (X=F) don lim 22 — 4o
X+ 2X 2 x>+ x+4
i
i - X
—_ X —
¢) lim x(er ~1)= fim $- = fim £ =
X+ x>t 1 X-0 X
X

X
L3 . 3x2 g 3,343
d) lim x*¢™2 = lim x’¢%e? = lim &’x’(e3)°
X=>—00 X—>—n X—>-0

X
= lim e*(xe?)* = lim 2(3XeX)’ =0
X—>—0 X—>-m
x x
e) lim x"¢* = lim x"(e")" = lim (xe")"
X0 X=>—0 X—>—00

= lim (nXeX)" = lim n"(XeX)" =0 (X=2)
X—>—» X—>—» n
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eX + -X . e,\’ =X
lim

3 + lim 3
X—>+on (x+]) X—>+oo (x+]) X—>+0 (X+l)"
-x
o lim - = lim ™" =
X—>+0 (x + ]) X—>+o0 (x+ l)

X
x x 3
e lim = lim —e— lim (S2y} —!

X—>+D (x + ]) X—>+00 3(1 + ) X4 X (+ l)z
X

= 400

X

car lim (—)— lim

—(—)(‘-) =+ et lim i =1
—>+00 +00 400
X X X 3 X (+#)3
X
e* —-x
d’oti lim e __
X+ (x+])

g lim In@E"+0) _ . InE (1+e™))

X 2>+ x X >+

X

 bim Ine +1n(1+e )

x4 x

X
im X4 In(l+e™)

X—)+7:x

= lim 1+l In(l+e™)=1

X X—+=

h) lim In(e* +1)—x = lim In(e* (1+e™))~x

= lim In(¢” )+ In(l+e™)—x

X e

= lim x +In(l+e™)—x = lim In(1+e™")=0

X =+

i) lim i In(e” +e™ )= llm lln(e (+e™))

,\—>+arx

~ lim In(e’ )+ In(l+e™")

X =+ x

-2x
:“m]+ln(1+e ) 1

X X e —2x xe 2x

—2x
o fim PAEETD) AR
X =>4 e -X X0 X

.1 » :
¢ lim ——1,—=0 d’otr lim —In(e” +e™ )=1.

X—>+00 xe'x X =+ X
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. 1 . xIn(+Ly
) lim(+—)" = lim In(e )
X =+ x X >+
In(l+ 1)
Ona: limx In(l+—)= lim X
X —>+0 x X 2>+
x
i M X) x=1)
X0 X x
. xIn (1+5) . - . 1.
d’ou lime X ‘—‘lll’r]le’ =e =e (t=xIn(l+-))
X =>+% = x

= lim(l+l“ =lhe=1

X >+ X

k) Posons X =e*. Lorsque X —> +00, X =+
In(1+X
mn _—( )

donc lime™ In(l+e” )= lim M: lir

X +x X =y e X—>+=

1 1
InX(1+—) In(1+ —)
= lim X" _ fim X, X

Xt X - X—+n X X

X—

= lim lrl—X+iln(l+l):0+0-0=0
= X X X

. = . —— x2 el o
D lim In(xe* ' —x)=?; lim x(e* ' =)= lim
X >+x X400 . x>+ x2 —1 X

x? -1

x>+ y- ] X+ X X0 X x° =1

X R

d’od lim ln(xem~x)=lin?lnt:0 (t=xe* —x).

X =+

i
|
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Solution2: _]
2

1°/ « Montrons que Vx<[0,1], 1+x+x75e"
x2
Soit h(x)=ex——2——x—1
h est dérivable sur [0,1]et Vxe[0,1], A(x)=¢" —x—1
K est dérivable sur [0,1] et Vxe[0,1], A'(x)=e* 120

X 0 1
(%) +

N T —

h(x)

D’aprés le tableau des variations de g ,on a:

2
Vxe[0,1], A(x)>0 d’ob Vxe[0,1] , 1+x+x7Se*

2 3
e Montrons que Vx<[0,1], ¢ s1+x+i2—+xT
x2 x3
Pour cela considérons la fonction k(x)=¢* -1 _X_T_T
J

K(x)=e* -1-x—x? ; k"(x)=¢" -1-2x ; kD (x)=¢" =2

ona: e -220& e 22 x2>n2

x 0 In 2 1
k9 (x) — 0 +
k"(x) 0\ &) 3

K |0—=

M [0

d’aprés le tableau des variations de kon a :
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2 .3
Vxe[0,1], k(x)<0 d’ol Vxe[0,1],e" S1+x+—i—+7
3

2 2 .3

Conclusion : Vx<[0,1], 1+x+%—$ex £l+x+7+?.

<

2°/ @ Continuité de f a droite en 0 :

X

=1 car lim ¢ _1=1
-0t x

llm f(x)= lim L— lim
=0 ¥ —1 x50" ¢ —1

X
donc lim f(x)=1= f(0) et par suite fest continue a droite en 0.
x—=0"

o Dérivabilité de f a droite en 0 :

x
— 1 x
fn SOSO) L xmetel
x—0* X x—0* X x—0* x(e'r -1)
- lim —(e —7x—l) 1
10" x° e’ —1
x
X _ _ X _ _
Ona: limZ L . Calculons lim M
-0t X x—0" x~

2 2 3

D’aprés 1°/, vxe[0,1], 1+x+'—;—3ex s1+x+7+7—
J

x? x2 X x 1 e -1-x 1
S T B
2 3 3 2 x? 2
. 1 I 5, . .. —(e"—x- 1 .
lim-Z-—=-= d’oli lim j_vx—l):___ et par suite
-0 3 2 0" x° 2
o JG)=FO) 1
x—-0" X 2

Conclusion : fest dérivable a droite en 0 et £,(0) = —%.

3°/ g est dérivable sur [0,+w [ et Vxe [0,+],
gx)=e" —e'(x+)=-xe* <0
X 0 +00
g'(x)

gx) 10 7m—u__




Fonction exponentielle ¢ 271 ¢ 4™ Maths

donc d’apreés le tableau des variationsde g, ona: Vxe [0,+o[,
g(x)<0.

4°/ fest définie, continue et dérivable sur [0,+ o[ ;

l1-xe*  g(x)

Vxe 10 ()= E=
xe€ }0,+of, f'(x) 1) @ 1)

x 0 +00

) 3
o l—

0

X

lim f(x)= lim =0 car lim S =+4w

x>+ x—+0 g¥ ] x>+ X
x X
-1
. . y=—x+I1
¢ C radmet une demi tangente T au point x5 =0, T: 2
y x>0

k

Solution 3 ::

1°/e VxeR, e +e™* >0 d’ou e +e* #0 pour tout réel donc Dy =R

X_ -X _ —.X__ —X__ X -X _ X
. —1—f(x)=—1—e e _~e e e +e” _ A2e <0
et +e ef+e™" et +e "
d’ott VxeR, —1< f(x).
X__ X .\’_ —X_ X_ —-X — —-X
Of(x)—lze e _1=e e e —e” _ 2e <0

e +e™*

d’out VxeR, f(x)<l

e +e

Conclusion : VxeR, -1< f(x)<1.
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2°/a) e x> e* —e " est dérivable sur R comme somme de fonctions
dérivables.

® x> e" +e *est dérivable sur R comme somme de fonctions
dérivables d’ou fest dérivable sur R comme quotient de fonctions
dérivables.

2

=1=(/(x))°

(€ +e™) ~(e" =) | (ef-e)
(e" +e™)? (" +e™)?

b)Ona: —-1< f(x)<1 = 0< i (x)<l = 1-f3(x)>0
d’ot VxeR, f'(x)>0.
3°/ fest continue, dérivable sur R et Vxe R, f'(x)=1-f*(x)>0

vxeR, f'(x )

x -X 2x
e —e . e -1
U llm f(x)— lim = lim — =-1
xs-m e et xo-m et 4]
X _e—X ]_
® lim f(x)= lim = lim ——=
x40 xotm gt o™t oo 4T
X —Q0 =400

/') +

J(x) / 1

-1

4°/ e fest continue, strictement croissante sur R donc fest une

bijection de Rsur 7(R) =] -1,1].
o STHI-LI[-R xS ()=

Y
— e —
o=y e f=x< — =X &
2
e’ +e™ e’

—l=xe +x < ¥ (l-x)=x+1 & & =;C+

N =%L (x_+1)

+1

d’oilVxe]—l,l[,f_l(x):—]—ln(x ).
2 1-x

5%7a) T: y=f'(0)-x+ £(0)
or f(0)=0 et f(0)=1-f%(0)=1 d’o0 T:y=x
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b) A(x)= f(x)-x
hest dérivable sur R ; #'(x)= f'(x)-1 =1- f2(x)-1=—f}(x)<0

x 0

A (x) — —

h(x)
(+)\0\(_)

d’ou Cyest au dessus de (T) sur -, 0]
Cyest au dessous de (T) sur [0, +o [
Cycoupe (T) en un seul point O(0, 0)

6°/

Ax=1

x=-1

y=1

y=-1

e y=1 et y=-1 sont des asymptotes horizontales a C,.

. C}] est le symétrique de C; par rapport a la premiére bissectrice

y=x.

Solution 4 :

A) 1°/ h est continue, dérivable sur R .
Vxe R, H(x)=e" -1

e (=0 e'=1>x=Inl=0
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e (x)>0 <= e >1 < x >Inl=0

x| —© 0 +00

K (x) - b+

e lim A(x)= lim ¢ —x—1=+o (car lim " =0)
X—>—0 X—>—m X—>—0

X

X
o lim A(x)= lim x(*——1- 1)t (car lim <= =+)
X+ x40 X x X400 X

x |- 0 +0
7 (x) - e
h(x) +o0 \ __— +00
0

2°/ D’aprés le tableau de variations de #on a: #(R)=R. d’oti VxeR
, h(x)=0 et par conséquent Vxe R, ¢ 2 x+1.

B) 1°/ e x> e ~1 est continue sur R

e xi= x-e°* est continue sur R

d’ou g est continue sur R, (quotient de deux fonctions continues)

lim g(x)= lim <11 —1=4(0)
x->0" x>0 e=*

d’ou g est continue en x, =0.
Conclusion : g est continue sur R, .

29/ 625 _ g(x)= e - e -1 _ e (xe? )~ (" -1) _x—e' 4l —h(x)
&)= 2% 2x - 2¢ 2x
x-e xe xe xe

or Vx>0, xe** >0 et A(x)>0 d’olt Vx>0ona: e —g(x)<0.
Conclusion : Vx>0, e <g(x).

e (xe*) - (e —1)(e** +2xe™)

(xe2x)2

3°/a) Vx>0, g'(x)=
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e (14 2x)(ef —1) ¥ [xe” —(1+2x)(e" — 1)]
x2e4x x2e4x

_xex—ex+]—2xex+2x —-xet —e* +1+2x 1+2x e*(1+x)

x262.\' x7e7\ 2\‘
b) g'(x)+e” 2 1+2x ez\(1+x)
1+ 2x—ex(1 +x)+x’eP e
- 2o
_ (x+D*—e*(x+1) _(x+Dx+1=e)  —(x+1) A(x)
- o2 - 2o - w2t

or Vx>0, x+1>0 et h(x)>0 d’ol Vx>0, g'(x)<—e >

e'(1-e™™) 1-e™*

TR lim

xe X—>+0 xe

4°/a) lim g(x)= nm
xX—>+m0 X+

or lim l—e_x =1 et lim xex = 400 d’oﬁ lim g(x): 0.
X—>+00 X400 X—>+00
b)Ona: Vx>0, g'(x)<-e* <0 (car VxeR, e >0)
x|0 +00

g'(x) -

g 1

5°/ g est continue, strictement décroissante sur R. donc g est une
bijection de R, sur g(R,)=10,1].

“Solution 5 :

1/ x<0=> ~x>20 = 1-x21
d’ou In(1—-x )est définie pour x<0.
il
¢ xe* est définie pour tout x>0 d’ou D,=
-1 -1
2% e 11m  f(x) = hm xe* =0 (car lime~* = lim X =0)

x—0* X——w

e limf(x)=IlimIn(l-x)=In1=0
X 07 x—0"
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D’ou : lim f(x)= lim f(x)=0=f(0) d’ou festcontinue en x, =0.
x>0~ x-0" .

-1
- -1

3o7a) o fim LOSQ o we

= lim e* =0
x0" x—0 =07 X x—0*
. limf(x)—f(O):li ln(l x) - lim ln(1+X):_1
x—0" x —0 x 0" X X0 —X

(Soit X =-x, lorsque x tend vers 0 , X tend vers 0" )
d’ou f n’est pas dérivable en 0 eten plus £;(0)=0 et f,(0)=-1

b) Cadmet au point O(0,0) deux demi-tangentes :
=£.(0)-(x-0 0 =-
Tl:{y f4(0)-(x=0)+ f(0) :T,-{‘y X

x<0 “lx<0

- {y=ﬁ;(0>-<x—0)+f(0) LT, {y=0

x>0 xz20

4°/a) lim f(x)=+o

. x . —
e [im M: lime* =e® =1
X+ X X—>+00

-1 -1
] hm f(x) x= hm xe* —x= lim x(e* —1) on poseX=_—1
X

X=»+00
e Gl B
X—0" X ,
d’oi D : y=x-1 est une asymptote oblique 4 C;au voisinage de +m .

b)hmf%x) fim IM=%) _ gy I0020) A22)

X —>—n X —=-x X X —>-n (] _x') x
(car lim 2= _ i I
X - 1_.x t>+x f

d’ou C; admet au voisinage de —» une branche parabolique de
direction (x'Ox ). ‘

-1 -1 -1
5°a) e Vx>0, f'(x)=e* +x- (—I—)e‘—(1+ )e‘>0
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® Vx<0, f'(x)=1—<0

—-X

x |- +00
£1(x) - I +
f(x) +w\ 7 +®
0
b)

 Solution6: - J

1
1°/e La fonction x — -

. # r
est continue sur R comme composée et
X

. . . *
quotient des fonctions continues sur R .

e Continuité de fen 0 :
1 1

-— 7 I

lim £ () = lim S = fim(C—y? = lim(=3x-(—Ly.e 3¢ )}
x—0 x—0 x3 x>0 X x—0 3x2
1
= lim(-3%)* (c)-¢ )’
x~>0 3x~

e lim(-3x)’ =0
=0

1
. ~1 35243 . X3
L 4 ———— ) X = l m x = O

~1
X=—
( 3x?

; si x—>0alors X ——w)
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d’on ling) f(x)=0= £(0) et par suite fest continue en 0.

Conclusion : fest continue sur R.
1

e"2

x3

quotient des fonctions dérivables surR.
e Dérivabilité de fen 0 :
i b
- x 4x*
fx)-1©) _ lim € - lim(4——)*
X x—0 x x—=0 X

. P * r
2°/e La fonction x — est dérivable sur R’ comme composée et

lim

1
. 1 TA2 N4
= lim(—4x)* (-——=-e )" =0
Xl_r)r(l)( x)"( e ) ,

1 B

car lim——l,—~e—ﬁ = lim (Xe*)=0 et par-suite fest dérivable en 0 et
=0 4x° X—-»

f1(0)=0.
Conclusion : fest dérivable sur R . .
3°/ On remarque que fest une fonction impaire, il suffit de faire
I’étude sur [0, + oof
i
—g;e_;fx3 - 3x2e_"—2

b
Vrel0,+o [, fix)=% _e @3

x6 x()

Le signe de f'(x) est celui de 2—3x%.

x 0 2 +00

fix) |0 + D -

f(x) M
/ \ sz(\g) |

. . e N )
e lim f(x)= lim = lim —-e ¥ =0
X~>+c0 X—>+0  x° X—>+o X
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S~

4°/a) F est dérivable sur [1,+ o]
1

Vxefl,+o [, F'(x)=;]3—-e 2 = f(x)

e Soit x21 ; F est continue sur [x,x+1] et dérivable sur Jx,x+1{
donc d’apres le théoréme des accroissements finis, il existe
ce]x,x+1[ tel que:
F(x+1)—-F(x)

x+l-x
d’autre partona: x<c<x+1=> f(x+1)< f(c) < f(x) car fest

F(o)= =F(x+D-F(x) = f(c)=F(x+1)—F(x)

strictement décroissante sur {1,+o [

d’ou f(x+D<Fx+1)-F(x)< f(x)
b) Pour tout entier £ >1 on a : d’aprés (*)
S+DSFk+D)-FKk)< fk)

VneN', if(kﬂ)siF(kH)—iF(k)sif(k) ;
k=1 k=1 k=] k=l

n+)

Zf<k+1) @+ fG) e+ fn+1) = f(k)

k=1 k=2

n+l n+l

d’ou Zf(k)<ZF(k) ZF(k)<Zf(k)

n+l

Or ZF(k) ZF(k) F(n+1)+ZF(k) F(1)- ZF(k)

k=2 k=1
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Y
(N+I)2 _

—F(n+1)~F(1)="2 ¢
2
—1

n+l (n+1) —l
d’olt VneN’ Zf(k)< _Zf(k)

-1 =

« (n+1)? _ n (n+1)? -l
= vneN <Y flo= e—~—2-—e~sU,,
k=1 n . s
i
e’ —¢!
® Montrons que Vne N U, < ———~2
n
: el Y

, (1) _e!

Ona: vneN , » fli)s+—--——"—=
2 ;
=t

n (r1+l)2 -1
S0 + [l s S

k=2

-1

— VneN', Zf(k)si"—z‘—e— car f(n+1)>0

—1

= f(1>+Zf(k>< e r)

_| —l'

= }:f(k)< —Zf(k)_

k=1
-1
e"’2 +el
d’olt VneN', U, < =——"—.
2n
=i -1
(n+1)? -1 W
. " —e e’ +e

Conclusion : YyneN , —————< U
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-1

()} e 1

eOna: lim — = lim — (""" —¢)=0
n—+o 2n n—>+0 2p

-1

-1

. 7 .o
car lim " =¢% =1 et lim —=0
n—to n—+0 2n

|
" . e?—e_] N
de méme lim ————=0 d’olt lim U, =0.

n—>+w 2n N>+

Conclusion : La suite (U,) converge vers 0.

Solution

1°/a) fest définie, continue et dérivable sur [0, 1]

e (x+2)-¢€" _ e (x+1) 20
(x+2)° (xr+2)?
x_ 10 1

S +

Jx) e
/ 3

b) f'es—t dérivable sur [0,1] et Vxe[0,17,

Vxe[0,1], f'(x)=

N | e

)= (x+2) e (x+2)-2(x+2)e* (x +1)
(x+2)*
N e (x* +2x+2)
(x+2)°
donc " est strictement croissante sur [0,1] et par suite
¥xel0,1], 0<x<1=> O (X< ()
2

Py
3

AE

>0 pour tout xe[0,1]

=1 et =22
SO= et f)=<

Conclusion : Vx€[0,1], %sf’(x)sé
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2°/ g(x)= f(x)—x. Etudions les variations de g .
g est dérivable sur [0,1], Vxe[0,1], g'(x)=f"(x)~1

or Vxe[0,17, f'(x)s%: f'(x)—lS—% donc
J

Vxe[0,1], g'(x)<0.
g est continue et strictement décroissante sur [0, | Jdonc g est une

‘o

bijection de [0,1] sur g([0,1])=[g(1),g0)]={ ,%] d’ou 0 admet

3
un seul antécédent a<[0,1] parg.

Conclusion : L’équation f(x)=xadmet une seule solution a€[0,1].
3°/a) Montrons par récurrence que Vne N, 0<U, <1

e pour n=0, U0=%:> 0<U, <l

e supposons que pour un entier donné n, 0< U, <1 et montrons que

0<U,,<l. Ona:0<U,<1 = f(0)<f(U,)< f(1) carfest

n+l

strictement croissante sur [0,1].
1 -
fO)=2>0 et f(U,)=U,, et f(1)=—§-<1 dou 0<U,,, <1.
Conclusion : YneN, 0<U, 1.
f est dérivablesur [0,1 ]
\ 2
flx)|s=
3
vneN,U,e[0,1]et ac[0,1]

b) {vxe[0,1],

donc d’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finis :

wneN, [f(U,)- f(a) si—tu,, ~ 4|

or f(Un):Un+l et f(a):a = ‘U/1+1 *CJIS%[U” —a1
J
2
c)Ona: |U —d SEiUO -4

2
\Uz—als—i—\Ul -a|§(§)zluo—a|
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Uy =< 2[U, ~a <) |U, - d
S 3

2
On constate alors que pour neN , |U, —d|< (3)”on ~d|
Montrons ce résultat par récurrence :
2.0
e pour n=0, [UO —a‘s(:) [Uo —a‘
2

n

® supposons que pour un entier # donné ,
pPp

—al et

montrons que [U,,,, —

2
‘S (g)”H‘UO _ a‘
2 2.2 2
Ona: |u,, —a's;’Un —a<(EXS)'|[Ug—d (5™ |Uy -4
3°3 3
D’ou vneN, |U, —a[s(—z—)”[Uo—af et comme —l<§<l alors
lim (4) "lUp —a|=0 ce qui prouve que lim U,
n—>+o >+

d)Ona: vneN, !U,, —a[S(T)"[UO —a[ S(—:)"
3 3

car fUO—af:‘-;——a

<1 (a<[0,1])donc il suffit de trouver le plus petit
. 2 i -3
entier n, tel que Yn 2 n,, (E) <10™

R . 2 N
Gy <107 = ln(%)" <In(107)= nIn(2)<In(107)
I

o 1> 09D ) <0) doi O—E('”(lg )} 1=18.
In) 3 in()

Solation 8 -

A) 1°/ a) Pour tout entier n>2, f, est définie, continue et dérivable

surR .

X
VxeR, f,(x)——l——le"
n+l &
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g e G

X

f,;(x)20©——]—z—e"<;> n_senes In( 1
n+l

b n
)2~ n In >x
n+1

n n+l n+1 n
x |- X, 0 In 0 +00
n+l
£,(%) + 0 -
fn(x) /0/ M”\O\
—00 —Q0
X ,\‘
] 11m f,,(x)— hm l+—Xten =~w car lim e” =0
X—»—00 n+1 X0
X
N x
L] 11m = lim 1+ ———e" = lim |+ (——~")=—0
fn(X) —1>Tm n+1l € x>0 n( +1 i)
n
:V_
" X
car fim Z=4o0 et lim S = lim =40 (X=2)
X=>+0 1 X-3+0D i X>+0 X n
n

b) D’aprés le tableau des variations de f,, M, =f (n ln(——’z'l)) est
n+

un maximum de f,.

n

fmnly =1+ e
n+l n+l1 n+l
Y SO U S B .
n+l n+l" n+l n+l n+l n+l
n
= +1n
+1'n n+1))

Montrons que Vnz2, ]—+ln—£—1>0.Soit h(x)=—1—+ln

n n+ X x +1
h'(x)=*L2+ L. 5 L
x? x(x+D) x“(x+1)
x__12 400
h'_{\_r) .

h(x) \

0
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d’apres le tableau des variations de A, Vx e[2,+ o[, A(x)>0

1 .
ol Vn22, —+In——>0 et par suite f (n In( i

N>0. .
n n+1 n+1

X

2°/a)Ona: lim f,(x)-( +L) = lim —e¢” =0 donc la droite
X—>—o0 n+1

X—=>—m

1 . R . . -

D,:y= 1x+ 1 est une asymptote oblique a G, au voisinage de —w .
n+

b)On a D, :y=%x+l est une asymptote oblique aC, au

voisinage de —w

%
PELCONNT N S

lim —
X—>+m X x40 X 3 X
donc la droite (yy')est une direction asymptotique a4 C, au voisinage

de +w

Le maximum de f,est f,(2 ln(%)) = % + %ln %

-
L

3°/a) f,est continue et strictement croissante sur

] =0, n In ] donc f, réalise une bijection de
] —o , 7 In—"— Jsur] o ,f,(nh—"— )
n+1 n+1
Orf, (nln ! )>0
n+1

donc 0 admet un seul antécédent x, € ] —o0 , nln ] par f,.
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Montrons que I’équation £, (x) =0 n’admet pas de solution sur

[ nln , 0.

n+1
n n
Onapourtout xe[ nln—— , 0 [, nin(—)<x <0 =
n+l1 n+l

n
n+l

J2 @) <f,(x)<f,(n In(

)) car f, est strictement décroissante sur

[ h—2— , 0 ].0r £,(0)=0 donc f,(x)>0.
n+l

Conclusion : L’équation f,(x)=0 admet une seule solution x, dans
J-,0[.
B) 1°/ ¢ est dérivable sur J1,+o[ et Vxe ]l,+o[,0na:
R T e

xt x =1 x*(x*-1

X 1 +o0
@'(x) +

d’aprés le tableau des variations de ¢, ona: Vx>1, #(x)<0.

-2

2°/a) f,-2)=221 e
n+l
- -1 =
Ona:Vn22,¢J(n)<0::>-2~+ InZ 1<0:3 nZ <——2—
n n+l n+l n
;2 t 2
=1 e P _en <0 = f,(-2)<0.
n+l n+1
b) On a d’aprés le tableau des variations de f,,
x L X, 0 +00
fn(x)l - b + b -

& x<x, etcomme f,(-2)<0 donc -2<x,.

{fn (x)<0

x<0






