Chapitre XI
Equations de droites et de plans
Equation d'une sphere

B Equations paramétriques et équations cartésiennes d’une droite:
* Une droite est déterminée par la donnée de deux points
ou un point et un vecteur directeur.

5 - = = 3 =+ a
* Soit (O cleTs kj un repere, u [b] 1§ A(XU,YO,ZO)
CJ

M(x, y,Z)EA[A,_L’l] mm:az

X=0a + Xo ) . . :
a:{y= ab +yo; ae IR ; c’est une représentation paramétrique de la droite A,
Z =0 + 20

ou encore les équations paramétriques de A.
* Remarques:
Si on a une représentation paramétrique d’une droite on peut avoir un vecteur

directeur et un point .

X=2a+]
Exemples: Axy=30-5 ;aelR
z=6a+3

axif 2
On aalors u %) est un vecteur de Aet A(1,-5,3) est un point de A
. \

2) D’apres la premicre €quation du systéme, on trouve o = %x—% les deux

. “2y-13=
autres équations deviennent {y =277 > soit {333; _23 N %)3 -

z=3x -3+3

ce systeme est appelé les équations cartésiennes de A.

ax+by+cz+d=0 ; ! . ,
mA: est une représentation cartésienne de la droite

la'x+by+c'z+d=0
A s1 seulement si ab’-a’b# 0 ou ac’-a’c #0 ou be’-b’c#0.
Si et seulement si a, b, ¢ et a' b’ ¢' ne sont pas proportionnels

X+y+z=0

I’une
Xt 7-1=0 O0 pose

Exemple: si A a pour représentation cartésienne {
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des inconnues X ou y ou z par ¢, on retrouve la représentation paramétrique :

X=0
Si on pose X =0.le systéme devient { y = g, - (]- ) soit {}}E;(}l (@eIR)
z=1-0,

z=1-q

B Equations paramétriques d’un plan
* Un plan est déterminé par la donnée de 3 points non alignés ou 1 point et 2

vecteurs non colinéaires.
* P est le plan passant par A(xo,yo,zﬂ) et deux vecteurs non colinéaires

= a >(a'
: [bJ 4 [b;].
C c
X=0a + Pa“+xo

——t h -
M (x,y,z2)eP<>AM=0u +p vd'ou P y=ab + Bb+yo (a,B)e IR?
z=0.c + fc'+2zo

C’est une représentation paramétrique du plan.

B Equation cartésienne du plan P :
P:ax +by+cz+d=0avec (a,b,c) g (0,0,0).
* Remarques :
1)Pour passer de 1’équation cartésienne a une représentation paramétrique, il
suffit de poser x =a ety = et en remplacer dans 1’équation de plan pour
avoir le systeme,
2) Pour passer du paramétriques au cartésienne on choisit deux équations pour
avoir aet le Pet on remplace dans la troisiéme, on obtient une équation
cartésienne.
M Vecteur d’un plan:

o

—»

u | P | estun vecteur du plan Pr:ax +by+cz+d=0

Y
Si et seulement si ao +bf +cy=0.
B Positions de deux plans:

- - - =
P[A,u,vj, P‘(B,u‘,v']

- Si II et :»: sont deux vecteurs de P’ alors P // P’.
Side plus AP’ alorsP =P’
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- Sil’un des vecteurs u ou v n’est pas un vecteurs de P’ alors P est sécant a P’

M Positions droites et plans:
- - =
D[A, il |5 P(B,v,w}

.m.}
- D // P si et seulement si uest un vecteur de P si de plus AeP

alors DcP.
—¥
- D et P sont sécants si et seulement si u n’est pas un vecteur de P

m Orthogonalité ~ distance d’un point 4 un point :

= Un vecteur non nul est dit normal d’un plan P s’il est orthogonal a tous les
vecteurs de P. Si (U; V) est une base de P etn un vecteurs normal de P alors
nluetnly

" Une droite D est orthogonal a P si et seulement si W le vecteur directeurs de

D est colinéaire au vecteurs normal de P.
®a, b, c et d quatre réels données, I’ensemble des points M(x, y , z) vérifiant

ax + by + cz + d =0 avec (a, b, ¢)# (0, 0, 0) est un plan de vecteurs

a
normal n| b |.

6

"P et P’ deux plans, d’équations respectives

+P 1 P'<> n.n =0 <>aa'+bb'+cc'=0.
" Dans un repére orthonormé, P le plan d’équation ax + by + cz +d =0
La distance d’un point A(Xa , Ya , Za) au plan P est donnée par :
ax, +by; +cz, +d
d(A,P)=| & = Az ': |
Ja +b* +c

M Intersection de deux plans :
P:ax+by+cz+d=0;P":ax+b'y+cz+d'=0

ax + by + cz + d=0eta’x+bycz+d =0 dans un repére orthonormal.

d a
n| b | vecteurnormaldeP ; n'| b' | vecteur normal de P',
C c
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P et Q sont strictement paralleles<>n =a.n' et ad'#d.
* P et Q sont paralléles <> n=a.n' < n etn' sont colinéaires.

* P et Q sont sécantes <> Pet Q non paralléles &> n etn' non colinéaires.

W Intersection droite et plan :
a o.

P:ax+by+cz+d=0; n|b | vecteur normal de P. u| B |est un vecteur
c o
directeur de la droite A qui passe par A(Xa, Ya, z,\)
*A//Pe>u.n=0¢ oa+pb+dc+0
Si de plus ax, + bys +czp +d=0alors AeP donc AcP
et siaxa + by, +czp +d#0 alors AP donc A est paralléle strictement a P.

*AcoupeP < u.n #0

SQhére :

W Définition :

Soit R un réel strictement positif, I un point de I’espace. L’ensemble des points
M de I’espace tels que :

IM = R est la sphere de centre I et de rayon R, noté : S(I, R)

® Théoréme :
Soient A et B deux points de I’espace. La sphere de diametre [AB] est
I’ensemble de points M de I’espace tels que AM.BM=0.

M Equation cartésienne d’une sphere :

Soient (O,T,}, k) un repére orthonormé , le point A(xa, Ya, za) de ’espace et r
un réel strictement positif.

La sphére S de centre A de rayon restl’ ensemble des points M(x, y, z) tel

que (X =Xa)* + (y - ya)* + (z—-24)" = 1,
c’est I’équation cartésienne de S.

b En deveioppant cette équation on obtient alors une €équation de la forme :
X+y*+zZ+ax+by+cz+d=0.
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M Positions Sphére et plan :
P:ax +by+cz+d=0etS de centre I de rayon R.

*8id(I, P) =R =SnP= {H} H est le projet¢ orthogonal de I sur P.
On dit que P est tangent a S. -

*Sid(I, P)>R =SNP =¢. On dit que P est extérieur a S.
* S1d(I, P) <R =SNP estun cercle de centre H de rayon \/Rz «d*,
On dit P et S sont sécants.

Le point H vérifie IH=on oun vecteur normal de P et HeP.
Remarque : Si d(I, P) = 0 alors SN P est le cercle de centre I et de rayon R.

B Théoréme :

I.’ensemble des points M(x, v, z) tel que x* +y* +z* +ax +by +cz+d =0 est :

* Une sphere de centre I[:ZE ;; ,——29) de rayon R=+vh

2 2 2
sth= 210 %6 sy
4
. -a b ¢ X
* Un singleton I(—,—“,——) sih=0.
2272
*Levidesth<0.
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