Le produit scalaire

I Les bases

Soit AE Le représentant d'un vecteur il. La Longueur AB est Lla norme du vecteur
ii. On la note |||

a Calcul de norme

Soit un repére orthonormé {D.i’,}lf.t les points A(4;=58), B(=5;=2).
Déterminer La norme du vecteur AB.

—

Soient 4 et U deux vecteurs non nuls. Le produit scalaire de ces deux vecteurs
est Le nombre réel défini par:

i-v=|d| x ||7]] x cos(8) o 8 = (L, 7V) (10.1)

Sifl=AE et T = AC alors L - T = AB X AC X cos(8) ol 8 = (AB,AC)

™
N
)

Le carré scalaire de U est Le produit scalaire de i par@nﬁme: U=u-u

My
| A2 = [ ABD A2
~
‘\EJ

E . T =T x 1Tl x cos(0) = [T

{f“. =

N’

(I NEI? = I170°) (10.2)
(I

[ﬂ% v|I* — 1% — TII%) (10.3)

I:'J. 5?4

d& f-!lr

|
A

7?
I+ TP =(T+T) (T+ V=0 - T+20.T+7-7

= || ZI* + 28 - ¥+ §7I° (10.4)
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~(Propriéte : calcul vectoriet} -
eSii=0ouvU=0alors@é-¥=0 (vecteur nul donc produit nul)
e VAER (Ad) - ¥=A(d-7¥) (produit par un nombre)

e U (V4+W)=uU -¥+d W (distributivité)

e U-U=7-uU (commutativite)

e Pour i et ¥ non nuls, si L'angle est « aigu » alors 4 - U est positif et si L'angle
est « obtus » alors i - ¥ est négatif  (signe)

, —
Solent U ( i ) et U ( :, ) dans un repére orthonormé (0,1,7) alors

L-v=zz' +yv (10.5)

[er
= 77 D'aprés 77

2690 < o= 2 _ ;R — (TR -
A=21.T = | + TI? = IT|* — [|T]|* donc avec T+ T =l

A=(z4+ 2V 4 (v+ vy — (=" + %) — (22
=n:’+z"+2m‘+v’+u”+2w—=?\:d,—=”-ﬂ“ (10.6)

= 2(zz' + uv') Q

.
~,

En effectuant Le calcul du produit scalaire aveﬁﬁ"muw « normes et angle »
et avec La formule € coordonnées », il est po de déterminer un angle de
triangle.

P

a Soient A(—2;3), B(1;1) et C(0; —1). Déié‘.,{niner L'angle BAC.

i, =]
Solt un vecteur AE et A' et B' Les praje ns
orthogonales de A et B sur (d).
La projection orthogonale du vétiqr =
AB sur (d) est le vecteur T = A'B. - BEII}
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Si U; est La pru}m:tinn url:hogunale de ¥ sur une druite de direction 73
U-T=U-v (=[] x ||w]]| ou = =|[&|| x |[@5]]) (10.7)

2 77
E Cette démonstration se rapproche de La projection de vecteur en physigue.

ler cas: 2eme cas;

H T A i

On constate que a = w7 — O, donc
cosfl = —coso.
T-¥ = ")l x IFlcosa = —||T]|| =

T-U =T x I1T]| cosa = [T x [Tl IT] cosga
T-T = || %l = 1Tl coso = [T = (|15 e = —||u|| = |57
-1 = [[g)| = ol cosm = —||@l = 1=

B Calculs Dans chacun des cas suivants, choisir L' expreaglgg\La plus adaptée pour
calculer Le produit scalaire AE - AC.
& &.;J

r;?

""CEN‘
Do,

A J
A
- o =
O\
Pl xe T,
c 4 .-

Deux vecteurs ﬁ et if’ sont dits artlhﬁnaux sid-v=0.
Onnoted L ¥ (" ;\

" —

n Vecteurs orthogonaux

2 V2 - V2 .
U= ( o et U = 143 sont-ils arthogonaux ?
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e 4 L W (non nu) uivaut a |

(@.9) = Z(n]

e si % L v alors Lle projeté de ¥ sur une droite de direction % est Le vecteur nul
o UL Y= |d+T*="|?+ I7I?
eSiA# Bet C# D alors (AB) L (CD) <> ABE-CD =0

=" '
e dans un repére orthonormé (0,7,7) avec i = ( z ) et U = ( :, )

UlV+=zz'+1/=0

% —_ U =0= %] x|V % cos(L.T).

E Alnsi cos(T,T) =0 car Les vecteurs sont non nuls. Par suite (.7 = 3|x].
Par 1?2 T T=0=7T-T;. Or T, est colintaire 4 T donc T; = 0.
Voir 77

RAD (rien & démantrer)
L'angle est droit donc Le produit scalaire est nul et réciprogquement, sl Le produit
scalalre est nul on se trouve dans L'ltem précédent.

|’q*~\‘
Dans un triangle quelconque ABC : —
AC? = AB? + BC? — 2 X AB X BC X cos(AEC)Q

g -

AC' = AC" = (@‘q;a?}?

= AB? + BC™4-2 A8 . BC
= AB® 4+ BC° — 2 BA- BC
£/~
p ™

a
b )
ils ont des normes égales.. ;

Soit & =

o L N
5 ax(—b)+axb=0doncd =0

Tl = /(=) + o = /o + 87 = [|T||
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II Mesurer

Soit & une droite de vecteur directeur E. On appelle vecteur normal a % tout
vecteur 7L non nul orthogonal 4 4

— Une droite d'équation 2 d'équation az + by +c = 0 (dans un repére
orthonormal) admet comme vecteur normal :

7(5)

— La droite £ passant par A et de vecteur normal 7 admet comme eéquation :

AM-fi=0
|@ — La droite d'équation az + by +c=0 admet T ( ? ) comme vecteur directeur
donc un vecteur normal 3 T qui est i ( ) N\r
— Soit 5 tel AB = Al
que i, Alors: l:"‘\

AN - =0 == m . ﬁ =0 E
<= AN = 0 ou les droites(AM) et (AB) @emendlcumirﬁ .
<> M = A ou M appartient & La droite % perpendiculaire 3 (AB) passant par A.

’\‘\‘I‘ .
B Droite et vecteur normal Q

a. Déterminer un vecteur narmal de La droite d’E‘ﬂuatian —5z43y—1=0.
b. Déterminer une équation de La droite passant pa?"A(E —1) et de vecteur normal

-3
i=(3) P
y L
| Q\
B recherche de droites
5 A Dans un repére orthonormé (O,7,7) du plan,
a on gcnsidére le cercle ¥ de centre K(2;1.5)
passant_par Les point A(3;4,5), B(3; —1,5) et
C, ctﬁm 5).
K Déterminer une équation cartésienne des
i ’ _Lﬂ'rﬁ'it‘es suivantes :
-~ . ‘a. La hauteur du triangle ABC issue du
-2 —11 0, .yﬁ 6 - point B.
-l B b. La médiatrice du segment [BC].

Cc. La tangente en A au cercle ¥.
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Snlt A et B deux pnlnts du pl.an L'ensembLe des points M du plan vérifiant
MA - ME = 0 est Le cercle de diamétre [AB]

— SiM=Aou B alors MA- MB =0

— Supposons M distant de A et B.
M appartient au cercle de diamétre AB] Si et seulement %i Le trianale ANMEB est
rectangle en A4 si et seulement si MA et ME sant orthogonaux si et seulement si
MA-MBE=0

'unatin du cercle de centre Su:ﬁ} et de rayon R est:
(z—a)+@w=0)7° =R
qu'on peut écrire
4+ ey  —2arx—2By=couc= R —a®—pF?

.

o

-
2 Un point Mz, v) appartient au cercle ¥ de centre w{a{ﬁ}*de rayon R si et seulement

si M? = R? si et seulement si (z—o)* +(v—0P = Q_a_,
= u

-
Kd cquation de cercle l\*’:'“

a. Déterminer L'équation de % cercle de centre 2(3}=4) et de rayon 7.
b. Déterminer L'équation de ¢ cercle de diamétre &;ﬂl avec A(4; —=5) et B(—6; 8).
c. Déterminer L'équation de ¥ cercle de centre

A(2; 1). &

e

{-—12; 3) passant par le point

B Reconnaissance Les ensembles définis parjles _equations ci-dessous sont-ils des
cercles 7 Si oui en donner Les caractéristiques. _;

a4y —4z+50—-10=20. \:?“.]
b. 2 + y° — 5 + 6y = —40.

Soit a et b deux réels quelconques : \Y
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin{a)sin(b)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) n(a) sin(b)
sin{a + b) = sin(a) cos(b) 4 cos(a) sin(b)
sin{a — b) = sin{a) cos(b) — cos(a) sin(b)
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S r's
E Solent deux points du cercle trigonométrigue B(b)
Afcos(a):sin{a)) et Blcos(b): sin{b)).

Et BUE}E coordonneées :
GA - OF = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
Ainsi

cos{a—b) = cos(a) cos(b)+sin(a) sin(b) (10.8) L3

& cos(a+0) = cos(a) cos(b) —sin{a) sin{k) s’obtient en reprenant 77 et en rempla-
cant b par —b et en utilisant cos(—zx) = cos(x) et sin{—x) = —sin(z).

& En utilisant sin(z) = cos (3 — ) et cos(z) = sin (3 — z). on calcule sin{a + b).
En effet sinfa+b) = cos (2 — (a +8)) =cos([Z —a] —8) =cos (2 —a) cosb+
sin (2 — a) sin(b)

# Enfin sinfa — b) = sin(a) cos(b) — cos{a) sin(b) s'obtient en remplacant b par —b&

et en utilisant cos{—=zx) = cos(zx) et sin(—x) = —sin(x).
| |
Soit @ un réel quelconque, on a:
sin(2a) = 2sin(a) cos{a; cos(2a) = ﬁhf(a};- 1
cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) cos(2a) T-L\- sin“(a)
; o=
E Il suffit de remplacer b par a dans Les formules de cos &) et sin{a + b).
| |

.

Le produit scalaire CD')
AC - AB

est égal a Ll'aire du rectangle

ADEH.

Le produit scalaire avec L'angle: S Ala
E-E:DAxoﬂxr_ﬂs{b—n) by
OA OB=1x1 x cos(b—a) b a

® O04A. OB =cos(b —a) = cos{a —b) L
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E AC - AB = AH x AB = AH x AD

i 2 2 o P e
ATl _E(AB +AC} 4BC

AB? + AC? = (Al + IB)” + (Al + IE)’
= AB*+AC?=AP +18°+ 23] -TE+ AP +1c? 4+ 23] - JE
AB? + AC? = 2AFF + 2187

Cette distance d (La plus courte entre Le point
et La droite) est représentée par MH (penser a
Pythagore, La hauteur est plus courte que L'hypo-
thénuse)

m-ﬁ=(m+m)~ﬁ

HA et 7l sont orthogonaux ; MH et 7 sont (ici) de sens
oOpposes

MA.fil=MH-7fl=—MH x |[7||

N
au final Q
O

d= MH 'M{'ﬁl
AT
L=
O\
N
SN
|.f "‘N‘
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Barpd du cours
ik ,

Définition

1) On appelle produit scalaire de u et v et on note u . v le réel défini par

=

e uU.v=0siu=00uv=0

e 1.3=0A.0Havecii=0Aet=0B

et H le projeté orthogonale de B sur (OA)

@]
H

2) @.5=0A.0B=0A.0OB.cosAOBsi = 0ou® =0

Eroprietés algebriguies

Soit_ it , Vet W sont trois vecteurs , et soit @ etfS deux réels

=4
o
=L
|
=
o
Il
=0
<4
+
=h
z

(au)(Bv)=af (u.V)

I+ D112 = I® + 18112 + 2 llall - 1]

Il = BII2 = lall® + 13112 - 2 1l . 12l

(- 7). (u+ )= llull® - 15]|* = u* - 92 .5 < llzll . 15
|w.?| = ||u]|. ||#]] <= uetv sont colinéaires

Theorene dela mediane A
[ le milieu de [BC] on a pour tout point A du plan :

. ABE.—,a\c2=?.mz+37f:Z

s AB’-AC’=2BC.1A=2BC.TH
Avec H le projeté orthogonale de A sur (BC) B

H |

Praoriete : Pour tout point A B etC ona _A_Bi_= ( AC+CB )

ABE=(3+E'TB‘]2=AC2+CBE—2R'.JC?B

On obtient alors AB 2= AC >+ CB*- 2 AC . CB .cos ACB formule d’EL kashi
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Prapriétss analytigues : dans un repére orthonormé ( O , 7, J') on considére u (;) et v (;) ona :

U.P=xx+yy

l[ill= y/x2 + y?

-

ulv & xx’+yy =0

0 est orthogonal a tout vecteur

La distance d’un point A{ Xg, vy ) a une

|a xg+byy+c|

est le réel N

droite A d’équation ax + by +c¢ =0

Rétlexes :

T

Beflexes

Calculer le produit scalaire de deux
vecteurs AB.AC

a) On utilise ":1:9” ||R'|| cos BAC

b) On utilise AB . AH avec H projeté orthogonale
de ¢ sur (AB)

c) E.R’=xx’+yy’

d) On utilise la relation de chasles et les propriétes
du produit scalaire

Démontrer 1’orthogonalite de deux
vecteurs

On démontre que leur produit scalaire est nul

Calculer une distance AB

a) On écrit AB? =AB.AB
b) Théoréme de la médiane

Calculer un angle BAC

‘On applique la formule :
AB .AC =AB.AC.cos BAC
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Chapitre I
Produit scalaire dans le plan

B Définitions

- - R s ¥
1) On appelle produit scalaire de u et v etonnoteu.v le réel défini par

- = - - - =
* u.v=0si

*u . v = OA.OH avec u :_OE, \%

et H le projeté orthogonal de B sur (OA)
2)3 v =OA .OB=0A .OB cos AOCsi : # 0 eta # 6

- = - = e
etu.v=0 si v=0ouu=0
| Propriétés Algébriques

- =

Soit u, vet w sont trois vecteurs, les réels a et f Soit

v=0ouu=0.

= OB

- = = =

u.v=v.u -

- -
u.u={u

e

M(

ol

- —
u.v

e - [=> — »

au |.|Ppvi=aBlu.v =0 ul
—_ -—>2 —>2 ~+2 - — ¥ —)2 —>2 ———>2 - ~3
u+ vj| =l ull +vil +2ul.|lv u—vlt ={ull +{lvil —2ufl.|lv
- = - = _}] —;2 a2 52 IT7T %7 T7 N7
GAG[ [ | =

"ﬂf-{}i: "G"X“V“ ¢ U etV sontcolineaires

B Théoréme de la médiane:

I le milieu de [BC] on a pour tout point A du plan :
2

2

* AB2 + AC2 =2AF +

L

* AB* - AC> = 2BC.IA = 2BC..H
avec H le projeté orthogonal de A sur (BC)
IPrODriété : Pour tout point A, B,Cona: E=(E+C§)

ST

:}
-
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On obtient alors |AB? = AC? +CB?-2AC.BC cos ACB| Formule d’El Kaschi

W Propriétés analytiques : Dans un repére orthonormal (0, T, _;J on

caa XL X
considere ui®jlev \*) ona:

Y Y
e A ‘ ; -
u.v=xx'+yy u =fxz+},z
- = > .
ulvexx'+yy'=0 0 est orthogonal a tout vecteur

La distance d’un point A(X, o) @ une droite A d’équation
axo + byo + cl
Ja? + b

ax+by+c=0estleréel -

Réflexes :
Situations Réflexes

a) On utilise “EHR” cosBAC

b) On utilise AB.AH avec H projeté L de C

sur (AB) (on peut projeté seulement soit sur
(AB) ol sur (AC))

c) AB.AC=xx'+ yy'
d) On utilise la relation de Chasles et les
propriétés du produit scalaire

Calculer le produit scalaire
de deux vecteurs AB.AC

Démontrer I’ orthogonalité | On démontre que leur produit scalaire est nul
de deux vecteurs

a) On écrit AB? = AB.AB
b) Mesure de la médiatrice (théoréme de la
médiane)

Calculer une distance AB

1) On applique la formule
AB.AC=AB.AC cosABC

pour calculer cos ABC

Calculer un angle BAC

12/13



Déterminer une ligne de
niveau des applications

M — MA .MB
M MA?® +MB?
Mi— MA?-MB?

transformer les expressions a I’aide de la
relation de Chasles (En faisant intervenir le
milieu [AB] et se référer aux théorémes de
cours.

Ml—)Mfi=k aveck )0
MB .

*Si k = 1 alors I’ensembile est
la médiatrice [AB]

*Si k#1alors I’ensemble est le cercle g[”l

tel que I et J sont les barycentres respectives
de {(A, ),(B, -k)} et{ (A, 1) (B, k)}.

Mo MA*+pMB?
(a+p=0)

Transformer 1’expression a I’aide de la
relation de Chasles. (En faisant intervenir G et
G' les barycentres respectives de

{(A,0); (B,B)} et {(A,a); (B,-B}
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