Chapitre 111
Limites et continuité

® Limites finies en un réel :
soit f définie sur un intervalle ouvert I sauf peut étre enadel ..
1) Définition : limf{(x)=L signifie que :

VB >0, il existe un o > 0 tel que pour tout x el
0<|x-a| < Q:>|f(X)-L|<B.

2) Théoréme : Si f admet une limite en a alors cette limite est unique.
« Notation : limf(x)=limf=L

X—a

3) Limite a droite — limite a gauche en un réel.

Limite a droite en a Limite a gauche en a
f définie sur I =[a, b[ ou Ja,b[ f définie sur I=]c,a] ou Jc,a
lim f(x) =L signifie que lim f(x) =L signifie que
VB > 0 il existe & >0 tel que VP > 0,1l existe & > 0 tel que
Vxel,0<x-a< a::>|f(x)-L|<]3 Ver,O<a-x<a:>|f(x)-L|<B

« Théoréme : |lim f{x) =lim f(x) =L < limf(x) =L

Xx—a X—a

f(x)=x+1 sixzl

« Exemples : 5-x
f(x) =

s1x<l1
b & N |

Déterminer lim f (x)?

x—1

* lim f(x) = limx +1=2

x—=1* x—1"

2

G =Tm = =t
x—=1" =" x+1 2

d’ou lirﬂ )= lini'} f(x)=2

slmmfix)=2

x—l

« conséquence : Si lim f # lim f alors limf n'existe pas.
a

x—a’ x—sa

4) Opérations sur les limites finies :
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limf | limg | limftg | limfxg | limaf Iimi

x—ra X—rd X—a X=ra Xx—ra i=ra g

L L’ L+L’ | LxL a.L %siL'#O

; o BB - -
e Remarque : si on se retrouve avec lim—=— c’est une forme indéterminée
X=a g

il faut alors simplifier I’écriture pour calculer cette limite.

5) Théoremes : 1)f(x) >0 et limf(x)=L=>L>0
2)f(x) <0 et li_t}}f(x) =L=>L<0
3)f(x) >0 et limf(x)= L= lim\/f(x) =L
m Continuité en un point x; :-ﬂ o

* Définition : soit I un intervalle centré en x,etI cD,.
f est continue en x; <> lim f(x)=f(x,).

X=2Xy

» Continue a droite et & gauche : (x,D,)

* f est continue a droite en x, <> lim f (x)=f(x,).

X=rXy,

* f est continue A gauche en x, <> lim f(x)=f(x,).

X=—+Xgy
* f est continue en x, <> f est continuea droiteeta gaucheen x,,.

W Continuité sur un intervalle :
» f est continue sur ]a ; b[ <> f est continue en tout point X, E]a,b[.

« f est continue sur [a,b[ < f est continuesur |a,b[ et a droiteen a.
« f est continue sur Ja,b]<>f estcontinuesur Ja,b[ eta gaucheenb.

W Opérations sur les fonctions continues :
*» Toute fonction polynéme est continue sur IR.

« Toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition.
* x>~/ estcontinuesur [0, +oof.

« f est continue sur I et positif —./f est continue sur L.

« f est continue sur I =»|f|est continue sur I.

» Soient f et g deux fonctions continues sur I, aeIR

Alors f+ g ; fxg; af sont continue sur L.
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Si de plus g(x):f.'{] alors£ est continue sur L.
g

M Théoréme et définition : prolongement par continuité :
f définie sur un intervalle ouvert I saufen a de [ et limf(x)=L

X=>d

Alors la fonction g définie sur I par :
{g(x) =f(x) six#a
g(a) =L
On dit que g est le prolongement par continuité en a de la fonction f.

Exemple : Déterminer g le prolongement par continuité de f.
2
*f(x)= A définie sur IR-{1}

X-
O R SOCHD i
x—+ - x=»1 x-l xl-)l (%f) xlf}x

On considére g définie sur IR par : g(x) f(x) six #let g(1)=2.
Réflexes :

Situations Réflexes

On étudie la fonction sur chaque
Comment étudier la continuité | intervalle puis on fait une étude

1 | d’une fonction définie par particuliére de la continuité aux
intervalles valeurs aux bornes des intervalles
(dans Dy)

Comment calculer une limite | * Simplifier I'expression puis

: remplacer le x par sa valeur.
si on se retrouve avec la forme .
2 1o e Si f comporte des v/

0 il faut multiplier et diviser par
I’expression conjuguée ou factoriser

¢ En remplacant le x par sa valeur

0 dans I’expression.

(dans le cas#—) e En utilise les opérations sur les
¢ limites.

Comment calculer une limite
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