Chapitre IV
Limites et comportement asymptotique

I) Limite infinie a ’infini :
m Définitions :
1) lim f(x)=+ o signifie que VA>0, il existe § > 0 tel que

Six>f alors f(x)> A.
2) lim f(x)=- 0 signifie que V¥ A >0, il existe § > 0 tel que

X—»+o0

Six>p alors f(x)<-A.

3) limf(x)=—oo signifie que VA >0, il existe B> 0 tel que
Six<-f alors f(x)<-A.

4) limf(x)=+co signifie que VA>0 il existe B> 0 tel que
Six<-B alors f(x) > A.

m Théorémes :

lim {/x-a=+oet lim/a-x=+o

X=>+00

. +00 sl nestpair
lim (x-a)" =+ o0 etlim(x-a)" ={ ;

X=>+00

~00  si nestimpair
IT) Limites finies en +co et — o0 :
m Définitions :

1) lim f(x)=L signifie que V A>0, il existe B >0 tel que x > B
alors jf(x)-Ll <A.
2) lim f(x)=L signifie que VA >0, il existe p >0 tel que x <-J

X—r-c0

alors |f(x)-L|<A .

m Théoréeme: Silimf=o alors liml:()

III) Limites infinies en un réel :
Définitions :
1) limf(x)=+ oo signifie que YV A>0, il existe B>0 tel que

0 <‘x-a|<[3 alors f(x) > A.
2) limf(x)=—o0 signifie que YV A>0, il existe B>0 tel que

X—ra
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Si0<|x-a|<p alors f(x) <-A.
3) lim f(x)=+ o signifie que VA>0, 3p>0 tel que

X=rd

810 <x*a<p algrs f(x) > A.
4) lim {(x) =+ o signifie que VA>0, Ip>0 tel que

—p =

Si0<a-x<J alors f(x) > A.
1V) Calculs de limites :

o un réel fini ot 4+ ol -0 ; Let ' sont deux réels finies.

» limite d’une somme de fonction.

{T} f(x) 14 L +00 ~00 +20
lrl_}ma g(x) +0 -00 +00 ~00 -00
Hmf(O)+e(x) | (44" | 4o -0 +00 -0 F.I

F.I : Forme indéterminée. Ce sont les cas ou I’on ne peut pas conclure

directement.

» Limite d’un produit de fonctions :

_lti_f}; f(x) 4 20 0 0
lim g(x) A o0 0 o0
13_?}; f(x)xg(x) (x o0 o0 F.I

Ce tableau a été simplifi€ pour rendre la mémorisation plus facile ; il faut

naturellement appliquer la régle de signe au résultat.

Exemple : lin‘zl f(x)= +e0 ;1irr21 g(x) = -2 alorslin% fx)xg(x)=-o

» Limitiﬁai’un quotient de fonction :

lim f(x) ( (#0 (#0 0 | o © 0
, . £=0"
limg(x) | £'%0 0 0 0 [ _ |
; ou 0
i 0 e
- l - E<
lim—) | L | restE>0 ) deos FI | EI | 2 |0
t—a g(X) 0" -0 81 £<0 | ~o0sil>0 regle de
signe
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Formes indéterminées :

Formes e s . .
v oy L Comment lever I'indétermination ? pistes
indéterminées
0 L] = - »
+00 -00 OU — Mettre en facteur I’expression « prépondérante »
oo
- - - . m
(%0 Chercher une simplification ou se ramener 8 —
0
0 G
6 Chercher une simplification
Comportant | Multiplier et diviser par I’expression conjuguée
des J_ ou factoriser.

» f(x)=a_ x"+a, x"'+..+a x+a, avec a0

lim f(x) = lim a, x"

K=t X=db0
ou ou
K=+—0 X——n

n
a,x +..taxta,

> g(x)= aveca, #0 et b, #0
ba™ . Hbxckh,
a x"'
lim g(x) = lim
. o b, x"
lim f(x) = ¢
» o = lim /f(x)=V/¢ .
f(x)>0 A%
Théorémes :

1) limf(x)=+00 =limf(x)=+w.

limf(x)=L

2) xa = lim+/f(x) =V/L.
etf(x)=0 x—a

m Les Asymptotes :

Soit f une fonction et C sa représentation graphique dans un repére du plan.
» lim f(x) =+ ou lim f(X) = -c0 ou lim f(x) = +o0 ol 11m f(x) =

x=b' x—+b'’ x=b"

On dit alors que A : x = b est une asymptote verticale a C.

» lim f(x)=a ou llm f(x)=a.On dit alors que

X=d+m

A' 1y = a est une asymptote horizontale a C au voisinage de +c ou-co.
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» limf(x) = (onremplace o par soit +co ol -00).

X=—>a0

On cherche a écrire f sous la forme : f(x) = ax + b + g (x).
Si lim g(x)=0, on déduit alors que :

X=cn)

A :y=ax+b est une asymptote au voisinage de co.

m Position { etA:

> A unedroite, A :y=ax+b:
*Sif(x)—(ax+b)= 0;alors {estaudessusdeA.

*Sif(x)—(ax+b)< 0;alors { est au dessous de A .

» Montrer que deux courbes { et {’ sont tangentes au point

d’abscisse Xg :
On détermine les équations des tangentes aux deux courbes au point
commun d’abscisse xq et on constate qu’il s’agit de la méme droite.

Remarque : En utilise souvent les théorémes et les opérations sur les
limites et rarement les définitives des limites.
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