Limite et comportement asymptotique

Rappel :

I) Limite a l'infini d'un polynome et d'une fraction rationnelle

limite d un polynome(ou fontion polynome )en + e ou en o
est celle de son terme de plus haut degré
exemple : lim (5x* —3x3 +x? -2) = lim (5x*) =+
x—=+0oo X—+coo

lim (5x* —3x3 +x?-2) = xlir_nm(sx‘*) = t+o0

xX——0o

limite d une fracion rationnelle (ou fontion rationnelle)
en + © ou en — o est celle du quotient des termes

de plus haut degré du numérateur et du dénominateur

exemple : lim 2. lim e lim i—0
PIE: x>+00 5x5+x%+1  x—>+005x5 xot+o5x2

IT) asymptote et branche infini

Dans toute la suite a et b sont deux réels et (¢;) la courbe d’une fonction f
a)si limf(x) =to
x-a
alors la courbe ((pf) admet une asymptote verticale d’équation : x = a
b) si JClﬁilinmf(x) =
alors la courbe (¢)admet une asymptote horizontale d’équation:y =b

c) si xgimwf(x) = + 09,

(attention) ily a 4 possibilités, continuer a chercher lim f Sr) :
X—Too
04 » i oy " _
casn®l: si lim —=a#0et lim f(x—ax)=»b
X—100 X x—+00

alors la courbe (¢;) admet une asymptote oblique

d’équation : y=ax+b
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cas n°2 : si lim i 0

x—+o0 X

alors la courbe (¢;) admet une branche parabolique de direction (ox)

casn®3 : si lim [ _ + 00

xX—+0 X

alors la courbe (¢;) admet une branche parabolique de direction (oy)

cas n°4 : si lim f(x)

=a+0et lim f(x—ax) =+o0
x—+00 X x—+00

alors la courbe admet une branche parabolique de direction
la droite d'équation: y =ax.
exercice n°1 :

Déterminer la limite de chacune de chacune

des fonctions suivantes puis déduire si la courbe admet des asymptotes :

. ) 2x2+x-1 . -6
xl_])[flw(\/x + 1 —4%—6). xl_})l}lm fm ’ xl_linm N s e
exercice n°2:

Soit la fonction défine sur R . {—1} par :

f(X)= 4—x—(x+—1)2

1) Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition.

2) Montrer que(¢,) admetla droite d'équationy =4 —x ,

comme asymptote oblique.

x2-3x+6
2—-x

exercice n°3 : Soitla fonction défine sur R\{2}par: f(x) =
1) déterminerles réels aetb etc telsque
pour toutx € Dy ona: f(x) = ax+ b+ ﬁ

2) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition,

puis déduire les asymptotes de (¢;)
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3)Montrer que (@) admet une asymptote oblique d’équation a préciser.

exercice n°4 :

Soitla fonction défine par

X2 +4x+5+2 sixe]—oo;—2]
fX) =1 22 +x+1
x+2

six €]-2;+ 00

On désigne par (¢;) sa courbe dans un repére ortonormé(o; i; j)

1) déterminer le domaine de définition de f

2) calculer lgn%ﬁf (x) .Interpréter graphiquement le résultat.
x-(—

3)Montrer que la droite d' équation (D) y = —x

est une asymptote oblique a (qof) au voisinage de — o,

3
4)a) Vérifier que pour toutx € |-2;+eo]; f(x)=x—-1+ .

b)Montrer que la droite d’€quation (D,)y=x—1

est une asymptote oblique a ((pf) au voisinage de + 00 .

c) Déterminer la position de (¢,) par rapport(D;).
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exercice n°5:

3 3
x2——x+= six<1
Soit la fonction défine par f(x) = 2 2

Va2 —x+1 six>1

1) Déterminer le domaine de définition de f

2) a)calculerxginmf(x) ,.xl_l,l_glmf(x),
b)Montrer que pour toutx>lona f(x) —x = ———.
) que p f oy

En de’l:luirexl_i;g}l‘:‘o [f(x) — x]
3) a) montre que f est continue en 1.

b) montrer que f est continue sur R.
4) a) montre que f est dérivable en 1.

b) Ecrire une équation de la tangente (T) a ((pf) au point A(1,1)
2 1 2 3 2
5) a) Montrer que pour toutx > 1ona [f(x)]*— y x+1)~= i (x—1)

b)En étudiant pour tout x de R le signe de f(x) —% (x+1),

déterminer la position de (¢;) parrapporta (T).
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Correction exercice N°1 :
lim WVx+1-vVx—-6) ,

X—+eco

\/X 1 \/X—' s (Vx+1-Vx—6) (Vx+1+Vx—6)

VX+14+/x—6
N W
T VXt 1+vx-6
x+1—-(x—6)
T x+1+vx-6
7
T Vx+1+vx-6

Donc : xl_gnm(\/x +1-vx—-6)= xl—l>!|-noo VXFI4+VE—6

0

car: lim Vx+1+Vx—6 = 400

X—+00

Sionpose: f(x) =vVx+ 1+ +x— 6 puisque:

xlile f(x) = 0 alors la droite d équation: y = 0 est une

asymptote de (C;) au voisinage de + .

-~ . i 258 49— " 2% 2
S %5xZ —2x+7 ax-tw5x2 5

= . 2x2+x—1 2
rs: lim = |[=
" x>+ |5x2 —2x + 7 5

2x2 +x—-1 2

Bxf— 2x+ 7 Pulsque lim gx)= Iz

Sion pose: g(x) = \/

alors la droite d' équation: y = \E est une

asymptote de (C,) au voisinage de + o°.
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—6

lim
x>+00 /2% — 3 —/2x+ 7
s —6 ~ —6(vV2x—3 +V2x+7)
V2x—3-V2x+7 (V2x-3—-V2x+7)(V2x—3 +V2x+7)
_ —6(V2x—3+V2x+7)
T (2x-3)-(2x+7)
_ —6(V2x—3+2x+7)
B -10
_3(V2x=3+V2x+7)
- 5
—6 3(V2x—3 +V2x+7
Donc : lim = lim (\/ X V2X )= +o00
x-+0./2x —3 —/2x+7 xo+® 5

exercice n°2 :

Soit la fonction défine sur R\{—1}par:f(x) = 4 —x — =

(x+1)2
LR T o
lim_f(x)=_lim_4 =
xﬁgl})‘f V- T 2T
2

Jim G = lim 4 —x-

a+nz

S fl)=Jm &= ==

-2
Z)J‘Tl_gr_no0 fxX)—(4-x) = x'l‘;‘m (m) = 0 ,donc la droite

d’équation: y = 4 — x est asymptote oblique de ((pf) au voisinage de + oo
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i 5
exercice n°3 ! Soitla fonction défine sur R\{2}par: f(x) = = Gt

2—-x

1) déterminerlesréels aeth etc tels que

pour toutx € Dyona: f(x) = ax+b —z—ix

2) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition,

puis déduire les asymptotes de (¢;)

x2-3x+6 x2—-4x+4+x+2 Q-2 -(—x+2)+4
2—x - 2—x - 2—Xx

4

2—x

fix) =

4
f —2—-x—-14+—= —x+1+
(x) X 5 X

4
Donc : f(x):—x+1+m

Autre méthode : On a:

2_
d’'une part: f(x) = = ;’:’6 , d’autre part: f(x) = ax+ b + 2—;
, iy - x2-3x+6
doncd'une part: lim — = lim = -1
x-+0 X x—+00  2X — x2
; .- b c
d'autre part: lim —= lim a+—+ s=a
Xken X—+00 x 2Zx—x

Donc:a = —1,donc f(x) = —x+b+chx

Onad e tim = 3%+6 . um 20|

nadune part: (ESRENE = Jim — — —+x= Mmoo
C

d’autre part x]_gl}loof(x)—l-x— xl})lflmb+2—_:f—b

Donc:b=1
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c
Donc: fx) = —x+14+—
f(x) ¥ +2—x
Reste le réel : ¢
On a d’'une part: liglf(x)(z—x) = lingx2—3x+6: 4
X—= X—=

d’'autre part: Lm:} fx)(2—x) = !cinzl(—x +1)2—-x)+c=c

Donc:c = 4
Conclusion :

4
f(x)=—x+1+—x

2) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition,

puis déduire les asymptotes de (¢y)
4

}L‘?_f(.?f)zjkgl_(—x-fl‘}"z—_x) = 4o

4
Ip o= (ox+ 145 5) = o

Donc: la droite d’équation : x = 2 est asymptote verticale de (Cf)

=0

lim (f(x) — (—x+ 1)) = lim 2

x—+o x—ot0 2 — X

Donc la droite d’équation: y = —x + 1 est une asymptote de (Cf) au V(+o)
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exercice n°4 :

Soit la fonction défine par

\/x2+4x+5+2 Si x € |—o0; —2]
FX) =1 x2+x+1
X+ 2

six €]-2;+ 00

On désigne par ((pf) sa courbe dans un repére ortonormé(o;i; j)
1) déterminer le domaine de définition de f
Ona:x*+4x+5=x*+4x+4+1=(x+2)*+1
Doncpourtout:x € R; x2+4x+5>0

Donc la fonction f est définie sur Rdonc: D; = R

2) calculer lgn£)+f(x) .Interpréter graphiquement le résultat
Xl

2
xX“+x+1
lim f(x)= lim = 400
x-(-2)* -2t x4+ 2

Donc: la droite d’équation : x = —2 est asymptote verticale de (Cy).
3)Montrer que la droite d'équation (D,) y = —x

est une asymptote oblique 4 (¢;) au voisinage de — .,

Jim (F(x) +x) = lim Va2 +4x +5 + (x +2)

. (\/x2+4x+5+(x+2))(\/x2+4x+5—(x+2))
= lim

e VxZ—4x+5— (x+4)

oxt—4x+5—(x+2)? ] < |
lim = lim =
x>=0\x2 _4x +5—(x+4) *°Vx2—4x+5+(x+4)

Donc : la droite d équation (D,) y = —x

est une asymptote oblique a ((pf) au voisinage de — 00,
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4) a) Vérifier que pour toutx € |-2;+o0]; f(x)=x—1 +x_

b)Montrer que la droite d équation (D,):y =x— 1
est une asymptote oblique a (qof) au voisinage de + ©0 .

c) Déterminer la position de (cpf) par rapport(D,).

a)
toutx € |-2; +00]; f(x) ol
our tout x € |—2; ; X) =
p f x+2
e+ 2)(x—1)+3
—2- 4+ ool =
pour tout x € |-2; +]; & f(x) <+ 2
toutx € |-2;+ o0]; & f(x) 1+3
our toutx € |-2; ; X)= xX= Y
p X+ 2
b)

3
Jim (169 - 0) = Jim 5 =0
Donc : la droite d'équation (D;):y=x—1
est une asymptote oblique a (¢,) au voisinage de + o
c) pour déterminer la position de (cpf) par rapport(D,) ;
il suffit d’étudier le signede : f(x) — (x — 1 )pour x € |—2; + 00];

Ona:pourtoutx € |-2;+09; f(x)—(x—1) :%> 0

Donc: la courbe (@) estau dessus de (D).
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exercice n°5:

3 3
2 .
, X ——X+— r<11
Soitla fonction define par f(x) = 2 2 "

Vxt—x+1 six>1

1) Déterminer le domaine de définition de f :

® La fonction x — x% — %x + % est définie sur R

donc f est définie pourtout: x < 1

® La fonction x » Vx%2 — x + 1 est définiesix’2—x+1>0

2
Or:x’—x+1= (x—%) +% > (0 portoutx € R

donc f est définie pour tout: x > 1

Conclusion : f est définie pourtout:x € Rdonc:Df= R
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2) a)calculer lim f(x) ,. liin f(x),
X——00 Xx—+00

3
im = lim 2 _ _ —= lim 2 —
Jrl_g_mf(x) = J‘“_1_1)_09;\7 > X+ > xl—l>—oox +00

lim f(x) = lim \/xz —x+1 = 4o
X—+00 xX—+00

-

X

1+ [1-1+5
X X

f(x)_x=m_x=(m—x)(m+X)

b)Montrer que pour toutx> lona f(x) —x =

pour toutx>lona:

VxZ—x+1 +x
1
_ (P~ E+1) —5F —x+1 x(;—1)

VP —x+1+x ViE—x+1 +x_JX2(

1 1
1—;+x—2) + X

1 1 1
_ x(z-1) _ x(z-1) i
x| [1—>+5+x x{fl—%+%+1) 1-—++1

lim [f(x) —x] = lim =

x—+00 X—+00
1 -Lpdypy
X X

Donc: lim [f(x) — (x — %)] =0

xX—+00

Donc : la droite d'équation (D,):y = x— =

est une asymptote oblique a (¢;) au voisinage de + o
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3) a) montre que f est continue en 1.

Ona:f(1)=12—§x1+§=1

limf(x) = limyx2—x+1 =1
x—-1+ x-1*
3

3
. 1= z__ -
ARG = Ipr —gx+g =1

Donc: 1i1}1+f(x) = xlil}l_f(x) =1 =f(1) donc f est continueen 1.
xX— -

b) montrer que f est continue sur R.

. 3 3 .
® La fonction x - x%2 —Zx + = est continue sur R, donc elle

2
continue sur |—eo, 1] ; donc f continue sur |—eeo, 1]
® La fonction x — VxZ — x + 1 est continue sur R, doncelle
continue sur |1, +¢<[ ; donc f continue sur |1, +eo[
® f est continue en 1

Conclusion : f est continue sur R.

4) a) montre que f est dérivable en1:
f(x) —f(1) o Vxt-x+1-1
im ————— = lim
x-1r  x—1 x-1+ x—1
o (Wxar—x+1 -1)(Vxt—x+1 +1)
im
-1 x-1DHVxZ—x+1 +1)

xt—x

= li
o (x— D(Va? —x 1 + 1)
x(x—1)

lim
= (x—1)(Vaz—x+1 +1)

X
— i
1 (Ve —x 1 + 1)

= % donc f est dérivable a droiteen 1 et f*, (1) = %
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2 3 3
f(x) — f(1) Xt —ox+o-1

x—->1- x—1 ZJELIP‘ x—1 ::L!llln‘
1

) (x-1)(x-3) ’ 1, 1

=l = (x—3) = 5

1
2

donc f est dérivable a gauche en 1 et f’g(l) =

puisque : f*,(1) = f’g(l) = %alorsf est dérivableen 1 et f'(1) = %

b) Ecrire une équation de la tangente (T) a (¢;) aupoint A(1,1)
, il
M:y=fDE-1)+f1)=(T)y= i(x_ 1)+1
= (T)y= %(x+ 1)

1 3
5) a) Montrer que pour toutx > 1ona [f(x)]* — % (x+1)2 = Z(x —1)>?

b)En étudiant pour tout x de R le signe de f(x) — % (x+ 1),

déterminer la position de (¢;) parrapporta (T).

pour toutx > 1 ona :
1 2 1
FOO)* -7 (e + 1)? = (Va2 —x+1) - (x+1)?

1
=x2—x+1—E(x2+2x+1)

—3x2—3x+3
4 2 4

3 3
—_—— 2— = — _— 2
4(x 2x+1) 4(x p i
Donc pour tout x > 1; [f(x)]? —%(x +1)2> 0
1
o fx) > E(x+1)

S flx) — %(x +1) > 0donc (¢ )est au dessus de (T)
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