Chapitre V
Nombre dérivé

Nombre dérivé en un point :

Soit f définie sur un intervalle I contenant X g.
f est dérivable en a et f’ (a) est appelé le nombre dérivé de fen a ;

¢:>1im£M=.€et telR;onnote:f'(a)=1¢

x=a X -a
1mf(a+h)-1"(.a)

X—=a

=f( et LelR.

La vitesse : soit d(t) est la distance parcourue a I’instant t.

La vitesse instantané a I’instant ty du mobile est égale a

d(t +h)-d(t,) _

Il—rﬂ

=d'(t;)

Approximation affine d’une fonction
« Théoréme : soit f une fonction dérivable en a

Une valeur approchée de f(a+h) ~ f(a)+f '(a)xh

On dit alors que :

« f(a)+f'(a)xh est une approximation affine de fen a

« Exemple: Pour trouver une approximation affine de v1+h

pour h voisin de 0.
* On consideére la fonction f(x) =

o f-RD) L Vxel_ (- 1)(J_+1)

LN (x-1)x+1)

=1;
= (x-1)(Vx+1) *13?\/_4-1

=2=£(1)

donc I’approximation affine de 1+ h au voisin de O est

f'(1) h+ f(1)= %h+1

f définie sur Ja-h, a

f est dérivable a gauche en a

e limw =(;felR
K=" X -2

etonnote (=1 '(a).

" Dérivabilité a droite- dérivabilité a gauche :

f définie sur[a,a + h|

f est dérivable a droite en a

o im0 1@, g
X—ra X-a

et on note (=f, '(a).
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| f définie surfa-h,a+h[; f est dérivableen a < ', (a) =1",(a)

®  dérivabilité et continuité :
o théoréme :Si f est dérivable en a alors f est continuée en a.
Remarque : Si f est continue en a, alors on ne peut rien conclure pour
la dérivabilité en a.

" Interprétation géométrique du 1imM :
x2a  X-a
> 1% cas : f est dérivable en a:
. =
L 3 et ) RPN LTE
X=—d x s a

On dit que ( la courbe de f admet une tangente

A:y=f'"(a)(x-a)+f(a)
au point A (a, f (a)) de coefficient directeur {’ (a) et de vecteur
directeur :

(1 e
U dans une base (1,]).
f'(a)

fa)

—

j

A

A

> lim

2?. me

f(x) - f (a)

X=ra x - a
On dit que C la courbe de f,
admet une tangente verticale

'

f(a)

=400 OUu -oco,

-
—
I

cas : f n’est pas dérivable en a :

|....|

=| ¥

Y
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lim fx)-1() =+ oo figure lim f(x)'f(a)=-ooﬁgure
Xx—a X-a x=a’ X-a
C admet en A, A C admet en A, 4
une demi- Aﬂ une demi tangente
tangente verticale _A verticale = I A
dirigée vers les y ] dirigée ] . >
positifs. ) > vers les y 0
7 | négatifs.
5 i 08 g, SXH)
x—a* X-a x—a" X-a
avec des limites finies.
f x) - f(a
() @) _ 1

x—a”

X-4a

<> (f admet une demi tangente au point M (a,f(a)) d’équation :

y=f"',(a)(x-a) + f(a) et x >a de vecteur directeur ﬁa(

*fa(a) > 0

OZONYN

X-a

x-+a

®)
f',(a)
*Pa(a) <0 1 afn) =10
M
A & l' :
>

a droite du point M

&> ¢ radmet une demi tangente au point M(a,f(a)) d’équation

y =f4(a) (x- a) + f(a) et x<a de vecteur directeur q

1
f g’(a)
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. f(x) - f{e ) -

- @) o T @,

x—+a~ X -8 x=ra’ X-a

¢ admet en { admeten A,

A, une une demi tangente

demi- 4 verticale A

tangente dirigée

verticale - vers les y A

dirigée J négatifs HI I
e ' J

vers les y 0 >

positifs i O

> Point anguleux :

Si les deux demi- tangentes en A ne sont pas portées par la méme
droite,

On dit que le point A est un point anguleux.

Exemple : le point A (1,2)etfq*(1)=letf,‘(1)=-1

Tll

D —

" Remarque :
» festdérivable en a et la tangente en A (a, f (a)), a pour équation :
T:y=f'(a)(x-a)+f(a)
Soit A : y = m x +p (avec m et p deux réels donnés)
Pour déterminer le point A (Xg, Yo) de la courbe tel que A soit
tangente.
I1 suffit de résoudre le systéme suivant :

{f'(xo)=m

Yr:=f(x 0)=mX, +p
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Pour determiner la position d'une tangente et d'une droite A : y = mx + p:
*||T// A< f'(a)=m
TLAf'(a)xm=-1

" Dérivés de quelques fonctions usuelles .

fonction f f’(a)
f(x) = ¢ constante f ’(a)=0
f(x) = ax+p f’'a=«a
f(x)=(x- 0r)* +P f'(a)=2(a-a)

_ 1 g

) ox+f L (aa+B)?
f(X)=‘\l' X+o fi(a)= 1

O ere

_ ox+ vy OA-BS

)= te) (5a+1)?

f(x)=x" f'(@)=nxa""

e Opérations sur les fonction dérivables en a :
Théoréme :

e Si fet g sont 2 fonctions dérivables en a
Alors f+ g, fxg et af + Bg sont dérivablesenaetona:

* (ftg)(a) = f'(a) + g(a)

* (fxg)(a) = f'(a).g(a) + f(a).g'(a)

* (aftPg)(a) =a f'(a) + P g'(a)
*(f")(@)=nf""(@).f'(a) avecneIN {1}

o 1)\ _f'@ 5
\}-J (a) F7(a) si f(a) #0
o £ ) _'@)-20) - g(@)f(a)
(a) :
\ 8 g"(a)
. . festdérivableena . f'(a)
théoréme : fa) > 0 } = ()(a)= 201

Exemple : f(x)=v4x+1 . Déterminer le nombre dérive en 1.
u(l) 4 4 2

2Ju() 2J4r1 245 5

On pose u (x) = 4x+1 alors f'(1) =
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