Calcul dans R 2023/2024
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Chapitre 1 Calcul dans R

1 Les ensembles de Nombres

1.1 Nombres entiers naturels
Un nombre entier naturel est un nombre entier qui est positif. L'ensemble des nombres entiers
naturelsestnoté NNN = {0;1;2;3;4;-}.
Exemples :
15 s 25
5N ; ?EN; 13eN; Vv16eeN; v12 ¢N ; > ¢N; -5¢N

24 14
{1;5; 14;\%;5; 153} cN; {3; 8 —

jen

1.2 Nombres entiers relatifs

Un nombre entier relatif est un nombre entier qui est positif ou négatif. L'ensemble des nombres
entiers relatifsestnoté Z. Z = {---; —3;—2;—1; 0;1; 2; 3;- }

Exemples :
25 . 17
5€Z;—€L; —1357€Z; —V36€Z; V15 ¢Z ; 5 €L; —52¢1%
45 26
{2;—6;18:—\[4_9:?:—53}CZ: {5;—13;?}¢z
NcZ

1.3 Nombres décimaux

Un nombre décimal peut s'écrire avec un nombre fini de chiffres aprés la virgule. L'ensemble des
nombres décimaux est noté . Un nombre décimal estle quotient d'un entier relatif par une

. 32 . 3 _ 6
puissance de 10,0 = {L ja€EZetne N}, par exemple —, mais aussi= = —,
10m 100 5 10

Exemples :

32 3 V2 5
72ED; —€eD; ——€D;—e€h; —¢D; v13 ¢D
100 5 i 3

{325- 6,5 17; ﬁ-42- 15}:}D= { 15-8-110:113
» 1 L § ! J7J1017 ' JJ213

NczZcD
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1.4 Nombres rationnels

. [ i : a . .
Un nombre rationnel peut s'écrire sous la forme d'un quotient >avecaun entier et b un entier

non nul. L'ensemble des nombres rationnels est noté Q. Q = {% ia€Zetbe N\{O}}

Exemples :
1
56@;46@—4,86@\5&@:355@

3 17 105 81
[3;———;—;—V100:T}C@; {—1,5;—;3;\5}@@
NcZchDhc@

1.5 Nombres réels

I'ensemble des réels, noté R, qui est1'ensemble de tous les nombres usuels. Les réels
correspondent aux abscisses possibles d'un point sur une droite graduée.

Les nombres réels qui ne sont pas rationnels sont appelés irrationnels. Parmi eux, on trouve  ou /2 .

Ces différents ensembles de nombres sont inclus les uns dans les autres suivant le schéma
suivant :

4

NcZcDcQcR

1.6 Ensemble vide

Un ensemble qui ne contient pas de nombre s’appelle I'ensemble vide et se note @.

1.7 Symbole d’exclusion

Le signe = exclu le nombre 0 d'un ensemble. Par exemple, R* est I'ensemble des nombres réels privé de 0.

2 Proportionnalité et Pourcentage
2.1 Proportionnalité

Onditqu'un tableau est un tableau de proportionnalité sile rapport de chaque nombre de la
28™¢ ligne par celui de la premiére est toujours le méme. Ce rapport s'appelle le coefficient de
proportionnalité,

Exemples :

15 | 24 | 30

o4}
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] ] . 6 15 24 30
Le Coefficient de proportionnalité est3 = - = — = — = —
2 5 8 10
On dit que 2 variables d'un tableau sont inversement proportionnelles si leurs produit est un réel fixe non nul

Exemples :

2 5 8 10
04 (0,25]| 0,2

Le Coefficient de proportionnalité est2 =2x1=5Xx0,4=8x0,25=10x 0,2

Définition :

Soita,b, c et d des réels telsque b # 0 etd + 0.

v aetc sontrespectivement proportionnels a b et d si et seulement si% = 3

v L'égalité% - i s'appelle une proportion. (c'est une égalité de deux rapport).
Théoréme

Soita,b,cetd desréelstelsqueb = 0etd # 0.

a c
7-d équivauta ad = bc (Produit des moyens = produit des extrémes)

2.2 Pourcentage

e La proportion en pourcentage d'une quantité A par rapporta une quantité totale B est égale a

2 X 100 (en %).

x

e Prendre x% d’une grandeur revient a la multiplier par "

e Augmenter une grandeur de x% revient a la multiplier par (1 + %) .

e Diminuer une grandeur de x% revient a la multiplier par (1 = ﬁ) ;

3 Les identités remarquables

Soit a et b deux réels, on a les identités remarquables suivantes :
a(b +c¢) =ab + ac (a+b)(c+d)=ac+ ad + bc + bd
(a+ b)?% = a? + 2ab + b? (a=b)?=a?-2ab+ b (a—-b)a+b)=a?-»?
(a +b)? = a® +3a%b + 3ab? + b3 (a— b)? =a*—3a?h +3ab® - b?

(a—b)(@®+ab+b?) =a®>—-b3 (a+b)(a?—ab+b?) =a+hb3

4 Les Radicaux

Soit a un réel positif ou nul, on appelle racine carrée de a le seul nombre positif b dont le carré
est égal a b2 = a. La racine carrée de a est notée b = va

2
Si a est positifalors ona+/ a* = (\/E) =a Siaestnégatifalorsona+a® = —a en généralona va? = |a|.
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Soient x ety deux nombres réels strictement positifs :vx,/y = /xy ; ; = ‘E s Ve + Jy = x+y

Sl

5 Formule de Héron

La formule suivante (attribuée a Héron d’'Alexandrie : 1ler Siécle), permet de calculer I'aire .4 d’'un
triangle lorsque I'on connait les longueurs a, b, ¢ de ses cotés :

A= .Jp(p —a)(p — b)(p — ¢) ol p désigne le demi-périmétre du triangle.

6 Comparaison de réels - Encadrement

6.1 Ordre et comparaison

Pourtoutréela,b,cetdona:

v a<balorsat+c<b+ceta—c<b-c

a < balorssic > 0onaac < bcetsic < 0onaac > bc
a<betc<dalorsa+c<b+d

Sia,b,cetdsontdesréels positifs ettel quUonaa < betc < d alorsac < bd
a<bea-—-b<leta>bs=a—-b>0

a<be—a>-b

AR R

11
0<a<be-=->=>0

a b
Soient x et y deux nombres réels positivesx <y e x? < y?2 = \x < [y

6.2 Comparaison de a; a*; va

Soit a unréel
> Sia=1;alorsonava <a < a?
» Si0<a<1;alorsonaa’?=<a=<+a
» Sia<o0:alorsonaa < a?

, 1
6.3 Comparaisonde a; -
Soit @ unréel non nul

; 1
Sia=1;alorsonaa =-
a

; 1
Si—1<a=0;alorsonaag = -

1~

>
» Si0<a<1;alorsonaa gi
) g
>

Si—1=a;alorsonaa sii
6.4 Intervalle de R
Définition :

on appelle intervalle réel un ensemble de nombres délimité par deux nombres réels constituant une
borne inférieure et une borne supérieure, ou inférieurs a une valeur, ou supérieurs a une valeur.
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Remarque : Un intervalle peut se représenter a I'aide d'un segment ou d'une demi-droite sur

un axe

Cette définition regroupe les intervalles des types suivants (avec aetb réelseta < b):

7

Pour tout nombre réel x, la valeur absolue de x (notée |x|) est définie par:|x| = {

Intervalle| Inégalités Représentation d'un exemple
; R [-2:3]: e £ :
[a; ] |a=x =D % 3 ¥
. 1-2;3]): o i i e } — 7
lasb] |a<x =D = A 3
[azdb] |a=sx <k | ©8I  SP99577 =+ s 777~
Ja;b[ | a<x < b | 723 T i s 3 TR
[a; +oo a<x [=2; %00 5 0
Ja; +oof a < x 1=2; +ool o T = s
] < J-00;3]: - 3
e | K S 0
| |-e0;3[: +  ware
iedib] x <b 0 3
Remarque:
» [a; b] contientles nombres a et b : intervalle fermé.
» ]a; b]necontient pas @, contient b : intervalle semi-ouvert du c6té de a.
> [a; b[contienta, ne contient pas b : intervalle semi-ouvert du cété de b.
» ]a; b[necontientnianib:intervalle ouvert.
» Par définition, I'infini ne peut pas étre atteint. L'intervalle est donc toujours ouvert

du coté de l'infini

Valeur absolue

x Ssix=0
—x six<0

Pour tout nombreréel x et yona:

x| x|
lxy| = x|yl ; ‘;‘=w—|,avecy¢0; lx+yl < lIx|+ |yl ; lx=y| = Ix| = |yl

x| <aes —a<x<a; |x|zZae x=z2aoux < —a aveca € R}
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