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Q Droltes ef plans de lespace

B 56w B sant deim poines o de 400, b Jooite [AB )] Salgne Dinsrembke des puints de (5] alignes
nvec el |
Al nsetere - Foami deannds deux poiis distinees A et 8 . L sdsie une &S ine sadediniie onntemam A et 1

B Adnserme: 5§ A, 8 et C sort ks podn i non aligsés de (£, B existe un ef un seul planconienant ces o
protniis O plan senn et (AN,

Bl Mk dour plas 03] {nclus dass Uespace (], les sisnilimim e b géonee plene o sppligeem

e & deus plans disinces ong un poipd comeoum aloes s sont seoms suivam wne dmie passani par ce
Pl

g P | P

R

\1'*1'..

ol

[ f]_l‘|l|-

[* Bagdi o

Lin plan. e pais sement déicening par 'une des donmées suivam ey
¢ Trom pomnis pon alignés
E Uneadradio 20 i pint $appantersani jias Boctle dmile

B Dwiix denibes sfeantes
¢ Do denpes parmlisde or disjoinoes

D Do poinii cogrilanmines sooi des paings sstuds doms unondéme plan, T pobnis ou ok poiia
syl {oionrs coplunnins. En oo, deay points soni gou jowy sug mse méme diolie gl peom

i Huﬂ:ﬂrillhl.uul;ﬁn
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Droites et plans orthogonaux

¢ On dit qu'une droite est perpendiculaire & un plan si et seulement si elle est orthogonale a
deux droites sécantes de ce plan,

2 Siunedroite est perpendiculaire & un plan, alors elle est arthogonale a toute droite de ce plan.
EP 5ideux droites sont paralléles tout plan perpendiculaire & I'une est perpendiculaire & lautre,

E» Sideux plans sont paralléles toute droite perpendiculaire & I'un est perpendiculaire i 'autre.
Par un point donné il passe une droite et une seule perpendiculaire & un plan. donné.

EP Farun point donné il passe un plan et un seul perpendiculaire & une droite donnée.

Si une droite D est orthogonale 4 un plan ¢ alors toute droite orthogonale 4 la droite D et
passant par un point du plan P est contenue dans ce plan,

Définitions et propriétés

>
i# Deux droites perpendiculaires & un méme plan sont paralléles.
»

Deux plans perpendiculaires  une méme droite sont paralléles,
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E» Deux droites sont coplanaires s'il existe un plan qui les contiennent toutes les deux.

Dans l'espace, des droites non sécantes ne sont pas nécessairement paralleles. Pour montrer que
deux droites ne sont pas coplanaires, il suffit de montrer qu'elles ne sont ni paralléles ni sécantes

(%)

(@")

- Ewdier la coplanarité des
poinis siteés dans la figure.

- Eiudier la coplanarii¢ des droites
(@), (%) et (2")

ABCDEFGH est un cube.

B Citer deux droites coplanaires,

B¢ Citerdeux droites non coplanaires.

Q Position relative de deux droites du plan

Deux droites dy et ¢z peuvent éire coplanaires ou non coplanaires.
Si elles sont coplanaires (contenues dans le méme plan}, elles peuvent étre sécantes en un point, strictement
_, paralléles ou confondues. Si elles ne sont pas coplanaires, aucun plan ne contient les deux droites.

R Y e V4

(o]l =’ (b dd et sécernines (el wn ol parlidescretetes () ol et o’ non coplannires o et od’ ol s
parallides, coplanaires. oo © un unigue plan. i’ = dons un unigue plin. cantes, of parnlléles

P 1
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Q'I'héuréme de toil
§ Eleure | o

Siona:
» Deux droites paralléles d et d';
» Un plan P contenant d;
* Un plan ¢ contenant d';
* P et ) sécants selon une droite 8,

Alors, l'intersection 8 des deux plans est parallzle aux droitgs d et d'.

d iy

Soit ABCD est Une téiraédre, Le segment [FG] est paralléle 2 Uaréte [BC). E est un point du plan (ABC).

Construire 'intersection du plan (EFG) avec la tétragdre.
% % % SOLUTION

Jebrtey dx-

Dloulards: o

5 ik
1— embit=

v 'I'-i""""

I_cp o Tasagud Pagen o 2sc

{BC) est une droite du plan (ABC) et (FG) est une droite du plan (EFG). Les droites (FG) et (BC) étant
paralléles, on peut appliquer le théoréme du toit pour déduire que les plans (ABC) et (EFG) se coupent
suivant une droite o passant par E et paralléle a (FG) et (BC). Cette droite coupe [AC] en H et [AB|en 1. 11
suffit enfin de tracer le quadrilatére FGHT : intersection du plan (EFG) avec la tétragdre.
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ABCD ist un tétraddre. On considére les points Le [AD), M € [DB] ¢t N € |DC) tels gue les droites (AB) et
(LMY sont sécantes en ! les droites (AC) et (LX) sont sécantes en J; les droltes ( BC) et (M N sont sécantes
en K.

3 Construire les points 1, [ et K.

B Démontrer que les points 7, /et K sont alignés,

Exercice corrigeé

ABCD est un telmédm. [ est le milieu de [BC) et K est le millen de | AB).

i@ Construire le centre de gravité G du triangle ABC.
B Démontrer que (DG) est la droite d'intersection des plans (DCK) et (DA,

n

v el

=Tl

[ Construire le centre de gravité 6 du wriangle ABC
On trace les médianes [ATl et [CK] du triangle ABC. G centre de gravité du triangle ABC est leur
point d'inersection.

B Démontrer que ladroite [DG) est T droite dintersection des plans (DCEK et (DAD
Ag (CDK) et Ae (DA done les plans (DCK) et (DA ne soni pas confondus.
De (DK et De (DA done bes plans (DCK) et (DA onl au meins un peint commun.
Par suite, les deux plans sont sécants et leur intersection est une droite (d)

emtidz Malards o

De(CDKYnIDAT.
Ge (CK)done Ge (CHK).
GelANdonc e (DAN.
Done G (CDKIN(DAI.
Done la drojte () est la droite (DG)

Q Propriétés et remarques

wsaoul Basen & 2 o Bt al
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* i une droite est pamllide & une droite d'un plan, alors elle est parliele i ce plan

* Si une droite o est paralléle & un plin @ et une droite d' paralléle & p, on ne peut pas en
deéduire gue dif 6t

* 5i devx droites sont parallétdes & une méme troisitme, alors elles sont paralléles enire elles,

* 5i deux drojtes sécantes d'un plan £ sont respectivement parallitles & dewx dioites sécanies
d'un plan Q alors les plans P et @ sont paralléles,

= 5i deux plans sont paralléles & un méme troisieme, alors ils sont paralliles,

» Si deux plans sont paralléles alors tout plan qui coupe I'un coupe 'autre et les droites d'inter-
section sont parallides.

Figure

O—

Propridté

* 5i % est une drojte paraliele i deux plans g, et g,

= Sig oty sontsécants

MAlors 2 est paralléde & leur droite commune A.

i

AT
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i Aﬂcuimr{ est un cube.

P: (s
B ; C
:
Bl )n
* b
@ Dans chacun des cas, donner k position des droites :
? (AB) et (C6G). ? (AC) et (FH), ? (BH) et [AE).

? (AF) et (GH). ? (CE) et (DF).

B Onnotel, M, N et P sont les milicuxrespectifs de {CG), (€ D), [EH] et [BF].
? Dans chacun des eas, étidier les positions relatives de

0 BCewEH). @ (AGedH. ) AGetED. Q) (BH et (ED.

v Dire si les droites sont coplanalnes ou non?

0 woeEn. D (A et (BH). ) (AG) et (ED). QD (BH)et(ED.

Q Position relative de d'une droite et d'un plan

Une droite 0 et un plan P sont solt sécants, soit paralléles.
&'ils sont sécants, ils n'ont gu'un point commun,
e 315 sont paralléles, D est incluse dans P ou ils w'ont aucun point commun.

P

Diroite et plan sécants : Droite et plun paralléles : Droite et plan paralléles :
un point d'intersection drolte incluse dans le plan aueun point d'intersection

emtidz Nbalards o For

en & =ap o Fwede al

My

b

I—ﬂ- 4 ?:r:l.'l-'.‘lll i

[T

i Utiliser les données de l'exercice précédant, etudier la position relative des droites et des plan don-

nés;
*;r (AB) et (CDH). J (BG) et (CDE). 9 (BC) el (FAD).
? (AC) et (BOF). ? {AG) et (CFH). q (AB) et (ACD).
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B Soit ARCD un tétraidre

Dans chacun des cas, éudier les positions des droites et plans,

? (CEB) et {AD). ? {DC) et {BAD). 1;? (DBC) et (AD).

& Position relative de deux plans

Deux plans Py et P de I'espace sont soil sécants, soit paralléles.
5'ils sant sécants, |'intersectionest une droite.
. Sils sont paralléles, ils sont distincts ou confondus

Plans sécanmts Plans strictement paralléles:  Plans paralléles confondus
une droite d'intersection aucun point d'intersection un plan d'intersection

e

e g e

*»
e
2 Y7
w2l d J
M
7 Solt 55!(2‘.[} une pyramide & base carrée. O est le centre du cammé ARCD,
“~ 2 Déerminer lintersection de (SAHR) et (SBC).
b,
4 B Déerminer intersection de (SAC) e (SED).
3
Ep Etudier la position de (SB) et (AC).
B Déterminer lintersection de (SAB) et (SCD),
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Situation d’environinement

Un particulier s'intéresse a l'ombre portée sur sa future véranda par le toit de sa maison quand le soleil est
au zémith, Cette véranda est schématisde ci-dessous en perspective cavaliére dans un repére orthonormé

= Lo toil de ln véranda est constitué de denx faces riangulaires SEF et SFG,

= Les plans (SOA) et (S50C) sont perpendiculaines,

= Les plans (SOC) et (EAB) sont paralléles, de miéme que les plans (SOA)et (GCB).
* Les arétes [UV] er |EF] des wolits sont paralliles

Le point K appartient au segment [SE], le plan (VK] sépare la véranda en deux zones, 1'une éclairée
et 'autre ombragée. Le plan (VR coupe la véranda selon la ligne polygonale KMN P qui est la limite
ombre-solell.

Justifier que

B Lescgment |K M) est pamllide au segment [U7V)
B Lesegment [NP] esi parallile ausegment [[7E].
SOLUTION &

& C'estle théoreme du toit. En effet les arétes [V et [EF] des toits sont paralléles, donc le théoréme
du toit nous dit que lintersection des plans (ESF) et (UK V] sont parall#les aux droites (U7V) et (EF).
En particulier le segment [K M| est paralléle au segment [LV]

B Les plans (SOA) e (GCB) éant paralléles les intersections de ces plans avec le plan (JEV) somt
paralléles, done ke segment [NP] est pamllele au segment [UTK].

Q Deux droites orthogonales

B Onditgue deux droives de lespace sont orthogonales si leurs paralléles menées parun méme
point sont deux droites perpendiculnires.

B 50 deux droites de 'espace sont orthogonales alors toute droite paraflile & 'une est orthogo-
nale & 'aurre.

E Sideux droftes de Nespace sont pacalléles toute droite orthogonale & 'one est orthogonale &
lautre.

B 50D e A sont deux droites orthogonales etsi [ et A sont deux droites paralliles respective-
ment 3 D et A, alors D' et A’ sont orthogonales

Définitions at propriétés
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3 F

alors wute droite 2 contenue dans 'un de ces deus plans et perpendiculdire i la droite d'in-
tersection @ est orthogonale 4 autie.

E» Si deux plans sont paralléles, alors tout plan perpendiculaire & 'un est perpendiculaire &
I'autre.

[ 50 deuy plans sécants 58 el 2 sont perpendiculaires i un méme plan & alors lewr droie d'ine
tersection % est orthogonale au plan &,

= R

Définition et propriétés

@ Plan médiateur dun segment- Axe d'un cercle

(¥ 2 1?‘ O appelle plan médiateur d'un segment le plan perpendiculaire b ce segment en son

millen (D éEnition).
? Lensemble des points équidistants des extrémitdés dun segment ot le plan médintour de

ce segment (Propriété caractéristique). On monire frois points non alignés dquidistants
A dewx paints,

[ q On appelle axe d'un cercle la droite passant par ke centre de ce cercle et perpendiculaire
@ son plan (Défmition),
Lensemble des points équidistants de tous les points dun cerele est 'nxe de ce cercle

[Propridté caractéristioque) O montne dewx points dquidistants & frofs points.
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On donne dans un plan &2 un cercle © de centre €
et de rayon r, |AB] un diamitre de €. On désigne
par @ le plan médinteur du segment | AB) et 2°
le plan perpendiculaire i 5 et contenant [AR).

B Montrer que 2 et 2" sont perpendiculaires.

B Salt Ala deoite d'intersection de 2 et 27,
Muontrer que A est axe du cercle €.

Ep Solent £21a tangente i © en B situde dans le
plan 28, M un point de A et N un point de
Dl

Maontrer que le triangle M BN
estrectangle en B,

Ondonne OM =2ret BN =r.

Calculer en fonction de r les distances
BM et MN,

On constdére un térmtdre SABC. Soit £ le point de [BC) et Fle point de (S tel que : BE = %B{.‘ ct

3
8F==58C,
2
i P Construire les points E ¢t F,
& B Montrer que la droite (EF) est paralléle & la drofte (BS).
W EF Montrer que les plans (AEF) et (ABC) sont sécants suivant Ia droite (AE).
*»
& [» Soit2 ladroite parllcle i (EF) passant par A, monirer gue les plans [AEF) et [ARS) sonl sécanis
j suivant la droite Soit 2.
i EP Onnote 1. J et K les milieux respectifs des segments |AC), [AE] et [AF], Montrer que les plans
= (1K) et (CBS) soni parallitles.
>
S
4
B
7

11/16



Fevvier ==

ce al— embits Dloulards o F

4 J;_u.-

-

ssagul Rasew o

—e v

EXERCICE 1

E» On considére dans un plan 22 un cercle ¢ de centre O et [AB| une corde de % Soit [ le milieu de
[AB] et un point M distinet de O sité sur 'axe du cercle %'

v Quel est le plan médiateur du segment [AB]?
? Montrer que les plan (O7M] et (A8 M) sont perendiculaires.
? Montrer que la hauteur [OH] du triangle O1M est perpendiculaire au plan (ABM).

SOLUTION

B Ona:0A=08B(myonde€), MA= MB ( M appartient & A axe de %¢') et I A= /B (] est le milieu de
[AB].
Donge les point £, M et I sont équidistants de A et de B et puisqu'ils ne sont pas alignés alors le plan
(M) est le plan médiateur de [AB]

B La droite {AB) est contenue dans le plan (ABM)] est perpendiculaire au plan (Of M) donc les deux
plans (OIM) et {ABM) sont perpendiculaires.

E» Ladroite (AB) est perpendiculaire au plan (OF M)done elle est orthogonale & toute droite de ce plan
et en particulier 2 la droite (OH).
La droite (€2 H) est orthogonale au deux droites sécantes (AB) et (1M du plan (ASM) donc elle est
perpendiculaire i ce plan.
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Exarcices cormigés

& Soitun triangle ABC et A une droite orthogonale 4 (AB) et 2 (AC), Montrer que A est orthogonale 3
{BC),

Er On considére Dans un plan 2° un cercle % de diamétre |AB] et un point M de 5. Sur la perpendicu-
laire & 22 en A on prend un point 5. Montrer que les droites (SM) et (M B) sont perpendiculaires.

SOLUTION

[® Ladroite A est orthogonale & deux dmites sécantes {AB) el (AC) du plan (AB) alors elle est ortho-
gonale au plan (ABC), done elle orthogonale & toute droite de ce plan en particulier (BC) = (ABC)
alors AL{BC).

B La droite (SA) est perpendiculaire au plan 2* done elle orthogonale & toute droite de ce plan et
comme (BM) est incluse dans ce plan done (5A) est orthogonale & (BM).
DYune autre part le triangle AMB est rectangle en M puisque M € ‘€ag| done (BM)LIAM). Ce qui
donne que la drolte (M B) est orthogonale i deux droltes sécantes [5.A) et (AM) donce elle est perpen-
diculaire au plan (AMS) et par la suite elle est orthogonale & toute droite de ce plan et en particulier
i la droite (SM),

B Solt ABCD un tétrmedre réguller et M le millew du segment [CD].
? Montrer que (D) est perpendiculaire au plan (ABAM).
? Soit # la hauteur issue de A du triangle ABM. Montrer que (AH) L(BCD).

2 Soit A une droite perpendiculaire & un plan 2%, On note A le point commun i A et & 58 Soil @ une
droite du plan 2* ne passant pas par A, On désigne par I le projeté le projeté orthogonal du point A
sur la droite 2. Soit M un point de A Distinct de A

1? Muontter giee la droite 2 est perpendiculaire au plan (AF M),
? En déduire que les droites (M H) et @ sont orthogonales,

Q Plans perpendiculaires

2 On dit gue deux plans sont perpendicolaires lorsque F'un contient une droite orthogonale &
"autre.

Er 5% estla droite d'intersection de deux plans perpendiculaines,
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Dans la figure ci-dessous, on donne un riangle ABC équilatéral contenu dans un plan (3] tel que
AB =4, S un poini de l'axe A du cercle circonscrit au rriangle ABC de cenwe 0 el que SO =4 et [ e
miliew e [ BT

) ? Montrer que la droite (50) est orthogonale & (BC).
? Déterminer le plan médiateur du segment |BC).
? Montrer que le plan (S0/) est perpendiculaire au plan (S8C).
B Soit A"la perpendiculaire en A au plan (22), 8" un point de A’ tel que 5'A =4,
? Montrer que §'8 = §'C =42
? Montrer gue la drolte A’ est contenue duns le plan (501).
? Montrer que le triangle 5'B1 est rectangle en [,
Q Calculer A7 et BT puis déduire 51,

E» Montrer que (557 est paralldle au plan (2.

[p Sait () la tangente 4 (%) en B, M un point de (3] et N le symétrique de M par rapport a 8.

Montrer gue (SOB] est le plan médiateur du segment [MN].
153 Q Montrer que (MN) est parallile & (AC).
? Déterminer lintersection des plans (SMN) ef (5AC).
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Exgpcicy 2
Soit ABCD un carré de coté o et "€ son cercle circonscrit de centre O, A la droite passant par £ ¢t perpon-
diculaire au plan (ABC). Soit M un poini de A tel que OM = gﬂ.
B Montrer que A est 'axe du cercle .
B Déterminer ke plan médinteur du segment [AB].
Er Monirer que les iriangles MOA et MOC sont isométriques.
¢ Montrer gue les triabgles (MOA) et (MO#) sont perpendiculaires.
Er Calculer en fonction de a ln distance M.
SOLUTION

A

M

B A estladroite passant par 0 et AL{ABC), alors A est 'axe du cercle circonserit au cercle &,

B MeA olors: MA = MC, etona BA = BC et DA = DC et comme les points M, B et € ne sont pos
alignés , done le pla (MDA est le plan médiateur du segment [AC].

Ed 0OA=0C (e milicn de [ ACT).
MA=MC (M e Alaxe de ¢ et A.Ced),
Etles iangles MOA et MOC on le cowé [OM] commun dong ils sont isemérigues.

[ On a (OM)L(ABC) ei (OB) < {ABC) donc [(OM)L{OB) ¢t comme (OB]L{OA] ce qui donne
OB LIOAM), or (O8] o (MOR) done (AOM) LA O®).

Ep Dans le plan (MBI, le wlangle QDM est rectangl en O, par Vapplication du théoréme du Pythgore,
on obtient :

2 2
Mﬂl=nfﬂz+ﬂﬂzz(?) +(¥) =§ﬂz. doit MD = ﬂﬁ-

& EXERCICES
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P v

soil ARC un triangle rectangle etisocele en B situd sans unplan 2 et S un point die la dooite & perpen-
diculmre au plain # en A et 52 A

B Soit Ile millon de [AC] et M le milieu de |SC).

T.? Montrer que 1o droite (TM) est 'axe du cercle dirconsernit ai triangle ABC.
? Déterminer le plan médiateur du segment [AC].
Q‘ Maonirer que les droltes [B) et ( AS) sont orthoganales.
? Montrer que les plans (SEC) et (SAR) sont perpendiculaires.
B Sachant que SH =2a et AR = g, a un réel positif, Calouler $A, IM o1 MB.
E» ©ndonne /e projeté orthogonal de de A sur (SB). Montrer que AJC est un tiangle reclangle et

caleuler son aire,
R ~
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