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EXERCICES

I Exercice 1 :

1°/Déterminer, selon les valeurs de ’entier naturels n , le reste de la
division euclidienne par 9 de 4"

2°/Montrer que :

Vn e N 2272 _ 31" est divisible par 9

Exercice 2 :

1°/ Déterminer suivant les valeurs de I’entier naturel n les restes dans
la division par 7 des entiers naturels suivant 2" et 3"

2°/ Déterminer I’ensemble des entiers naturels n vérifiant : 2" +3" = 0 (7)

Exercice 3 :

1°/ x et y étant deux entiers relatifs déterminer tous les restes possibles
de la division euclidienne par 4 du nombre x* — 3y?

2°/ Existe-t-il trois entiers relatifs x , y ,z tel que x* - 3y*+ 4z =3

l Exercice 4 :

Démontrer que

Vn e N: n@n+1)(7n+1)estdivisible par 6

I Exercice § :

Soit n un entier naturel
Onposea=2n+8 , b=3n+15
Soit 0 =1e P.G.C.Ddeaceth

1°/ Montrer que & divise 6

2°/ Déterminer I’ensemble des entiers n tels que :

PGCD ( 2n+8 , 3n+15) = 6
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l- Exercice 6 :

1°/ Montrer que pour toutn € 7
PGCD ((5n' =n),n+2)=PGCD ( n+2,38)
2°/ Déterminer ’ensemble des entiers relatifs n tels que :
( n+2)divise (50’ —n)
3°/ Déterminer les valeurs possibles du PGCD de Sn® — n et n+2 ?
4°/ Résoudre dans Z I’équation :

Sn’-nAn+2=19

| Exercice 7:

1°/ Quels sont les entiers naturels dont le carré est un diviseur de
| 40425
2°/ Soit x et y deux entiers naturels non nuls .
On note d =PGCD (x,y)
m =PPCM (x,y)

Déterminer x et y sachant que m’ — 3d* = 40425

Exercice 8:

1°/ Résoudre dans Z x Z 1’équation (E) : 5x — 11y =4

3u =1(mod5)

2°/ Résoudre dans Z le systéme
Tu =9(mod11)

| Exercice 9 :
1°/
Soit Z Péquation: Tx—-3y=1

a) Montrer que (E) posséde des solutions.

b) Résoudre (E).
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c) Montrer que si le couple ( x,y) est solution de (1) alors x et y sont
premiers entre eux .
2°/ Soit a et b deux entiers relatifs vérifiant la relation (E) : 7a—3b =29
a) On désigne par D : le plus grand commun diviseur de a et b
Monter que les seules valeurs possibles de D sont | et 29
Ta—3b =29
D =29
¢) Soit M le petit commun multiple de a et b
T7a—-3b =29
Résoudre : <D =29
M =1044
Ta—-3b =29

anb =1

b) Résoudre : {

3°/ Résoudre : {

r Exercice 10 :

(x,y) e NxN avec x<y
onposed=x Ay
m=xvy

on suppose que : m + 10 d =142 (*)

1°/ Montrer que les seules valeurs possibles de d sont 1 ou 2

2°/ Trouver les couples ( x,y) vérifiant (*)

[ Exercice 11 ¢

1°/ Trouver ’ensemble des entiers naturels qui divisent 276

2°/Trouver les paires d’entiers naturels dont le plus grand diviseur
commun d et le plus petit multiple commun m vérifient :

m+3d =276
10 <d <30
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Il]kércice 12
1°/Résoudre dans Z x Z 1’équation :
(E):5x—-3y=2

2°/ Résoudre

5x =3y =2
(S):
XAy =2

Exercice 13 ¢

U,=n*+n*+1 oune N
1°/ Montrer que U, est produit de deux facteurs de second degré
2°/Montrer que ces deux facteurs sont premiers entre eux

3°/U, peut-il étre premier ?

Exercice 14 :

Démontrer que :
1°/Pourtoutn e N° 23435 _5 =0 (11)

2°/Pour tout ne N n -n=0 (42) .

Exercice 15:

1°/Enoncer le petit théoréme de Fermat
2°/ Déterminer I’ensemble des entiers ne N tels que : (n+1)"” =2 (17)
(n+1)"7 =2(17)

3°/Résoudre le systeme "
(n+3)" =5(13)

“Exercice 16 : iiI

On considere deux entiers naturels non nuls aetb telsque :a+b=23
1°/Montrer que a et b sont premiers entre eux

2°/En déduire a et b sachant que a <b et PPCM ( a,b) = 126
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3°/
a) Résoudre dans Z> :9U - 14V =1

b) (S): x =40) Résoudre (S
): x =5(14) ésoudre (S)

rExercice 17

1°/Résoudre dans N’ I’équationen (u, v)
Tu-9v=3
2°/Un entier A , divisé par 7 donne pour reste 2 ce méme nombre
divisé par 9 donne pour reste 5
a) Quel reste donne-t-il si on le divise par 63
b) Trouver A sachant ; 1920 <A <2030

¢) Trouver I’ensemble des entiers naturels n tels que : A" =1 (9)

| Exercice18: |

neN ;A=3n+1;B=5n-1
1°/ Montrer que A A B est un diviseur de 8

2°/Déterminer ’ensemble des entiers ntel que : AAB =8

[ Exercice19:

n un entier naturel > 2
on considére dans Z? I’équation (E,) : x —ny =2
1°/Résoudre (E,)

2°/Résoudre dans Z’ les systémes

) X —ny =2
a
PGCD(x,y)=2

b) {x -ny =2
x =y +1(n)
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l Exercice 20 :

Soitx eN", neN etU,=x"-1
1°/ Montrer que :
a) PGCD (U, Up) =x—1
b) Trouver x tel que U, et U,.| soient premiers entre eux .
2°/ Montrer que si d est un diviseur positif de n alors Uy est un
diviseur de U, .
3°/ Soitn, m € N et § = PGCD ( n,m)
a) Montrer qu’il existe p et q entiers vérifiant : o =mp —nq

b) Endéduireque: Uz =U,py~ Uy (U; +1)

¢)Monter que : Uy, AUy, = Uy

©

d) Monterque: U, AU,,= U
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[ SOLUTIONS

l

Solution 1 : I
1°/ 4° = 1 (mod 9)

4" = 4 (mod 9)
4% = 7 (mod 9)
4* = 1 (mod 9)

d’ot 4 = 1 (mod 9)

4% = 4 (mod 9)

4% =7 (mod 9)
les restes possibles de la division euclidienne par 9 de 4" sont 1 ,4,7 .
2°/ ona:22 = 4(mod9)

31 = 4(mod 9)
droti: 2272 313" = 472 4" (mod 9) = 4" — 402 (mod
9)
=7-7 (mod9) = 0 (mod9)

conclusion : pourtout ¥z € N :222_31°™" = O(mod 9)

Solution 2::
1°/
e2° = 1(mod7);2" =2 (mod7)
D’ot Vp € Nona: 2% = 1 (mod 7)
2% = 2 (mod 7)
2%7*2 = 4 (mod 7)
Les restes possibles dans la division par 7 de 2"sont 1,2, 4

f

¢3° = 1 (mod 7) 3 =-1(mod7)
3' = 3 (mod 7) 3°=1(mod7)
3?=2 (mod 7)

Ona:

3 = 1 (mod7) ; 3% =3(mod7) ; 3%7? =2 (mod7)
3% = 6(mod7); 3% =4@mod7) ; 3%° =5(mod7)
Les restes possibles dans la division par 7 de 3" sont : 1,2,3,4,5,6.
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29/ Sin=6p = 2n+3n = 26p + 36p

= (2% +3% mod7) = 1+1 (mod7) =2 (mod7)
Sin=6p+1=2"+3"=24+3= 5 (mod7)
Sin=6p+2 = 2"+3"=4+2 = 6(mod7)
Sin=6p+3 = 2"+3" =1+6 0 (mod 7)
Sin=6p+4 = 2"+3" = 4+4 =1 (mod7)
Sin=6p+5 = 2"+3" =4+5 = 2(mod7)

Conclusion: 2"+3"=0(7) ssi n=6p+3 oup €N

x€Z <x=0(mod4) oux = 1 (mod4) oux = 2 (mod 4)

oux = 3 (mod 4)
1(mod 4) ou x* = 0(mod 4)
9 (mod 4) = 1(mod 4)

= X’ = O(mod 4) ou x*

2
ou x

1l

d’ol : pourtoutxeZ x* = 0ou | (mod 4)

x* -3y? = x> +y? (mod 4)

X2

y2 0 1 (x2+y?)
o] o[
1 1| 2

d’ol les restes possibles de x* — 3y’ sont O ou 1 ou 2.
1°/ Supposons qu’il existe ( X,y,z) € Zx Z x 7.
telsque: x’—3y’+4z=3 = x* -3y’ +4z = (mod 4)
= x>-3y* = 3(mod4) = 3estle
reste de la division euclidienne de x* — 3y’ par 4.

ce qui est impossible d’apres 1°/
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| Solution 4 :

*

e ne N o n=0mod2) ou n=1(mod?2)
2n+1=1(mod 2)
e n=0(mod2) = = n(2n+1)(7Tn+1)=0(mod 2)
Tn+1=1(mod 2)
e n=1(mod2) = 7n+l=1(mod 2) = n(2n+1)7n+1)=0(mod 2)
conclusion : pour vn € N :n(2n+1) (7n+1) = 0 (mod 2)
*
e necN& n=0@mod3) oun = 1(mod3)oun =(2) (mod 3)
e n=0(l) < n2n+l)(7nt1) = O(mod 3)
e n =1Il(mod3)= 2n+1 = O(mod 3)
d’ot n(2n+1) (7n+1)= O(mod 3)
e n=2(3)= n=14(mod3) = 7n+1 = O(mod 3)
n(2n+1) (7n+1) = O(mod 3)
ona:Pour vy € N : n(2n+1)(7n+1) = O(mod 3)

nQ2n+)(Tn+)eM,
n2n+)(Tn+eM,

ainsi on peut écrire : {
M; "Mz =M v 3= Mg
Conclusion : ¥Yn € N :n(2n+1)(7n+1) = O(mod 6)

| Solution 5 : I

1°/ 6 =P.G.C.D (ab) = O divisea=2n+8 etb=3n+5

= J divise2b—3a c.a.d O divise 6
2n+8=6p n=3p-4
2°/ PGCD (2n+8,3n+15)=6 < 3n+15=6q S <n=29-5
pAg=1 pArg=1
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3p-4=2q-5 < 3p—-2q=-1
< 2q-3p=1 (D’aprés Bézout: p Anq=1)
2q-3p=2x2-3x1
2(q-2)=3(p-1)
3divise2(g-2)or3 A2=1
d’apreés le lemme Gauss : 3 divise q -2 &
d'oti: q—2=3k ot ke N doan=2(3k+2)-5=6k-1
S={6k—1ouke N}

1°Ona: Pourtoutn € Z :
S —n=(n+2)(5n*-10n+19)-38
= PGCD ( Sn’—n,n+ 2)=PGCD (nt+2 ,38) (d’apres
I’algorithme d’Euclide)
2°/ n+ 2 divise Sn’ -4 signifie
PGCD(Sn’~n,n+2)=n+2 < PGCD(n+2,38)=n+2
<> n+ 2 divise 38
or Diy=1{1,2,19,38}
d’ot ne{-1,0,17,36}
3°/PGCD (5n° =n,n+2)=PGCD(n+2,38)=d
donc d est un diviseur de 38
d’ot d=10ou2oul9ou3l
4/ (5 —n) A (n+2) =19 <(n+2) A 38 =19
n+2=19p n+2=19p
< 138=19p ©<g=2
pArg =1 prg =1
< n+2=19(2k+1)o0 k e Z
d’ot n=38k+17
S={38k+17;keZ}

n+2=19p
<:> . . .
p entre relatif impair
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l

Solution 7 : I
1°/0n a: 40425 = 5% x 7°x 33

L’ensemble des entiers dont e carré est un diviseur de 40425 est

{1,57.35)

29/ ona: m=ad (¢eN")

d’ot m?—3d2=40425 < (&’ -3 )d* = 40425

= d” est un diviseur de 40425

= d €{1,5,7,35}

sid=1 = m’=40428 ce qui est impossible car mg N’
sid=5 = m*=40500 = mg N’

sid=7 =>m’=40572 = mgN’

sid=35 =>m?=44100 = 441x 100 = (210)
d’oum=210

d =35 x=dx' '
ona: or avec x'Ay'=1
m =210 y=dy'

de plusmd=xy = m=dxYy'

1°/ Ona:5x3-11lx1=4
5x~1ly=4 & 5x—1ly=5x3-11 x 1
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< 5(x-3)=11(y-1) = 11 divise 5(x - 3)
orl1TA5S=1
d’aprés lemme de Gausona: 11 divise ( x —3)
d’ou il existe ke Z telque x—3 =11k dou x=11k+3
3u=1(5) 2x3u =2(mod 5) 4=2(mod 5)
/ = <
Tu=9(11) 7x8u =72(mod 11) 4=6(mod 11)
Sz2 ={(11k+3,5k+1) oukeZ}

(2 est un inverse de 3 modulo 5 et 8 est inverse de 7 modulo 11)

) U-2=5
llexiste (x,y) € ZxZ
U-6=11y
ainsi S5x+2=U=1ly+6
d’ou S5x+2=11y+6 < Sx-1ly=4

d’apres 1) x=3+11k
y=1+5k oukeZ
d’ou U=53+11k)+2 =17+ 55k
S={17+55k,ke Z}

H

Solution 9 : I
1°/a) 7TA3=1

d' aprés I’entité de Bezout il existe au moins un couple (xo, o) € Z?/
Txo—3yo =1 '

by Tx—3y=7x1-3x2 & Tx-1) =3(y-2) < 3 devise
T(x—1)or 7A3=1

donc d’apres le lemme de Gauss 3 divise (x — 1)

etparsuitex—1 =3 k(keZ)doux=3k+1
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D’oti: 7(3k)=3(y-2) > y=7k+2
S, ={GBk+1,7k+2); keZ}
¢) (x,y) solutionde (E) <& 7x -3y =1
donc d’aprés I’identité de Bezout x A y =1
2°/ a) D = pged(a,b) donc D divise a et D divise b *et par suite D
divise 7a — 3b, en d’autre termes D devise 2q
D’otD=10ouD=29
Ta-3b=29 (1)
{a Ab=29 2)
a=29a’
(2): {b=29p'
a'nb'=
(1) s’ecrit : 72’ —3b” = 1 d’ou d’aprés la question 1)
a'=1+3k
{b '=2+7k

keZ

d’oti a=29(1+3k) = 29 + 87 k
b=29(1+7k) = 58 + 203 k
S ={(9+87k,58+203k), keZ}

c)ona:MD=ab=2%9a’b> = ab’ = % =36
. |7a'-3b'=1
on a aussi : = b'(1+3b) =252
a'b'=36

d’ou 3b2+b’-252=0

doncb’=_TszeZ ou b’=9 donca =4
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a=29'=116
S={(116,261)}

b=29b'=261
Ta—-3b=29 (*
> {a/\b:] ;.
(2,-5) est une solution de (*)
7a-3b=29 < 7(a—2)=3(b+5)
Tn3=1

. a=2+3k
d’ou ou keZ
b=-5+7k

or anb=1 < (2+4+3k) A(7Tk-5)=1

< (k=9) A29=1 (cecid’apres Palgorithme d’Eclude)
< k-9 % 0 (mod 29)

S, ={(Bk+2,7k-5)ol k#9(mod29) etk €Z}

Solution 10 :

[

1°/ Onsaitque m= ¢ d (carddivisem) ot @ € N
m®10d=142 = d(a+10)=142
d’ou d est un diviseur de 142
orl42=2 x 71
d’ou d=1o0u2ou7ouli42

e Sid=1alorsm=132

e Sid=2alors m=122

e Sid=7] = m <0 impossible

e Sid=142 = m<0
Les valeurs possibles de d sont 1 ou 2
2°/ Sid=1=m=132

ormd=ab = ab=132 avec anb=1
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(1,132);(3,44);(4,33);(11,12)
d’ot (a,b) €
132,1);(44,3);(33,4);(12,11)
sid=2 = m=122
ormd=ab = 244=ab
a=da'
or<b=db'
a'nb'=1
ona: ab=244 = d’ab'=244 a'b' =6l
= (a,b)=(1,61);0u(6l,1)
et par suite : (a,b) =(2,132) ou (132,2)
Conclusion : Les couples solutions de (*) sont :

(1,132) ; (3,44) ; (4,33) ; (11,12) ; (132,1) ; (44,3) ; (33,4) ; (12,11) 5
(132,2) : (2,132)

I Solution 11 :

1°/Ona: 276 =2> x 3 x 23

Le nombre de diviseurs de 276 est 12

La liste des diviseurs positifs de 276 est { 1,2,3,4,6,12,23,46,
69,92,138,276 }

2°/Ona: m=«ad

m+3d=276 = d(a+3)=276
d’ou : d est un diviseur de 276

or 10<d<30
1°cas si d=12 = m=276-36=240

or md = ab

a=da'
Or 2p =db' = m=da'b’
a'nb'=1
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a'b'=20 )
d’oti : et par suite {a’b’} ={ 1,20} ou {4, 5}
a'nb'=1
et par suite {a,b} ={ 12,240} ou { 48,60}
a'b'=9
2°as d=23 = m =207 alors
a'nb'=1

{ab'} = {1,9} = {ab} = {23,207}

Conclusion : Les paires solutions du probléme posé sont : {12,204} ;
{48, 60} ; {23,207}

Solution 12 ;

1°/ Ona:5x1-3x1=2
douS5x-3y=2 < 5x-3y=5x1-3x1 < 5(x-1)=3@y-1)

or3 divise 5(x—1)et3AS=1

d’on d’apres le lemme de Gauss 3 divise x — 1 et par suite i} existe
ke Z tel que:

x—1=3k etparsuite x=3k+1

I’équation s’écrit : 5(3k)=3(y—-1)d’ou y=5k+1
S7«7.={Bk+1,5k+1) ot ke Z }

L 4

5y -3 5 x =3k +1
X — =
2°/{ 7 < gy =5k +1
XAy =2
XAy =2

XAy =2 < 3k+1 ASk+1=2
ou d’apres I’algorithme d’Euclide on a :
BGk+ 1) A(6k+1)=Ck+1) A2k =k+1 A2k =(k+I) A 2
xAy=2 & (k+1) A2=2 < k+ 1 estpair
S k+1=2p << k=2p-1 oupeZ
d’ot x=3@Qp-1)+1 =6p-2
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y=5(2p-1)+1=10p—-4
Szx7,= {(6p—2 ,10p—4)ou peZ}

H

Solution 13 ; |

1°/ U"=n4+2112+1—n2=(n2+1)2—n2

=(n’ -n+D(n’+n+1)
20/ soitd=(n*+n+1) A(m®—n+1)=(n’=n+1) A 2n
car: (n*+n+1 =(n=n+l1)x 1+2n)
sin=2p (peN)
= d=(4p’-2p+1) A 4p
=M@p) A 2p-1)=2p-1) A 2=1 (ceciestd apres
I’algorithme d’Euclide)
sin=2p+1 (pe N)
= d=Qp+1P-Qp+1)+1 A @p+1)=(4p*+2p+1) A 2p+1)
=2p+Hal=1
car: 4p>+2p+1 =2p(2p+ 1)+l
conclusion : pourtoutn € N ‘n’+n+1 etn’~=n+1 sont premiers
entre eux
3°/ Ona: Uy=@m’=n+1)@+n+1) od n+n+12>1.
n*—n+l=1
U, est premier < <{et < n=1

n’+n+1 premier

Pourn=1 = U,=U; =3 qui est premier

Conclusion : U, est premier ssin = |
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Solution 14

1°/
e2°=—1(mod 11) d’ot 2'™ = 1(mod 11) = 2'"* = §(mod 11)
3’ =1(mod11) = 3" =1(mod 1) =3 =5(mod 11)
d’otr: 2" 433 _2 = 0 (mod 11)

20/

!

¢ D’apres le petit théoréme de Fermat
n’ = n(mod 7) car 7 est premier = n’ —n =0( mod 7)
en'—n=nm'-1)=n(n’~-1)(n*+1)
=n(-1)(n+1)(n’=n+1(n*+n+1)
Sin=0(mod2) = n'—n = 0(mod?2)
l(mod2) = n'—n = 0(mod?2)

Il

n

d’ot VneN :n’—n = 0(mod2)
esin = 0(mod3) = n’—n =0(mod 3)
sin=1(mod3) = n’—n =1(mod 3)
sin=2(mod3) = n’ =2" =2 =n(mod?3)

et par suite n’ —n =0( mod 3)
2 et 3 sont premiers entre eux donc (n’ =n) = 0( mod 6)

6 et 7 sont premiers entre eux donc n’ —n=0( mod 42) car : n' —n=0(mod
n’ —n=0(mod

1°/Soit p un nombre premier :
Pourtoutn € N : n” = n (mod p)
2°/17 est un nombre premier donc d’aprés le petit theoreme de Fermat
(n+ 1) = (n+1)(mod 17)
Ona(n+ 17 =217 < (n+1)=2(17) < n=1(mod 17)
Dot n=17k+1 ou ke N
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30/{(n+1)'7 =2(mod17) (1)
(n+3)" =5(mod 13) (2)
(1) ©n=17k+1 ou ke N
(2) s’éerit: ( 17k +4) = 5 (mod 13) © Bk +4)" = 5(mod 13)
or d’aprés le petit théoréme de Fermat : (3k +4)" =3k +4 ( mod
13) car 13 est premier
onaainsi: 3k+4 =5(mod13) < 3k =1(mod 13).<
4 x 3k =4(mod 13) < -k =4 (mod 13)
< k =-4(mod 13)
d’ott k = 9 (mod 13)
k=13p+9 ou peN
conclusion: n=17k+1ouk=13p+9
d’ot n=17(13p+9)+l1
n=221p+154 ou pe N

lSolution 16

1 a+b=23 (aeN ,beN")

soit d=a A bdoncddivise aetddivise b
d’ou ddivise(a+b)  etparsuite ddivise23

or D3 = {1,2,3} et par suited =1 ou 23

aeN
orbeN g<z<§;
a+b =23 <<

d<a
d’on d#23,
d<b

conclusion : aetb sont premiers entre eux
2°/PPCM (a,b) =126 =m
on sait : md = ab or d=1

d’ou ab=126
. 3
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ab =126
dou: a(23-a)=126
a’-23a+126=0
A=(23)" -4 (126) =529 — 504 = 25
23-5 23+5

d’ou a=T=9 ona: a=

a+b =23
ona: ona: b=23-a

14

sia=9 alors b=23-9=14
sia= 14 alors b =23 — 14 = 5 ce sui si impossible cara < b
conclusion: a =9etb=14

3°/
a) u-14V=1]

(-3,-2) est une solution de cette équation
ona: 9U - 14V =9(-3) — 14(-2)
IU+3)=14(V+2)
or 9 Al4=1 d’aprés Lemme de Gauss
14 divise (U + 3 ) et par suite il existek € Z

tel que : U+ 3 = 14k
U=14k-3 :
d’autre part : H(U+3)=14(V+2) = 9 x 14k=14(V +2)

doit: V=9k-2
S={14k~3,9k-2)oi ke Z}

x =4(9)

il existe (U ,V) € Z*tel que :
x =5(14)

b) (S) {

x=9U+4 et x=14V+5
ainsi 9U+4 =14V +5  etparsuite 9U-14V =1
d’aprés 3°/a)ona:U=14k-3 et V=9k -2 ou ke Z
et par suite x= 9(14dk—-3)+4 =126 k—-23 keZ
Sy = {126k 23 ou ke Z } '
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| Solution 17 :

1°/7Tu+9v=3 < 7(u-3)=9(v-2)
9 divise 7(v-3)or 9A7 =1

d’ou d’apres le lemme de Gausse 9 divise (u-3)
et par suite u=3 =9k ol keZ
doncu=3+9k

INv—-2)=T7(u-3) 9(v—2)=7(9K)
VvV — =
u=3+9k

d’ou v=2+7k

S..={(3+9%.,2+7k)ol keZ}

A=74+2
2°/ dout7u+2=9v+5

A=9v+5
Ju-9V =3

or d’aprés 1°/u=3+9k

v=2+7k
A=T73+9k)+2=21+63k+2 =63k +23
Le reste de la division euclidienne de A par 63 est 23.
b o a {1920<A <2030

A=63k+23, keZ

d’ot: 1920 < 63k +23 <2030 = 1897 <63k <2007

1897
= — <
63

k<3(£z:,30,11 <k<31.86

etcommek € Z alors k=31
conclusion : A =63 x31+23 A =1976
) A" = 1(mod 9) < 1976" = I(mod 9)
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ona: 1976 = 5(mod 9)
19767 = 7 (mod 9)
1976" = — 1 (mod 9 )
1976°= 1 (mod 9)

d'oti : (1976%) =1 (mod 9)

Ii

do n=6p oupeN

Solution 18 :
1°’Ona:d=AAB

d divise A o

. = d divise (5A-3B)
d divise B
or 5SA-3B =5@3n+1)-3(5n-1) =8
d'ou d divise 8

2°/AAB=0CBn+DAGn-D=Cn+HA(2n-2)
=C2n-2)A(n+3) =(n+3)A8

(n+3)A8=8 <©n+3=8k ot keZ

n=8k-3

S; ={8k-300 k eN*}

Solution 19 :

U

1°/ On remarque : ( Xy , Yo) = (2,0) est une solution de (En)

(x—%0)—ny—-yo)=0 < x-2=ny

X =2+nk }
ou keZ

y=k
S, =1(2+nk ,k);keZ}

x =2+nk

X—-ny=2
20/ * < g y=k
XAy=2

XAy=2
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xAy=2 < (2+nk)Aak=2 & kna2=2
< k=2p ol peZ
=2 +2
d'ou {X P ou p e
y=2p
S, ={(2+2np, 2p)

X =2+nk
*{X—n)’:l? y:k
=y +
=Y ") x=y+1(n)

or x=y+1(n) © 2+nk=k+1(n)=k=1(n)
d’ot k=np+1 ot peZ
S={(2+n*p+n,np+1) ou peZ}

[ Solution 20 :

1°/a) U AU, =(x"=1,x™" 1)

orona:x"™ —I=x(x"-1)+(x+1)
d'ov U AU, =(x"-DAax=-1)=x-1

n+l

car: X" —l=(x-1) (X" +x"7+..+x+1)
Conclusion: U, AU, =x—1

b) U, etU,,, sont premieresentreeux ssix—1=1

Nl
d'oux=2
2°/ d est une diviseur de n < il existe k € N tel que n =kd

Up= U =x= 1= 1) = xH = DD+ O+ x+ 1)
d’ol Ug est un diviseur de U,

3°/ 8 =nAm

a) d’aprés ’identité de Bezout il existe (p,q) tel que : mp—nq = &
b) U, -U,(Ug+D=U, -U (x%)

mp - mp nq
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— me 1= (an _ 1)X6

:me__l__ nq+o+>‘ _)\ _]_Uo

c) A=U_~AU

nq mp

= Adivise U, etU
= Adivise U, —U, (U, +1)

mp nqg
d'ou Adivise U
o divise nq

*d=nAm = 3 divisen et d divise m = .
o divise mp

{Uﬁ divise U, |

U divise U

d'ou Uy divise U AU =
Uy divise A

conclusion : . = A=U;
A divise U;

mp

0 S—nam = {5 divise n:{UE divise U,

ddivise m U; divise U

done U, divise(U AU )

m

y divise U,

Soit ged(U U ) =
v=peed(U,.U,,) {y divise U,

n divise nq U, diviseU
= . = . .
n divise mp U, diviseU,

= ydiviseU, AU

:> y divise U
vy divise U

mp
et parsuite ydivise Uj

conclusion: U AU =Uj



